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lias  vorliegende  Werk  hatte  ich,  um  es  gründlich  ken^ 
nen  zu  lernen  5  dermassen  studirt,  dass  ich  es  in's  Deut- 
sche übertrug  und  alle  Stellen,  welche  mir  von  selbst 
nicht  klar  waren,  durch  Worte  und  Calcid  zu  erläutern 
suchte.  Auf  der  andern  Seite  hatte  ich  manches,  selbst 
ganze  §§.  fortgelassen,  welche  nach  meiner  Ansicht  nur 
Wiederholungen  zu  enthalten  schienen.  Auf  diese  Weise 
hatte  ich  ein  Werk  erhalten,  welches  nicht  mehr  als  das 
Eulersche  angesehen  werden  konnte,  was  mich  aber  nicht 
kümmerte,  da  ich  es  nur  zum  Behuf  des  Studiums  zu» 
sammengeschrieben  hatte.  Ich  bin  nämlich  der  Meinung, 
dass  man  leichter  beim  blossen  Lesen  über  eine  nicht 
ganz  klare  Stelle  fortgehen  wird,  als  wenn  man  die- 
selbe, wenn  auch  in  einer  andern  Sprache,  niederschrei- 
ben soll  Während  der  Zeit,  wo  ich  auf  diese  Weise 
beide  Theile  studirte,  dachte  ich  nicht  an  eine  Heraus- 
gabe, und  zwar  aus  zwei  verschiedenen  Gründen.    Ein- 
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II  Vorwort 

mal  wusste  ich  nicht,  ob  die  VeröfFentlichiing  für  die 
Wissenschaft  von  Interesse  sein  dürfte;  dann,  wenn  ich 
auch  willens  wäre,  eine  deutsche  Ausgabe  zu  veranstal- 
ten, ob  sich  ein  Verleger  dazu  finden  Avürde.  Was  den 
ersten  Grund  betrifft,  so  war  ein  mathematischer  Freund 
der  Meinung,  dass  für  jeden  Mathematiker  die  Werke 
Euler's  von  Interesse  sein  müssten  und  da  das  Orighial 
nicht  mehr  im  Buchhandel  zu  haben  sei,  würde  eine  ge- 
hörige Übersetzung  nur  willkommen  sein.  In  Bezug  auf 
den  zweiten  Grund  beseitigte  derselbe  Freund  jede  Schwie- 
rigkeit, indem  auf  seine  Veranlassung  der  gegenwärtige 
Verleger  sich  zur  Übernahme  bereit  erklärte. 

Auf  diese  Weise  kam  ich  dazu,  diese  Uebersetzung 
zu  veröffentlichen  und  es  bedurfte  nun  keiner  langen 
Überlegung,  um  von  dem  ersten  Gedanken  zurückzu- 
kommen, nach  welchem  ich  die  Übersetzung  so  heraus- 
geben wollte,  wie  ich  sie  beim  Studium  niedergeschrieben 
und  oben  geschildert  habe.  Ich  entschloss  mich  vielmehr, 
dai^  Werk  ganz  dem  Original  entsprechend  in  deutscher 
Sprache  herauszugeben,  alle  etwa  aufgefundenen  Fehler 
natürlich  zu  beseitigen,  dagegen  die  von  mir  früher  in 
den  Text  eingewebten  Erläuterungen  und  Anmerkungen 
gesondert  am  Schlüsse  hinzuzufügen.  Hierbei  musste 
aber  freilich  eine  gehörige  Auswahl  der  letztern  getroffen 
werden,  da  es  wesentlich  verschieden  ist,  ob  man  eine 
Erläuterung  in  Worten  oder  Calcul  dem  Texte  einverleibt, 
oder  gesondert  und  somit  selbstständig  aufführt.  Viel- 
leicht bin  ich  bei  dieser  Auswahl  nicht  streng  genug  ge- 
wesen und  hätte  wohl  noch  manche  Erläuterung  fortlas- 
sen können. 

Übrigens  wünsche  ich,   dass  diese   von  mir  hinzuge- 
fügten Erläuterungen  und  Anmerkungen   aus  einem  zwei- 
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Vortüort.  III 

fachen   Gesichtspunkte  betrachtet  werden  möchten.    Die 
Meister  €ler  Wissenschaft  mögen  daraus  entnehmen,  dass 
es,  wie  oben  erwähnt,  mein  Bestreben  gewesen  ist,  das 
Werk  nicht  bloss  wörtKch  zu  übersetzen,  sondern  es  vor- 
her durchaus  verstehen  zu  lernen.     Für   die  Jünger   der 
Wissenschaft  werden  meine  Zusätze,  so  hoffe  ich,  manche 
Erleichterung  herbeiführen,  um  das  Werk  wie  ich  zu  stu- 
diren.    Euler  sagt  am  Schlüsse   seiner  Vorrede,  jeder, 
welcher  in  der  Analysis  des  EndUchen  und   Unendlichen 
hinreichende  Übung  erlangt  hat,  könne  alles  mit  bewun- 
derungswürdiger Leichtigkeit   verstehen    und   das   ganze 
Werk  ohne  alle  Hülfe  durchlesen.    Der  Begriff  des  Wortes 
,5  hinreichend "   ist   nun    gewiss  relativ  und    ich   gestehe 
gern    ein^    dass    Euler    denselben    etwas     weit    aus- 
gedehnt  hat.      Ich   habe    das    Werk    ohne    Hülfe    eines 
Lehrers    studirt,     aber     zum     öftern     gefunden,      dass 
die    analytischen  Hülfsmittel    mir    zum  Theil    nicht    ge- 
genwärtig,   zum    Theil    noch    unbekannt    waren.     Wenn 
man    es    daher     als    allgemeine    Regel    ansehen    kann, 
dass  sich   beim  Studium   des  Werkes   eines  klassischen 
Schriftstellers   mannichfache   Gelegenheit  darbietet,   vor- 
handene Lücken  im  Wissen  auszufüllen;   so  gestehe   ich 
dankbar  ein,   dass    auch   ich   dergleichen    beim  Studium 
dieses  Werkes  gefunden  habe.     Ob  ich  nun  immer  zweck- 
mässig und  auf  elegante  Weise  bei  den  Erläuterungen  zu 
Werke  gegangen  bin,  steht  dahin,  ich  behaupte  es  nicht 
und  werde  zufrieden  sein,  wenn  mein  Verfahren  und  die 
so  erhaltenen  Resultate   richtig   sind.      Ferner  behaupte 
ich  eben  so  wenig,    dass  sie   alle   mein  Eigenthum  sind 
und  man  wolle  es  mir  zu  Gute  halten,  dass  ich  nicht  im- 
mer die  Quellen  angeführt  habe ,  woraus  sie  entnommen 
sind.    Das  Inhaltsverzeichniss  der  Erklärungen,  Aufgaben 
und  Lehrsätze  ist  von    mir  hinzugefügt. 
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IV  Vorwort 

Dieses  Vorwort  hielt  ich  für  nothwendig,  um  zu  be- 
wirken, dass  das  Werk  aus  dem  richtigen  Gesichtspunkte 
betrachtet  werde  und  spreche  scMiessIich  den  Wunsch 
aus,  dass  dieser  I.  Theil  eine  günstige  Aufnahme  finden 
möge* 

Berlin,  im  August  1847. 


Der  Herausgeber. 
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Vorrede. 


X>^as  Wort   Mechanik    hatte    lange    Zeit  hindurch    und   hat 
auch  noch  jetzt  eine  doppelte  Bedeutung,  indem  dadurch  zwei 
Wissenschaften    bezeichnet   werden,    welche  sowohl   in   ihren 
Prineipien;;  als  auch  ihrem  Gegenstände  nach  durchaus  von  ein- 
ander verschieden  sind.   Der  Name  Mechanik  wird  nämlich  einmal 
derjenigen  Wissenschaft  beigelegt,  welche  vom  Gleichgewicht 
der  Kräfte  handelt  und  dieselben  mit  einander  vergleicht;  ferner 
aber  auch  derjenigen  Wissenschaft,  in  welcher  die  Natur,  Er- 
zeugung und  Aenderung  der  Bewegung  auseinander  gesetzt  wird. 
Obgleich    man   nämlich    auch    in   dieser  letztern   vorzugsweise 
die  Kräfte  betrachtet,   welche    die  Bewegungen    erzeugen  und 
verändern,  so  ist  doch  die  Behandlungsweise  durchaus  von  der 
der  erstem  Wissenschaft  verschieden.     Um   daher  jede  Zwei- 
deutigkeit zu  vermeiden,  wird  es  zweckmässig  sein  ,  jene  Wis- 
senschaft, welche  vom  Gleichgewicht  und  von  der  Vergleichung 
der  Kräfte  handelt,  Statik  zu  nennen;  für  die  andre  Wissen- 
schaft, worin  von  der  Bewegung  die  Eede  ist,  aber  allein  den 
Namen  Mechanik  vorzubehalten.     In  diesem  Sinne  hat  man 
auch  sonst  schon  beide  Benennungen  angenommen.     Auch  der 
Zeit  ihrer  Begründung  nach  findet  ein  grosser  üntersehied  zwi- 
schen beiden  Wissenschaften  statt.    Während  man  nämlich  die 
Statik  bereits  vor  Archimedes  auszubilden  begonnen  hatte, 
ist  die  Mechanik  zuerst  durch  Galilei  begründet  worden,  als 
dieser  den  Fall  schwerer  Körper  zu  erforschen  suchte. 
Euler' s  Mechanik.   I.  1 
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2  Vorrede. 

In  den  letzten  Zeiten  aber  haben,  nachdem  die  Analysis 
unendlich  kleiner  Grössen  erfunden  worden  ist,  beide  Wissen- 
schaften so  grossen  Zuwachs  erhalten,  dass  alles  dasjenige, 
was  vorher  in  einem  so  langen  Zeitraum  erforscht  worden  war, 
hiergegen  fast  verschwindet.  Alle  die  vielen  Erfmdungen,  durch 
welche  diese  Wissenschaften  bereichert  und  gefördert  worden 
sind,  sind  aber  in  so  vielen  Werken  zerstreut,  dass  es  für 
denjenigen,  welcher  beide  studiren  will,  höchst  schwierig  ist, 
alle  zu  erlangen  und  durchzunehmen.  Ausserdem  aber  sind^ 
was  das  lästigste  zu  sein  scheint,  einige  ohne  alle  Analyse 
und  Beweis  aufgestellt,  andere  mit  zu  verwickelten  und  nach 
Art  der  Alten  angelegten  Beweisen  versehen,  andere  endlich 
aus  fremden  und  weniger  eigenthümlichen  Principien  abgeleitet; 
so  dass  man  sie  nur  mit  grösster  Mühe  und  grossem  Zeitauf- 
wande  erkennen  und  durcharbeiten  kann. 

Was  nun  die  Statik  betrifft,  so  hat  Varignon  ein  aus  zwei 
Bänden  bestehendes  Werk  in   französischer  Sprache  herausge- 
geben, welches   fast  vollständig  und  in  jeder  Beziehung  voll- 
kommen ist.    Dasselbe  trägt  zwar  den  Titel:  Mechanik,  allein 
es  beschäftigt  sich  durchaus  nur  mit  der  Bestimmung  des  Gleich- 
gewichts von  Kräften,  welche  an  Körpern  jeder  Art  angebracht 
sind.     Es  enthält  daher  kaum  irgend  etwas,   was  sich  auf  die 
Bewegung  und  die,  hier  Mechanik  benannte,  Wissenschaft  be- 
zieht.    Auch  Wolf  hat    in  seinen   Elementen  der   Mechanik, 
besonders  in   der  neuesten  Ausgabe,   viel  Vorzügliches,   was 
zur  Statik  und  Mechanik  gehört,  in  den  Elementen  der  Mecha- 
nik dargestellt;    jedoch   ist  es  mit  einander   verbunden,    ohne 
dass  er  beide  Wissenschaften   von  einander  unterschieden  hat. 
Die   vorgeschriebenen   Grenzen    und    die  Anlage   des  Werkes 
selbst  scheinen  ihm  weder  gestattet  zu  haben,  diese  Wissen- 
schaften von    einander   zu  unterscheiden ,    noch    beide   hinrei- 
chend ausführlich  darzustellen.    Ich  weiss  daher  nicht,  ob  aus- 
ser Herrmann 's   Phoronomie    irgend  ein  anderes   Werk  er- 
schienen ist,  in  welchem  die  Lehre  von  der  Bewegung  für  sich 
allein,  und  mit  so  vielen  und  grossen  Erfindungen  bereichert, 
abgehandelt   wäre.     Herr  mann    bereicherte    nämlich    sowohl 
selbst  diese  Wissenschaft  mit  sehr  vielen  Zugaben,  als  er  auch 
die  Entdeckungen  hinzufügte,   welche  damals   durch  den  Eifer 
Anderer  gemacht  worden  waren.    Da  er  aber  in  jenem  nicht 
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sehr  ausgedehnten  Werke  ausser  der  Mechanik  auch  die  übri- 
gen verwandten  Wissenschaften,  nämlich  die  Statik,  Hydrosta- 
tik und  Hydraulik  umfassen  wollte,  so  blieb  ihm  zu  wenig  Raum 
für  die  Behandlung  der  Mechanik   selbst  übrig.     Er  war  daher 
gezwungen,  alles,  w^as  diese  Wissenscliaft  betraf,  zu  kurz  und 
abgeschnitten  zu  behandeln.     Ausserdem  aber  hat  er,  was  den 
Leser  am   meisten    abhält,   alles  nach   Art   der   Alten   mittelst 
synthetisch  geometrischer  Beweise  behandelt  und  die  Analysis, 
durch    welche    man  zu   einer  vollständigen  Erkenntniss   dieser 
Dinge  gelangt,   nicht  angewandt.     Auf    ganz    ähnliche  Weise 
sind  auch  Newton's  mathematische  Principien  der  Naturlehre, 
durch  welche   die   Wissenschaft    der  Bewegung    den   grössten 
Zuwachs  erhalten  hat,    abgefasst.     Was  aber  von  allen,   ohne 
Anwendvmg  der   Analysis   verfassten,   Schriften  gilt,   trifft  vor- 
zugsweise  die  Werke   über   Mechanik.     Der  Leser  wird  zwar 
von  der  Wahrheit   der  vorgetragenen  Sätze   überzeugt,   aliein 
er   erlangt   keine    hinreichend   klare    und  bestimmte   Kenntniss 
derselben.    W^erden  daher  dieselben  Fragen  nur  ein  wenig  ab- 
geändert, so  wird  er  sie  mit  eigenen  Kräften  kaum  beantwor- 
ten können;  wenn  er  nicht  zur  Analysis  seine  Zuflucht  nimmt, 
und  dieselben  Sätze  nach  der  analytischen  Methode  entwickelt. 
Diess  war  gerade  bei  mir  der  Fall,  als  ich  anfing,  Newton's 
Principien  und  Herr  mann' s  Phoronomie  zu  studiren,   w^o  ich 
zwar   die  Auflösung   vieler  xlufgaben   genügend   verstanden  zu 
haben  glaubte,   allein  solche  Aufgaben,   welche   nur   ein  wenig 
verschieden  waren,  nicht  auflösen  konnte. 

Schon  zu  jener  Zeit  versuchte  ich,  so  weit  ich  es  ver- 
mochte, aus  'der  synthetischen  Methode  die  Analysis  herzu- 
leiten und  zu  meinem  Nutzen  dieselben  Sätze  analytisch  zu 
behandeln,  wodurch  ich  meine  Einsicht  bedeutend  vermehrte. 
Auf  ähnliche  Weise  habe  ich  hierauf  auch  andere  zerstreuete 
und  in  diese  Wissenschaft  einschlagende  Schriften  behandelt, 
sie  alle  zu  meinem  Nutzen  nach  einer  geebneten  und  gleich» 
förmigen  Methode  dargestellt  und  in  eine  geschickte  Ordnung 
gebracht.  Bei  dieser  Beschäftigung  verfiel  ich  nicht  nur  auf 
viele  vorher  noch  nicht  behandelte  Aufgaben ,  welche  ich  glück- 
lich löste,  sondern  erlangte  auch  mehrere  besondere  Methoden, 
durch  welche  nicht  nur  die  Mechanik,  sondern  auch  die  Ana- 
lysis viel   Zuwachs  erhalten  zu  haben    scheint.     So    entstand 
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diese  Abhandlung  über  die  Bewegung ,  in  welcher  ich  sowohl 
dasjenige,  was  ich  in  den  Schriften  Anderer  über  die  Bewe- 
gung der  Körper  gefunden,  als  auch  was  ich  selbst  durch  Nach- 
denken herausgebracht  habe,  nach  analytischer  Methode  und 
in  bequemer  Reihefolge  darlege. 

Die  Eintheilung  des  Werkes  wurde  mir  theils  durch  den 
Unterschied  der  sich  bewegenden  Körper ,    theils   durch  ihren 
freien  oder  nicht  freien  Zustand  gegeben.    Die  Natur  der  Kör- 
per führte  mich  darauf,   dass  ich   zuerst  die  Bewegung  unend- 
lich kleiner  Körper  oder  Punkte  untersuchte,  dann  aber  zu  Kör- 
pern von  endlicher  Grösse  überging   und   diese  entweder  fest, 
oder  biegsam  oder  aus  von  einander  getrennten  Theilen  beste- 
hend annahm.    Wie  man   nämlich    In   der   Geometrie,   wo   die 
Messung  der  Körper    gelehrt   wird,   von    der   Behandlung   der 
Punkte   auszugehen   pflegt;    so   kann   auch   die   Bewegung  der 
Körper  von  endlicher  Grösse  nicht  erklärt  werden,  wenn  man 
nicht  zuvor  die  Bewegung  von  Punkten,   aus   denen   man   sich 
die  Körper   zusammengesetzt    denken  muss,    sorgfältig  unter- 
sucht hat.     Die  Bewegung  eines  Körpers  von  endlicher  Grösse 
kann  nämlich  nicht   anders    betrachtet    und   bestimmt  werden, 
als   dass  man  untersucht,   welche  Bewegung  jedes   Theilchen 
desselben  oder  jeder  Punkt  habe.    Diese  Abhandlung  über  die 
Bewegung  von  Punkten  ist  daher  die  Grundlage  und  der  Haupt- 
theil  der   ganzen  Mechanik,   worauf  alle    übrigen   Theile    sich 
stützen.     Für   die  Untersuchung  der   Bewegung   von  Punkten 
habe  icli  daher  diese  zwei  Theile  bestimmt  und  zwar  betrachte 
ich  im  ersten  Theile  freie,  im  zweiten  nicht  freie  Punkte.   Die 
mehrsten  in   diesen  Büchern  vorgetragenen  Lehren  erstrecken 
sich  aber  weiter  als  auf  blosse  Punkte,  indem  man  daraus  oft 
die  Bewegung  endlicher  Körper,  und  zwar   ihre   ganze,   nicht 
aber  die  ihrer  Theile  unter  sich  herleiten  kann.    Daraus  z.  B.^ 
dass  ein  im  leeren  Räume  geworfener  Punkt  eine  Parabel  be- 
schreibt, ersieht  man,  dass  auch  endliche  Körper,  welche  ge- 
worfen werden ,  sich  in  Parabeln  bewegen  müssen.     Das  Gesetz 
der  Bewegung  ihrer  einzelnen  Theile  ergiebt  sich  aber  daraus 
nicht,  sondern  dieses  wird  in  den  folgenden  Büchern  besonders 
untersucht,  wo  die  Bewegung  endlicher  Körper  bestimmt  wer- 
den wird.     Auf  ähnliche  Weise   gilt  dasjenige,    was  Newton 
über  die  Bewegung  der  durch  Centripetalkräfte   angetriebenen 
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Körper   bewiesen   hat,    nur  für  Punkte;    indessen    hat  er  mit 
Recht  diese  Sätze  auf  die  Bewegung  der  Planeten  übertragen. 

In    diesem    ersten    Theiie   untersuche  ich   demnach  freie 
Punkte  und   werde    zu   erforschen    suchen,    welche  Aenderung 
der  Bewegung  beliebige  Kräfte  in  ihnen  hervorbringen.   Als  frei 
betrachte  ich  aber  einen  Körper,  sobald  nichts  ihn  hindert,  mit 
der   Geschwindigkeit    und    nach    der   Richtung    fortzuschreiten, 
welche  er  in  Folge  der  ihm  schon  inwohnenden  Bew  egung  und 
der  antreibenden    Kräfte  haben   muss.     So   bewegen   sich   die 
Planeten  und  die  auf  der  Erde   herabsinkenden   oder  geworfe- 
nen Körper  frei,   weil  sie  bei   ihrer  Bewegung    der   bereits  in- 
wöhnenden    und    der   Wirkung    der    antreibenden   Kraft    Folge 
leisten.     Dagegen    bewegt  sich   ein    auf  einer  schiefen   Ebene 
herabsteigender  Körper    oder  ^f^in^.-^schÄvingendes^Penfdel**  nicht 
frei,  weil  die   unterliegende  Ebene   oder    der    Faden  des  Pen- 
dels  verhindern,   dass  der   Körper    gradlinig  herabsteige,  wie 
die  Kraft  der  Schwere  es  verlangt. 

Im  ersten  Kapitel  stelle  ich  die  allgemeinen  Gesetze  der 
Bewegung  dar  und  dasjenige,  was  man  über  die  Geschwindig- 
keit, den  Weg  und  die  Zeit  zu  lehren  pflegt.     Ferner  beweise 
ich  die  allgemeuien  Naturgesetze,  welche  ein  freier  und  durch 
keine  Kräfte  angetriebener  Körper  befolgt.     Wenn  nämlich  ein 
derartiger  Körper  sich  einmal  in  Ruhe   befindet,   muss   er  be- 
ständig in  derselben    verharren;    hat  er    aber  einmal   eine  Be- 
wegung,  so  muss  er   beständig  mit  derselben  Geschwindigkeit 
geradlinig   fortgehen.     Beide   Gesetze   kann   man  sehr  bequem 
unter  der  Benennung  der  Erhaltung  des  Zu ^n des  begrei- 
fen.    Es  folgt  hieraus,    dass  die  Erhaltung  des  Zustandes  eine 
wesentliche  Eigenschaft    aller  Körper    ist   und   dass  diese  die 
Kraft   oder   das   Vermögen  besitzen,     beständig   in    ihrem  Zu- 
stande zu  verharren.     Diess   ist  nichts  anderes,  als  die  Kraft 
der  Trägheit.     Wenjg^iLIiassend  legt  jm^^^  der  Ursache  die« 
ser  Erhaltung  die   Benennung   Kraft  bei,   weil  sie  nichTmit 
ändern  eigentlich  so  genannten  Kräften,  wie  z.B.  der  Schwere 
gleichartig_istjund  nicht  mit  ihnen  verglic£e.n„w  erden ^ kann.    In 
diesem  Irrthum  pflegen  sich  viele ,  besonders  die  Metaphysiker 
zu  befinden,  indem  sie  durch  die  zweideutige  Benennung  betro- 
gen werden.     Da  also  jeder  Körper   vermöge   seiner  Natur  in 
demselben  Zustande  der  Ruhe  oder  Bewegung  beharret,  muss 
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man  es  äusseren  Kräften  zuschreiben,  wenn  der  Körper  die- 
ses Gesetz  nicht  befolgt;  sondern  entweder  mit  ungleichförmi- 
ger Bewegung  oder  längs  einer  krummen  Linie  fortschreitet. 
Derartige  äussere  Kräfte  sind  es  aber,  deren  Gleichgewicht 
und  Vergleichung  in  der  Statik  behandelt  wird.  Wirken  sie 
auf  einen  Körper  ein,  so  ändern  sie  seinen  Zustand,  indem 
sie  ihn  entweder  bewegen,  oder  beschleunigen,  oder  verzögern 
oder  die  Richtung  seiner  Bewegung  verändern. 

Im  zweiten  Kapitel  untersuche  ich,  welche  Wirkung  eine 
beliebige  Kraft  auf  einen  freien,  ruhenden  oder  sich  bewegen- 
den Punkt  ausüben  muss.  Hieraus  ergeben  sich  die  wahren 
Principien  der  Mechanik,  aus  denen  man  alles  abzuleiten  hat, 
was  die  Aenderung  der  Bewegung  betrifft.  Da  diese/ noch 
zu  4ckM-i»b<i&1«fttä-g4;  -^¥-e-r4(>tt,.>w4i^^^  habe  ich  den  Beweis  so  ge- 
führt, dass  man  es  nicht  nur  als  gewiss,  sondern  als  nothwen- 
dig  wahr  erkennen  wird.  Nachdem  die  Principien  dargestellt 
sind,  aus  denen  man  ersehen  kann,  wie  die  Bewegung  so 
wohl  erhalten,  als  auch  durch  Kräfte  erzeugt  und  verändert 
wird,  gebe  ich  dazu  über,  die  Bewegung  der  Körper,  welche 
durch  Kräfte  beliebig  angetrieben  werden,  zu  bestimmen  und 
zu  untersuchen. 

Zuerst  betrachte  ich  die  geradlinige  Bewegung,  welche 
am  leichtesten  zu  bestimmen  ist  und  welche  entsteht,  wenn  ein 
freier  Punkt  durch  eine  einzige  Kraft  entweder  ruhend  zur  Be- 
wegung angetrieben,  oder  bereits  sich  bewegend  in  der  Rich- 
tung der  Kraft  beschleunigt  oder  verzögert  wird.-  Dieser  Un- 
tersuchung habe  ich  das  dritte  und  vierte  Kapitel  gewidmet 
und  zwar  behandele  ich  in  dem  erstem  die  geradlinige  Bewe- 
gung im  leeren  Räume ,  im  andern  dieselbe  Bewegung  in  einem 
beliebig  widerstehenden  Mittel.  Obgleich  man  nämlich  den 
Widerstand  auf  eigentlich  sogenannte  Kräfte  zurückführen  kann, 
schien  es  mir  doch  rathsam,  die  Aenderung  der  Bewegung 
durch  den  Widerstand  besonders  zu  behandeln;  so  wohl  um 
das  Beispiel  Anderer;  welche  über  diesen  Gegenstand  ge- 
schrieben haben,  zu  befolgen,  als  auch  wegen  des  wesentlichen 
Unterschiedes,  welcher  zwischen  absoluten  Kräften  und  dem 
Widerstände  stattfindet.  Eine  absolute  oder  eigentlich  sogenannte 
Kraft  hat  nämlich  eine  bestimmte,  von  der  Bewegung  des  Körpers 
unabhängige  Richtung ;  ausserdem  wirkt  sie  auf  gleiche  Weise 
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auf  einen  sich  bewegenden  und  auf  einen  ruhenden  Kürper.  Die 
Richtung  des  Widerstandes  fällt  dagegen  stets  mit  derjenigen 
zusammen,  weiche  der  sich  bewegende  Körper  hat  und  seine 
Grösse  hängt  von  der  Geschwindigkeit  des  letztern  ab.  Ob- 
gleich man  in  der  Natur  ausser  dem,  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit proportionalen.  Widerstände  keinen  andern  wahr- 
nimmt, habe  ich  doch  auch  andere  beliebige  Kräfte  des  Wi- 
derstandes behandelt;  theils  um  desto  mehr  Aufgaben  in  Be- 
treff der  Bewegung  in  widerstehenden  Mitteln  aufzulösen,  theils 
und  hauptsächlich  um  Gelegenheit  zu  erhalten,  mehrere  vor- 
zügliche Rechnungsbeispiele  anzuführen. 

In  den  zwei  letzten  Kapiteln  endlich  habe  ich  die  krumm- 
linige Bewegung  der  Körper  behandelt,  welche  entsteht,  wenn 
die  Richtungen  der   antreibenden  Kräfte  nicht  mit  der  des  ge- 
w^orfenen  Körpers  übereinstimmt.     In  diesem  Falle   wird   näm- 
lich der  letztere  beständig  von  der  geradlinigen  Bahn   abgezo- 
gen und   gezwungen,   sich   auf  einer    Curve   zu  bewegen.     Im 
fünften  Kapitel  betrachte   ich    die  derartige  Bewegung   im   lee- 
ren  Räume,    im  sechsten   aber  zugleich   den  Widerstand  des 
Mittels.    Die  Hauptaufgaben,  welche  in  diesen   Kapiteln    ent- 
halten sind,  bestehen  demnach  darin,  die  Curve  zu  bestimmen, 
auf  welcher  ein  beliebig  geworfener  und  durch  beliebige  Kräfte 
angetriebener  Körper  sich  bewegt  und  zugleich   die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  den  einzelnen  Punkten  der  Curve  anzu- 
geben.    Beides  sowohl  im  leeren  Räume,    als   auch   im  wider- 
stehenden Mittel.    Aus   diesen  Hauptaufgaben   haben   sich   an° 
dere   ergeben,   in    denen   entweder   aus   der  gegebenen   Curve, 
welche  der  Körper  beschrieben  hat,   oder   aus   einer  gewissen 
gegebenen  Eigenschaft  der  Bewegung  die  antreibenden  Kräfte 
und  der  W^iderstand  hergeleitet  w  erden.    Hierbei  habe  ich  haupt- 
sächlich dahin  gestrebt,  alle  diejenigen  hieher  gehörigen  Auf- 
gaben   zu  umfassen,   welche   Newton  und    Andere  behandelt 
haben  und  eigenthümliche  Auflösungen,  nach  analytischer  Me- 
thode für  dieselben  zu  geben.     Hiermit  wird  dieser  erste  Theil 
beendet,   welchen  ich    eben   so   wie   den   zweiten    so   verfasst 
habe,  dass  jeder,  welcher  in  der  Analysis  des  Endlichen  und 
Unendlichen  hinreichende  Üebung  erlangt  hat,  alles  mit  bew^un- 
derungswürdiger  Leichtigkeit   verstehen  und  das   ganze   Werk 
ohne  alle  Hülfe  durchlesen  könne. 
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Von  der  Bewegung  im  allgemeinen. 


Erkärung  L 
§.  1.    Bewegung  ist  die  Versetzung  eines  Körpers  von 
dem  Orte,   welchen   er  einnimmt,   nach  einem   anderen    Orte. 
Ruhe  ist  das  Verharren  eines  Körpers  an  demselben  Orte. 

Zusatz  1. 
§.  2.    Die  Idee  der  Bewegung  und  Ruhe  kann  nur  von  Din- 
gen gelten,   welche  einen  Ort  einnehmen.    Da  es  nun  Körpern 
eigenthümlich   ist,   einen   Ort    einzunehmen,    so   kann   nur  bei 
ihnen  von  Bewegung  oder  Ruhe  die  Rede  sein. 

Zusatz   2. 
§.3.    Diese  Idee   der  Bewegung   und  Ruhe  ist  den   Kör- 
pern so  eigenthümlich,  dass  sie  durchaus  allen  angehört.    Kein 
Körper  kann  existiren,  ohne  einen  Ort  einzunehmen,  also  ohne 
ejitweder  sich  zu  bewegen  oder  zu  ruhen. 
Erklärung   2. 
§.  4.     Der  Ort  ist  ein  Theil  des  unermesslichen  oder  un- 
endlichen Raumes,  in  welchem  die  ganze  Welt   sich  befindet. 
Den  in  diesem  Sinne  genommenen   Ort  pflegt  man    den   abso- 
luten zu  nennen,  um  ihn  von  dem  später  zu  erwähnetiden  re- 
lativen Orte  zu  unterscheiden. 

Zusatz  1. 
§.  5.    Nimmt  ein  Körper  nach  und  nach  einen  andern  Theil 
dieses  unermesslichen  Raumes  ein,  so  bewegt  er  sich;  er  ru- 
het hingegen,  wenn  er  beständig  an  derselben  Stelle  bleibt. 
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Zusatz  2. 
§.  6.  Man  denkt  sich  gewöhnlich  feste  Grenzen  dieses 
Raumes,  auf  welche  man  die  Körper  bezieht  und  diese  Bezie- 
hung heisst  die  Lage  des  Körpers«  Die  Körper,  welche  in 
Bezug  auf  diese  Grenzen  ihre  Lage  beibehalten,  werden  ru- 
hende genannt,  dagegen  bewegen  sich  solche,  welche  ihre  Lage 
ändern. 

x^lU  merkung  1. 
§.  7.  Nimmt  man  die  Benennungen  in  der  vorhergehenden 
Bedeutung,  so  haben  wir  es  mit  absoluter  Ruhe  und  Bewe- 
gung zu  thun.  Diess  sind  die  wahren  und  eigenthümlichen 
Bedeutungen  jener  Worte,  sie  sind  nämlich  den  Gesetzen  der 
Bewegung  angepasst,  w^elche  wir  in  der  Folge  entwickeln  wer- 
den. Da  wir  uns  von  jenem  unermesslichen  Räume  und  sei- 
nen eben  erwähnten  Grenzen  keine  bestimmte  Vorstellung  ma- 
chen können,  so  pflegt  man  statt  beider  respective  einen  be- 
grenzten Raum  und  körperliche  Grenzen  zu  betrachten  und  nach 
diesen  die  Bewegung  und  Ruhe  der  Körper  zu  beurtheilen.  So 
pflegen  wir  zu  sagen,  dass  ein  Körper,  welcher  in  Beziehung 
auf  diese  Grenzen  seine  Lage  beibehält,  ruhe,  derjenige  hin- 
gegen sich  bewege,  welcher  seine  Lage  ändert. 

Anmerkung  2. 
§,  8.    Das,  was  wir  über  den  unendlichen  Raum  und  seine 
Grenzen  gesagt  haben,   muss   rein  mathematisch   gedacht  wer- 
den.    Stehen  diese  Vorstellungen  auch  mit  den  metaphysischen 
Speculationen    scheinbar  in   Widerspruch,    so   können   wir   sie 
doch  mit  Recht  zu  unserm  Zweck  anw^enden.    Wir  behaupten 
nämlich  nicht,  dass  es  einen  derartigen  unendlichen  Raum  mit 
festen  und    unbeweglichen   Grenzen  gebe,    kümmern  uns  auch 
nicht  um  ihr  Dasein,    sondern  wir  verlangen   nm',   dass  derje- 
nige,   welcher  die  absolute  Rnhe    oder  Bewegung  betrachten 
will,  sich  einen  solchen  Raum  vorstelle  und  von  diesem  aus 
den   Znstand    der  Ruhe   oder  Bewegung  eines  Körpers    beur- 
theile.    Die  Schlussfolge  wird  nämlich  am  bequemsten  auf  die 
Weise   angestellt,  dass    wir    von   der  W^elt  ganz   abstrahiren, 
uns  einen  unendlichen  und  leeren  Raum  imd  in  demselben  die 
Körper   sich  befindend    vorstellen.     Behalten  die   letztern   ihre 
Lage  in  diesem  Räume  bei,  so  befinden  sie  sich  in  absoluter 
Ruhe;  gehen  sie  hingegen  von   einem  Theile   dieses  Raumes 
zum   andern  über,   so   schliessen  wir,    dass  sie   sich  absolut 
bewegen. 


Hosted  by 


Google 


10  Kapitel  L 

Erklärung  3. 
§.  9.  Relative  Bewegung  ist  die  Aenderung  der  Lage, 
in  Bezug  auf  einen  gewissen,  beliebig  angenommenen  Raum; 
eben  so  ist  relative  Ruhe  das  Verharren  in  derselben  Lage, 
in  Bezug  auf  eben  diesen  Raum.  Nehmen  wir  die  Erde  als 
diesen  Raum  an,  so  wird  dasjenige  ruhend  genannt,  was  seine 
Lage  auf  der  Erde  nicht  ändert,  hingegen  sich  bewegend,  was 
von  einer  Lage  zur  andern  übergeht.  In  diesem  Sinne  bewegt 
sich  z.  B.  die  Sonne.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  sich 
vorstellen,  wie  in  einem  fortgleitenden  Schiffe  Gegenstände  re- 
lativ ruhen  oder  sich  bewegen ,  welche  dieselbe  Lage  im  Schiffe 
beibehalten  oder  verändern. 

Zusatz  1. 
§.  10.  Die  relative  Bewegung  und  Ruhe  stimmt  mit  der 
absoluten  überein,  wenn  der  Raum  oder  Körper,  auf  welchen 
wir  jene  beziehen,  selbst  im  unendlichen  Räume  ruhet.  Befin- 
det sich  die  Erde  wirklich  in  Ruhe,  so  werden  die  Gegenstände, 
welche  in  Bezug  auf  sie  ruhen  oder  sich  bewegen,  auch  ab- 
solut ruhen  oder  sich  bewegen. 

Zusatz  2. 
§.  11.  Die  relative  Bewegung  und  Ruhe  ist  von  der  ab- 
soluten verschieden,  wenn  jener  Raum  selbst  sich  bewegt. 
Wenn  die  Erde  in  Bezug  auf  den  absoluten  Raum  sich  nicht 
in  Ruhe  befindet,  werden  Gegenstände,  welche  in  Bezug  auf 
sie  ruhen  oder  sich  bewegen,  weder  absolut  ruhen  noch  sich 
bewegen.  Es  kann  selbst  ein  Körper ,  welcher  sich  relativ  be- 
wegt, absolut  ruhen. 

Anmerkung. 
§.  12.  Der  relative  Zustand  der  Bewegung  oder  Ruhe  der 
Körper  kann  auf  unzählige  Weise  verschieden  sein,  je  nachdem 
man  einen  andern  Raum  annimmt,  auf  welchen  man  jene  be- 
zieht. So  bewegen  sich  die  Fixsterne  in  Bezug  auf  die  Erde, 
wogegen  jeder  von  ihnen,  in  Bezug  auf  die  übrigen,  ruhet. 
Die  Planeten  bewegen  sich  sowohl  in  Bezug  auf  die  Erde,  als 
auf  einander.  Künftig  betrachten  wir  in  der  Regel  die  abso- 
lute Bewegung  und  Ruhe,  wenn  nicht  ausdrücklich  von  der 
relativen  die  Rede  ist. 

Satz   1. 
Lehrsatz. 
§.  13.     Jeder  Körper,  welcher  sich  absolut  oder  relativ  nach 
einem  andern  Orte  bewegt,   geht  durch  alle  mittlein  Orte  hin- 
durch und  kann  nicht  plötzlich  vom  ersten  zum  letzten  gelangen. 
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Beweis. 
Hinsichtlich  der  absoluten  Bewegung.  Sollte  der  Kör- 
per plötzlich  vom  ersten  Orte  zum  letzten  gelangen,  so  müsste 
er  nothwendig  an  jenem  vernichtet  und  sogleich  an  diesem  neu 
erzeugt  werden ,  was  nach  den  Naturgesetzen  nur  durch  ein 
Wunder  geschehen  könnte.  Er  geht  daher  vom  ersten  Orte 
zum  nächstfolgenden,  von  diesem  zum  darauf  folgenden  u.  s. 
w. ,  bis  er  endlich  zum  letzten  gelangt.  Hinsichtlich  der  re- 
lativen Bewegung  wird  der  vorhergehende  Schluss  gelten, 
wenn  der  Körper,  worauf  man  die  Bewegung  bezieht,  in  Wirk- 
lichkeit ruhet  (§.  10.)»  Bewegt  sich  der  letztere,  so  muss  er 
ebenfalls  die  mittlem  Orte  durchwandern  und  es  wird  so  auch 
die  relative  Bewegung  nach  und  nach  erfolgen. 

Zusatz   1. 

§.  14.  Die  Bewegung  kann  nicht  augenblicklich  ausgeführt 
werden,  sondern  es  ist  eine  Zeit  erforderlich,  in  welcher  der 
Körper  von  einem  Orte  zum  andern  gelangt,  weil  er  die  ein- 
zelnen zwischenUegenden  Orte  durchwandern  muss  und  dieses 
nicht  mit  einer  augenblicklichen  Bewegung  zusammen  bestehen 
kann. 

Zusatz   2. 

§.  15.  Man  kann  also  den  Weg  angeben,  durch  welchen 
der  Körper  gewandert  ist  und  dessen  einzelne  Punkte  ohne 
Ausnahme  er  berührt  hat.  Dieser  Weg  heisst  der  dmchlaufene 
Raum. 

Anmerkung. 

§.16.  Man  kann  dies  leicht  Körpern  anpassen,  welche 
um  eine  Axe  rotiren.  Ein  solcher  Körper  ändert  zwar  seine 
Lage  nicht,  allein  man  erkennt  die  seinen  Theilen  inwohnende 
Bewegung,  indem  man  sie  einzeln  als  eben  so  viele  verschie- 
dene Körper  betrachtet.  Diese  Theile  werden  alsdann ,  in  Be- 
zug auf  den  unendlichen  Raum,  ihre  Lage  ändern  und  nur  die 
in  der  Axe  liegenden  sich  in  Ruhe  befinden.  Auf  ähnliche 
Weise  muss  man  alle  Körper  betrachten,  indem  man  nicht 
bloss  die  Lage  und  deren  Veränderung  des  ganzen  Körpers, 
sondern  auch  seiner  einzelnen  Theile  ins  Auge  fasst. 

Erklärung   4. 
§.  17.    Ein  Körper  bewegt  sich  gleichförmig,  wenn  er 
in  gleichen  Zeiten  gleiche  Räume  durchläuft.    Er   bewegt  sich 
ungleichförmig,  wenn  er  in  gleichen  Zeiten  ungleiche,  oder 
in  ungleichen  Zeiten  gleiche  Räume  durchläuft. 
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Zusatz  1. 

§.  18.  Ein  gleichförmig  sich  bewegender  Körper  wird  in 
der  doppelten  Zeit  den  doppelten  Raum,  in  der  dreifachen 
Zeit  den  dreifachen  Raum  zurücklegen  und  es  werden  allge- 
mein die  durchlaufenen  Räume  den  Zeiten  und  umgekehrt  die 
Zeiten  den  Räumen  proportiqiial  sein.  Ein  Schiff,  welches 
mit  gleichförmiger  Bewegung  auf  dem  Meere  fortgeht  und  in 
1  Stunde  2  Meilen  zurücklegt,  wird  in  2  Stunden  4,  in  3  Stun- 
den 6  und  allgemein  in  7i  Stunden  2n  Meilen  zurücklegen. 

Zusatz   2. 

§.  19,  Ist  daher  eine  gleichförmige  Bewegung  gegeben^ 
so  erhält  man  aus.  ihr  ein  genaues  Zeitmaa^s.  Durch  Messung 
der  Wege  erhält  man  das  Verhältniss  der  Zeiten,  welche  zu 
ihrer  Beschreibung  erforderlich  waren. 

Anmerkung. 
§.  20.  Nur  aus  der  als  gleichförmig  betrachteten  Bewe- 
gung erhalten  wir  diö  Eintheilung  der  Zeit  in  Jahre,  Tage  und 
Stunden.  Indem  sie  die  Erde  als  ruhend  annahmen,  glaubten 
die  Alten,  dass  die  Sonne  gleichförmig  um  die  Erde  liefe  und 
nannten  die  Zeit  eines  Umlaufes  den  Tag.  Sie  nahmen  ferner 
auch  den  Umlauf  der  Fixsterne  um  die  Erde  als  gleichförmig 
an  und  setzten  die  Zeit,  in  welcher  die  Sonne  zu  demselben 
Orte  in  Bezug  auf  die  Fixsterne  zurückkehrt,  einem  Jahre 
gleich.  Sie  theilten  endlich  diese  Zeiten  in  gleiche  Theile  und 
erlangten  auf  diese  Weise  Stunden,  Minuten  u.  s.  w.  Leicht 
sieht  man  aber  ein,  dass,  wenn  jene  Bewegungen  nicht,  wie 
man  glaubte,  gleichförmig  sind,  auch  diese  Zeitmessung  irrig 
wird.  Wirklich  haben  die  neuern  Astronomen  gefunden,  dass 
eine  Ungleichförmigkeit  in  denselben  obwalte  und  daher,  auch 
die  Tage  nicht  gleich  sind.  Sie  bringen  daher  eine,  aus  gleich- 
förmigen Bewegungen  abgeleitete  Verbesserung ,  die  so  genannte 
Zei tgleichung  an,  woraus  man  die  Ungleichheit  der  Tage 
erkennt. 

Erklärung  5. 
§.  21.  Jeder  sich  bewegende  Körper  hat  eine  Geschwin- 
digkeit, welche  man  durch  den  Weg  misst,  den  jener  mit 
gleichförmiger  Bewegung  in  einer  gegebenen  Zeit  zurücklegt. 
B  hat  die  doppelte  Geschwindigkeit  von  A,  wenn  er  in  der- 
selben Zeit  einen  doppelt  so  grossen  Weg  als  dieser  gleich- 
förmig zurücklegt. 

Zusatz  1. 
§.  22,    Bei    gleichförmiger  Bewegung  legt    ein  Körper  in 
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gleichen  Zeiten  gleiche  Wege  zurück  (§.  17.)  und  behält  daher 
stets  dieselbe  Geschwindigkeit.  Bei  ungleichförmiger  Bewe- 
gung ändert  sich  die  Geschwindigkeit  allmahlig. 

Zusatz  2. 
§.  23.  Die  Geschwindigkeit,  welche  ein  sich  ungleichför- 
mig bewegender  Körper  in  jedem  Punkte  seines  Weges  hat, 
muss  durch  den  Raum  bestimmt  werden,  welchen  er  mit  dieser 
Geschwindigkeit  in  einer  gegebenen  Zeit  gleichförmig  zurück- 
legen könnte. 

Zusatz  3. 
§.  23«.    Die  Geschwindigkeit  eines    sicli  gleichförmig  be- 
wegenden Körpers    kann"  absolut    durch  den   Raum    gemessen 
werden,  welchen  er    in  einer    gegebenen    Zeit,   z.  B.  in  Einer 
Secunde  durchläuft. 

Anmerkung. 
§.24.  Diese  Art,  die  Geschwindigkeit  zu  messen,  ist  all- 
gemein im  Gebrauch;  der  Schiffer  bestimmt  die  Geschwindig- 
keit seines  Schiffes  durch  den  Weg,  welchen  dasselbe  in  einer 
gegebenen  Zeit  durchläuft.  Gewöhnlich  nimmt  er  eine  Zwi- 
schenzeit von  4  Stunden  an  und  bestimmt  den  W^eg  in  Meilen. 
Vorausgesetzt,  dass  das  Schiff  sich  gleichförmig  bewege,  er- 
hält man  hieraus  zugleich  die.  Einer  Secunde  entsprechende, 
Anzahl  Fusse. 

Satz  2. 
Lehrsatz. 
§.  25.    Die  Geschwindigkeiten  zweier  sich  gleichförmig  be- 
wegender Körper  verhalten  sich  direct ,   w  ie  beliebig  durchlau- 
fene Wege  und  indirect,  wie  die  dazu  verwandten  Zeiten. 

Beweis.  Piy 

Die  zwei  Körper  seien  A  und  «,  ihre  Geschwindigkei^C 
und  c,  ihre  Wege  *S  und  s  und  die  zur  Beschreibung  der  letz- 
tern erforderlichen  Zeiten  T  und  t.  Die  Wege  sind  den  Zei- 
ten proportional  (§.  18.)  und  es  w  ird  daher  a  in  der  Zeit  T  einen 
Weg  a:  zurücklegen,  welcher  sich  aus  der  Proportion  ti  T=:s:a' 
ergiebt.    Da  also  A  in  der  Zeit  T  den  Weg   Ä  und  a  in  der- 

selben  Zeit  den  Weg  ^  =  —j-  zurücklegt  und  (nach  §.21.)  die 

Geschwindigkeit,  der  Körper  durch  ihre  in  derselben  Zeit  durch- 
laufenen Wege  gemessen  w^erden   müssen,  so   haben  wir  Cic 

____  ^  T.s_^.  5 
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Zusatz   1. 
§,   26.      Aus    der    letzten  Proportion   folgt    die    Gleichung 

Sl!_z-r=:-^— -.    Bei  jeder  gleichförmigen  Bewegung  ist  also  das 

S  s 

Produkt  aus  der  Geschwindigkeit    in   die  Zeit,   dividirt   durch 
den  zurückgelegten  Weg ,  constant. 

Zusatz   2. 

S   s 
6.  27.    Ferner  ist  T:t  =--:—.    Die  Zeiten  verhalten  sich 
*  VC 

also   direct  wie  die  Wege  und  zugleich  inclirect,   wie  die  Ge- 
schwindigkeiten. 

Zusatz   3. 
§.  28.     Man  hat  auch    S:  s  =z  CT\cU      Die  mit   gleichför- 
miger Bewegung   beschriebenen  Wege   stehen   also   im   zusam- 
mengesetzten  dlrecten  Verhältniss   der  Geschwindigkeiten   und 
der  Zeiten. 

Zusatz  4. 
§.  29.    Kennt  man  daher   die    Geschwindigkeit   eines    sich 
gleichförmig   bewegenden  Körpers  und  zugleich    den  Weg,   so 
erhält  man  die  Zeit,  in  welcher  dieser  durchlaufen  wird,  indem 

S 
T  =2  ^.    Dieser  Quotient  ist   nämlich  stets   der  Zeit   propor- 

tional  und  wir  können  ihn  daher  selbst  als  Zeitmaass  annehmen. 

Zusatz  5. 
§.  30.     Auf  ähnliche  Weise  kann  man  die  Geschwindigkeit 

C  durch  den  Quotienten  —    und  den  Weg   /S    durch    das  Pro- 
dukt CT  ausdrücken. 

Anmerkung   1. 
§,   31.     Ist   die    Geschwindigkeit   etwa  so  gross,   dass  der 
mit   ihr  sich    bewegende  Körper   in  1  Secunde  3  Fuss  zurück- 
legt,  also  (7=3;   so  kann  man  die  Zeit  finden,   in  welcher  er 
mit  derselben   Geschwindigkeit   z.  ß.  60  Fuss  zurücklegt.    Da 

nämlich  »S==:60,  so  wird  T=  -^  =:  20  Secunden.     Sucht  man 

den  in  12  Secunden  zurückgelegten  Weg,    so  hat  man    >S  = 
3. 12 ±=36  Fuss.   Beschreibt  ein  Körper  in  6  Secunden  48  Fuss, 

80  hat  man  seine  Geschwindigkeit  C  =  -pr  =  8  Fuss. 

o  6 

Anmerkung  2, 
§.  32,    Diese  Weise,  die  Zeiten,  Wege  und  Geschwindig- 
keiten zu  bestimmen,  werden  wir  in  der  Folge  stets  anwenden. 
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Wir  drücken  nämlich  die  Zeiten  in  Secunden  und  die  Wege  in 
Rheinländischen  (Preussischen)  Füssen  aus.  Die  Geschwin- 
digkeit bezeichnet  demnach  die,  in  1  Secunde  durchlaufene 
Anzahl  Fasse.  Später  werden  wir  ein  bequemeres  Verfahren^ 
die  Geschwindigkeit  zu  messen/ erhalten  und  uns  desselben 
bedienen ;  es  entspringt  aber  aus  unserm  jetzigen  und  lässt  sich 
leicht  darauf  zurückführen. 

Satz  3. 
L  ehrsatz. 
§.  33.    Bei  einer  beliebig  ungleichförmigen  Bewegung  kann 
man  sich   vorstellen,  dass  die   kleinsten  Elemente  des  We,ges 
mit  gleichförmiger  Bewegung  durchlaufen  werden. 

Beweis. 
So  wie  man  in  der  Geometrie  die  Elemente  der  Curven  als 
unendlich  kleine  gerade  Linien  betrachtet,  kann  man  auf  ähn- 
liche Weise  in  der  Mechanik  die  ungleichförmige  Bewegung  in 
unendlich  kleine  gleichförmige  zerlegen.  Entweder  werden  näm- 
lich die  Elemente  wirklich  mit  gleichförmiger  Bewegung  zu- 
rückgelegt oder  es  ist  die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  in- 
nerhalb derselben  so  gering,  dass  man  das  Increment  oder  De- 
crement  ohne  Fehler  vernachlässigen  kann.  In  beiden  Fällen 
ersieht  man  die  W^ahrheit  der  Behauptung. 

Zusatz  1. 
§.  34.     Man   kann   annehmen,    dass   die   ganze   Aenderung 
der  Geschwindigkeit  bei   einer  ungleichförmigen  Bewegung   im 
Anfang  der  einzelnen  Elemente  erfolge,  weil   man  die  letztere 
als  gleichförmig  beschrieben  voraussetzt. 

Zusatz   2. 
§.  35.    Nach  der  Bezeichnung  der  Analysis  ist  daher,  wenn 
c  die  Geschwindigkeit  im  ersten  Elemente  war,  c -\~  de  die  dem 
zweiten,  c-{-2dc  \^  ddc  die  dem  dritten  Elemente  entsprechende 
Geschwindigkeit  u.  s.  w. 

x^nmerkung. 
§.  36.  Die  Kraft  des  gegebenen  Beweises  gründet  sich 
darauf,  dass  dio  mögliche  Aenderung  der  Geschwindigkeit,  wäh- 
rend ein  unendlich  kleines  Element  zurückgelegt  wird,  selbst 
unendlich  klein  sein  und  gegen  die,  dem  Körper  bereits  in- 
wohnende, Geschwindigkeit  verschwinden  niuss.  Wäre  diess 
nicht  der  Fall,  so  müsste  in  einem  Augenblick  eine  endliche 
Geschwindigkeit  erzeugt  werden,  was  absurd  sein  würde.  Ist 
aber  die  Bewegung  und  Geschwindigkeit  selbst  unendlich  klein, 
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so  wird  das  augenblickliche  Increment  oder  Decrement  ein 
endliches  Verhältniss  zu  jener  haben  können  und  es  scheint 
in  diesem  Falle  der  Satz  nicht  anwendbar  zu  sein.  Später, 
wenn  von  der  Erzeugung  der  Bewegung  die  Rede  sein  wird, 
werden  wir  diesen  Fall  betrachten. 

Satz  4 
Aufgabe. 
§.  37.     (Figur  1.)     Ein  Körper  bewegt  sich  beliebig  un- 
gleichförmig längs  der  Linie  AM  und  es   ist  seine  Geschwin- 
digkeit an  jedem  Orte  gegeben ;  man  soll  die  Zeit  bestimmen, 
in  welcher  er  den  Bogen  AM  zurücklegt. 

A  u  f  1  ü  s  u  n  g. 
Es  sei  der  gerad-  oder  krummlinige  Weg  AM-=s  und  die 
Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  in  M  hat  und  die  irgend 
eine  Funktion  von  5  ist ,  ==  c.  Von  M  ab  nehme  man  das  Ele- 
ment Mm=zds  an,  welches  der  Körper  also  gleichförmig  und 
mit  der  Geschwindigkeit  c  beschreiben  wird;   die   hiezu  erfor- 

ds 
derliche  Zeit  ist  ==  —  (§.  29.).  Das  Integral  der  letztern  ist  alsdann 

die  Zeit,    in  welcher  der  Bogen  AM  beschrieben  wird  und  es 

—  eine  solche  Constante   addirt  werden,   dass   für 
c 

s=^0  auch  die  Zeit  =0  werde. 


■/ 


Beispiel  1. 
§.  38.     Ist  die  Geschwindigkeit  in  M  irgend  einer  Potenz 
des  schon   durchlaufenen  Weges  A3I-  proportional,    also    etwa 

0=5";  so  wird  /  — =  /    -  =r: Ist  7i  <  1  oder  auch  ne- 

gativ,  so  braucht  man  keine  Constante  hinzuzufügen,  weil  für 
s=0    auch  dieser  Ausdruck  =0  wird.     Ist  aber  ?2  >  I,   also 

—  =:  -_- — _ -|-  C,  also  für  5=0, 

C=:QO,  In  diesem  Falle  braucht^  also  der  Körper  eine  unend- 
lich grosse  Zeit,  um  von  A  nach  einem  beliebigen  Orte  M  zu 
gelangen ,  d.  h.  er  wird  beständig  an  dem  erstem  Orte  bleiben 
und  sich  niemals  davon  entfernen.     Ist  endlich  ?^:=:l,  so  kann 

Pds 
man   die  Zeit   gar  nicht   algebraisch  ausdrücken,   indem    /  — 

—  =  logs  +    C,    und  für  i==0,   C  =.  — logO  =  cc  wird, 
also  auch  jetzt  die  Zeit  unendlich  gross. 
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Zusatz   1. 

§.  39.  In  der  Natur  darf  also  die  Geschwindigkeit,  wenig- 
stens im  Anfang  der  Bewegung  ^  nur  einer  Potenz  des  Weges 
proportional  sein,  deren  Exponent  <1  ist. 

Zusatz   2. 

§.  40.  (Figur  2,)  Es  bewege  sich  der  Körper  auf  der 
geraden  Linie  AM  und  es  sei  seine  Geschwindigkeit  an  jedem 
Orte  M  der  Ordinate  MN  der  Curve  AN  proportional.  Die 
letztere  schneidet  in  A  die  Linie  AM,  so  dass  im  Anfangs- 
punkte die  Geschwindigkeit  =0  wird.  Nach  dem  Bisherigen 
muss,  damit  die  ABI  entsprechende  Zeit  endlich  werde,  die 
Tangente  AB  in  A  auf  AM  perpendikulär  stehen.  Fällt 
nämlich  M  in  J,  so  muss  MN~AM^  und  7i<l,  d.  h.  gleich 
einem  ächten  Bruch  sein,  woraus  die  Perpendikularität  der 
Tangente  folgt.  Bildet  aber  die  Tangente  AB  einen  spitzen^ 
selbst  unendlich  kleinen  Winkel  mit  AM,  so  wird  die,  dem 
Wege  AM  entsprechende  Zeit  =:qo  . 
Beispiel   2. 

§.41.  (Figur  3.)  Es  bew^ege  sich  ein  Körper  längs  der 
geraden  Linie  AB  so,  dass,  wenn  man  über  AB  den  Halb- 
kreis ANB  beschreibt,  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte 
M  der  Ordinate  MN  proportional  sei.  Es  sei  also  in  M  c=2 
m . 3IN  =  m  V2as  —  s^,  wo  A31  =  s,  der  Eadius  AC=:^a  und 
m  eine  Constante^ist,  so  wie  c  die  Geschwindigkeit  in  M  be- 
zeichnet. Es  wird  daher  die  Zeit,  in  weicher  der  Weg  ABI 
zurückgelegt  wird 


Je       mj    V"2, 


'^'        =  J-  .  AN. 


_^2      ma 

Die  Zeit,   in   welcher   der  Körper   sich    von  A   bis  B  bewegt^ 

1  2*^ 

wird  hiernach  =  —.ANB^  "^   oder  sehr  nahe  =:  -£-Secun- 
ma                  m  ^ni 

den.  Wie  gross  also  auch  in  diesem  Falle  AB  sein  mag,  so 
wird  der  Körper  zur  Beschreibung  desselben  stets  dieselbe  Zeit 
brauchen. 

Zusatz  3. 
§.  42.     Es  folgt  auch  aus  der  Auflösung  der  Aufgabe,  dass 
der  Körper  sich  in  derselben  Zeit  von  A  nach  31,    als   umge^ 
kehrt  von  M  nach  A  bewegt,   wenn  er  nur  bei  beiden  Bewe- 
gungen an  demselben  Orte  dieselbe  Geschwindigkeit  hat. 

Zusatz   4. 
§.  43.     (Figur  4.)     Bildet  die  Curve    AN,  deren    Ordinate 
Euler\s  Meclianili.  I.  ^ 


Hosted  by 


Google 


18  Kapitel  I. 

MN  die  Geschwindigkeit  ist,  welche  ein  auf  JM  sich  bewe- 
gender Körper  in  M  hat,  mit  A  31  einen  Winkelnder  <  90^  ist; 
so  ist  die  zur  Beschreibung  des  Weges  A3I  erforderliche  Zeit 
=1 00 .  Diess  wird  auch  für  die  rückläufige  Bewegung  von  M 
gegen  A  g.elten,  d.  h.  er  wird  nie  dahin  gelangen,  ausgenom- 
men, wenn  er  in  A  eine  endliche  Geschwindigkeit  hat 

Satz  5, 
Lehrsatz. 
§.  44.  (Figur  5.)  ßew:egen  sich  zwei  Körper  auf  den 
geraden  Linien  AM  und  am  und  werden  ihre  Geschwindigkei 
ten  durch  die  Ordinaten  der  ehiander  ähnlichen  Curven  AI^  und 
an  ausgedrückt;  so  legen  diese  Körper  in  derselben  Zeit  die 
homologen  Wege  A3l  und  am  zurück. 

Beweis« 
^Sind  ^ifJ  und  am  homologe  Wege,   so   hat  man  A3I :  am 
=^iV:S7i  =  m:w,    d.  h.  wenn  A3I:=.s  und  MN=:e  gesetzt 

wird,  am  =  — s  und  m7i=:  —  c.    Die  Zeit>  welche  zur  Beschrei- 
m  m 

Pds 
bung  von  ABI  erforderlich  ist,  ist  aber  =    /  —  (§.37.)undebeD 

71      j 

so  die,  dem  Wege  am  entsprechende  Zeit  /  — -^ —  :=     /    "T  ' 


c 

m, 


mithin  beide  einander»  gleich. 


Zusatz  1. 
§.  45.     Hieraus  folgt  der  Grund  des  §.  4L  Gesagten,  weil 
alle  Kreise  einander    äbnlich    und   ihre  Durchmesser  homologe 
Wege  sind. 

Zusatz  2. 
§.  46.  Es  sei  der  Parameter  einer  Curve  :=:a  und  je  nach» 
dem  dieser  grösser  oder  kleiner  angenommen  wird,  gehe  die 
Curve  in  eine  andere  ihr  ähnliche  über.  Damit  diess  geschehe, 
muss  die  Gleichung  der  Curve  AN  so  beschaffen  sein,  dass 
die  Ordinate  c  eine  Function  von  a  und  ä  von  Einer  Dimen- 
sion sei.  Für  verschiedene  Werthe  von  a  wird  s  homologe 
Wege  angeben,  wenn  man  es  =a  oder  ^=z7ia  annimmt.  So  oft 
also  c  durch  derartige  Gleichungen  bestimmt  wird,  werden  die 
Wege  na  in  gleichen  Zeiten  beschrieben,  a  mag  gross  oder 
klein  sein. 
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Anm  erkling. 
§.  47.  Ist  c  eine  Function  von  a  und  s  von  Einer  Dimen- 
sion, so  vrerclen  die  Zeiten  durch  a  und  na  einander  gleich, 
wie  gross  auch  a  sein  mag.  Eben  so  werden,  wenn  c  eine 
Function  von  a  und  s  von  m  Dimensionen  ist,  die  Zeiten  durch 
a  und  na  der  Potenz  a^— "»   proportional   sein,    wie   gross  auch 

a  sein  mag.     Aus  cz=za.  a^  folst  nämlich  ~^^-~  z=.   a  .  a  z=.  h 

/eis       1     s 
—  z=z~ -.    Setzt  man  hier 
c       k  a^«-5 

zuerst  Ä  =  rt,  so  wird  /  zz:  ^  .  — ^  =  - .  a^-»»  und  wenn  ^zzzna, 

k    a^-^      a 

t  z=z -_-rr:—  a^~"^:  beide  Zeiten  also  «i— ^^   proportional 

Erklärung  6, 
§.  48.  (Figur  6.)  Die  Scale  der  G £S ch_w^i njl i g k e i - 
ten  heisst  diejenige  Curve,  deren  UrdTnaten  die  Geschwindig- 
keiten bezeichnen,  welche  der  Körper  in  den  ihnen  entspre- 
chenden Punkten  des  beschriebenen  Weges  hat.  So  ist  die 
Curve  AN  die  Scale  der  Geschwindigkeiten  des,  auf  der  gera- 
den Linie  ^M  sich  bewegenden  Korpers,  wo  die  Ordinate  3IN 
die  Geschwindigkeit  im  Punkte  31  ausdrückt. 

Erklärung   7. 

§.  49.  (Figur  6.)  Die  Scale__der  Zeiten  ist  diejenige 
Curve,  deren  Ordinaten  die  Zeiten  darstellen,  in  denen  die 
ihnen  entsprechenden  Theile  des  Weges  zuriickgelegt  werden. 
So  wird  die  Curve  AT  die  Scale  der  Zeiten  sein,  wenn  die 
Ordinate  3IT  die  Zelt  ausdrückt,  welche  der  Körper  zur  Be- 
schreibung des  W^eges  JTfeT  braucht. 

Zusatz. 
§.  50.  Wie  aus  der  gegebenen  Scale  der  Geschwindig- 
keiten die  Scale  der  Zeiten  zu  finden  ist,  erhellt  aus  der  vori- 
gen Aufgabe  (§.  37.).  Bezeichnen  wie  dort  s  und  c  respective 
den  Weg  AM  und  die  Geschwindigkeit  IWN,  ist  ferner  tz=3IT 
die  zur  Beschreibung  von  AM  erfoderliche  Zeit ;  so  kann  man 
die  Scale  der  Zeiten  aus  der  Scale  der  Geschwindigkeiten  mit- 

/ds 
~~   finden.     Ist   nämlich  die   Curve 

AIS  gegeben,    so   kann   man  AT  construiren,    wenn    man   die 
Quadratur  der  Curven  zugibt. 

2  * 
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Satz  6. 
Aufgabe. 
§.  51.     (Figur  6.)     Gegeben  ist  die  Scale  der  Zeit^  ÄT\ 
man  sucht  die  Scale  der  Geschwindigkeiten  AN. 
Auflösung. 
Aus  der  Gleichung  t  =  f—    erhält    man  durch  Differen- 
tiation dt  =z  —  und  c  ~  ~.     Zieht    man    daher  in    T  die 


€ 


dt 


Normale  TO ,  so  wird  c  =  l!=r--W7r7i  =  S     ^acht  man 

dt     tg  3IT0      310 

nun  MQ  =  1   und  zieht   QiV  #  fo,  so  wird  MO  :  MT  =^ 

MQ:3IN,  also  MN=~.l=zc  und   i\^  ein  Punkt  in  der  ge- 
dt 

suchten  Scale  der  Geschwindigkeiten. 

Beispiel  1. 
§.  S2*     (Figur  7.)    Es  sei  die  Scale  der  Zeiten  eine  gerade 
Linie  AT,  welche  beliebig  gegen  A3I  geneigt  ist;  alsdann  ist 

t=ms  f  dt=:mds  und  c=i-.r=— •     Die  Scale   der  Geschwin- 

dt      m 

digkcifen  wird  daher  eine  gerade,  A3I  parallele  Linie  NR  und 

es  bewegt  sich  der  Körper  gleichförmig. 

Beispiel  2. 
§.  53.     Es    seien  die  Zeiten  irgend   einer  Potenz    der  be- 
schriebenen Wege    proportional  5    also    t  =  s^;   so   wird    c  = 

-77  =  — ;;rrr^^  —  s^"~*".     Ist  etwa  ^Teine  Appollomische  Para- 

bei,    also  m  =  |-,   so   wird   c^=:2s^   und  so  die  Scale  der  Ge- 
schwindigkeiten eine  Parabel  derselben  Art 

Zusatz. 
§.  54.     Ist  eine  Gleichung  zwischen   c  und  t  gegeben,  so 

kann  man  den  durchlaufenen  Weg  finden,  indem  aus  c  =:   —^ 

dt 


=/ 


cdt  folgt. 


Anmerkung. 
§.  55.  Das,  was  wir  bisher  über  die  Scale  der  Geschwin- 
digkeiten und  Zeiten  gesagt  haben,  bezieht  sich  eben  so  wohl 
auf  die  relative,  als  die  absolute  Bewegung.  Bis  jetzt  haben 
wir  nämlich  noch  nicht  die  Natur  der  Bewegung  in  Betracht 
gezogen  und   nichts   angenommen,    was   der  absoluten  eigen- 


Hosted  by 


Google 


Fo7i  der  Betvecjung  Im  Ältgemeinen,  21 

thümlich  wäre.  Nun  wollen  wir  einige  Sätze  aufstellen,  welche 
die  letztere  insbesondere  betreffen,  woraus  man  gewissermas- 
sen  einen  Innern  Unterschied  zwischen  der  absoluten  und  rela- 
tiven Bewegung  entnehmen  wird, 

Satz   9. 
Lehrsatz. 

§.  56.  Ein  absolut  ruhender  Körper  wird  beständig  in  Ruhe 
verharren 5  wenn  er  nicht  durch  eine  äussere  Ursache  zur  Be- 
wegung angetrieben  wird. 

Beweis. 

Befindet  sich  der  Körper  im  unendlichen  und  leeren  Raume^ 
so  ist  kein  Grund  vorhanden,  warum  er  sich  eher  nach  der 
einen,  als  nach  der  andern  Richtung  bewegen  sollte.  Da  nun 
ein  zureichender  Grund  zur  Bewegung  fehlt,  wird  er  stets  in 
Ruhe  bleiben  müssen.  Dieser  Grund  hört  aber  in  der  Welt 
nicht  auf,  obgleich  man  einwerfen  kann,  dass  ein  zureichender 
Grund  da  sei,  warum  der  Körper  eher  nach  der  einen,  als  nach 
der  andern  Seite  weichen  sollte.  Man  darf  nicht  glauben,  dass 
im  unendlichen  leeren  Räume  der  Mangel  des  zureichenden 
Grundes  zur  Bewegung  die  einzige  Ursache  des  Yerharrens  in 
Ruhe  sei;  sondern  ohne  Zweifel  liegt  die  Ursache  dieser  Er- 
scheinung in  der  Natur  des  Körpers  selbst.  Der  Mangel  des 
zureichenden  Grundes  kann  nämlich  nicht  für  die  wahre  und 
wesentliche  Ursache  irgend  eines  Erfolges  gehalten  werden, 
sondern  er  beweist  nur  die  Wahrheit  und  zwar  auf  strenge 
Weise.  Er  zeigt  zugleich,  dass  in  der  Natur  der  Sache  die 
wahre  und  vvesentliche  Ursache  verborgen  sei,  welche  auch 
dann  noch  fortdauert,  wenn  jener  zureichende  Grund  nicht  mehr 
fehlt.  So  bewies  Archimedes  das  Gleichgewicht  einer  bei- 
derseits ähnlichen  Wage,  nicht  nur  im  leeren  Räume,  sondern 
auch  in  der  wirklichen  Natur.  Es  gibt  aber  einen  andern  und 
eigenthümlichen  Grund  für  dieses  Gleichgewicht,  welcher  auch 
in  der  Welt  stattfindet.  Da  also  im  leeren  Räume  ein  ruhen- 
der Körper  in  Ruhe  verharren  muss,  so  liegt  der  Grund  die- 
ser Erscheinung  in  der  Natur  des  Körpers,  wesshalb  dieser 
auch  in  der  Wirklichkeit  so  lange  ruhen  wird,  bis  eine  andere 
Ursache  ihn  zur  Bewegung  antreibt. 

Zusatz  1. 

§.  57.  In  der  Natur  der  Dinge  ist  also  das  Gesetz  begrün«^ 
det,  dass  jeder  ruhende  Körper  in  der  Ruhe  verharren  muss, 
wenn  er  nicht  durch  eine  andere  äussere  Ursache  zur  Bewe- 
gung angetrieben  wird. 
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Zusatz  2. 
§.  38.     Da  die  Grundlage   dieses  Beweises   aus  der  Natur 
der  absoluten  Ruhe  abgeleitet  worden  ist^    dehnt  man    dieses 
Gesetz  mit  Unrecht  auf  die  relative  Ruhe  aus. 
Anmerk  ung, 
§.  59.     Die  Erfahrung  lehrt  selbst,  dass  dieses  Gesetz  nicht 
für   relative  Ruhe  gilt.    Körper ,  welche  relativ  in  einem  Schiffe 
ruhen,  werden  nicht  in  Ruhe  verharren,   wenn  jenes  plötzlich 
aiigestossen  wird.     Sie  werden    zugleich   angestossen  und   sich 
von  ihrem   Orte  bewegen,    wenn   sie  auch  vorher  ruheten   und 
keine,  sie  zugleich  bewegende,  Ursache  hinzugetreten  ist, 

Zusatz  3. 
§.  60.  So  wie  ein  einmal  ruhender  Körper  ohne  eine  äus- 
sere Ursache  nicht  aus  seiner  Ruhe  heraustreten  wird,  wird 
auch  ein  jetzt  absolut  ruhender  Körper  früher  stets  geruhet  ha- 
ben, wenn  er  sich  selbst  überlassen  war.  Es  ist  nämlich  kein 
Grund  vorhanden,  wesshalb  er  eber  von  der  einen,  als  von  der 
andern  Seite  her  an  seinen  jetzigen  Ort  gelangt  sein  sollte 
und  er  muss  sich  daher  stets  an  dem  letztern  befunden  haben. 

Zusatz  4. 

§.  61.  Ein  einmal  ruhender  Körper,  auf  welchen  eine  äus- 
sere Ursache  weder  wirkt,  noch  gewirkt  hat,  wird  nicht  nur 
künftig  beständig  ruhen,  sondern  muss  auch  früher  sich  stets 
in  Ruhe  befunden  haben. 

Zusatz  5. 

§.  62.  Ein  Körper,  welcher  sich  einmal  absolut  bewegt, 
kann  nie  zur  Ruhe  gelangen,  wenn  er  sich  selbst  überlassen 
bleibt.  Käme  er  nämlich  endlich  zur  Ruhe,  so  müsste  er  auch 
früher  stets  geruhet  haben,   was   gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Satz   8. 
Lehrsatz. 
§.  63.     Ein  Körper,    welcher   eine  absolute  Bewegung  hat, 
wird   sich   stets   gleichförmig  bewegen   und  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit in  jeder  frühern  Zeit  bewegt  haben,  wenn  nicht 
eine  äussere  Ursache  auf  ihn  wirkt  oder  gewirkt  hat. 

Beweis. 

Behielte  er  nicht  immer  dieselbe  Geschwindigkeit  liei,   so 

müsste  sie   grösser    oder    kleiner    werden.     Im    letztern  Falle 

würde  er  sich  zur  Ruhe  hinneigen,  was  nicht  möglich  ist,  weil 

er  nie  zur  Ruhe  gelangen  kann  (§.  62-).    Im  erstem  Falle  müsste 
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man  amiehmen,  dass  er  von  der  Rübe  ausgegangen  sei,  was 
eben  so  absurd  sein  würde.  Denkt  man  sich  ausserdem  den 
Körper  im  unendlichen  leeren  Raum  befindlich  und  betrachtet 
den  Weg,  auf  welchem  er  gegangen  ist  oder  gehen  wird,  so 
ist  kein  Grund  vorhanden,  warum  er  an  dem  einen  Orte  eine 
grössere  oder  kleinere  Geschwindigkeit  haben  sollte,  als  an 
dem  andern.  Er  wird  sich  daher  stets  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit bewegen. 

Zusatz, 
§.  64     Sobald  wir  sehen,   dass  ein  sich  bewegender  Kör- 
per schneller  oder  langsamer   fortzuschreiten  anfängt,   müssen 
wir  diese  Aenderung  einer  äussern  Ursache  zuschreiben, 

Satz  9. 
Lehrsatz. 
§.  65.     Ein  mit  absoluter  Bewegung  begabter  Körper  wird 
einen  geradlinigen  Weg  beschreiben. 

Beweis. 
Denkt  man  sich  den  Körper  im  unendlichen  leeren  Räume, 
so  ist  kein  Grund  vorhanden,  warum  er  eher  nach  der  einen, 
als  nach  der  andern  Seite  hin  von  der  geraden  Linie  abwei- 
chen sollte.  Es  liegt  daher  in  der  Natur  des  Körpers,  dass  er 
in  gerader  Linie  fortschreiten  wird.  Auch  in  der  Welt,  wo 
dieses  Princip  des  zureichenden  Grundes  nicht  mehr  stattfin- 
det, ist  anzunehmen,  dass  jetier  Körper  geradlinig  fortschrei- 
ten muss,  wenn   er  nicht  daran  verhindert  wird. 

Zusatz  1. 
§.  66.     Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt  das  allgemeine  Ge- 
setz, dass  jeder  mit  Bewegung  begabte  Körper  auf  einer  gera- 
den Linie  fortschreiten  wird. 

Zusatz  2. 
§.  67.  (Figur  8.)  Ein  Körper  also,  welcher  durch  äussere 
Ursachen  gezwungen  wird,  auf  der  Curve  AM  fortzugehen, 
wird,  wenn  in  31  plötzlich  diese  äussern  Ursachen  zu  wirken 
aufhören,  mit  der  Geschwindigkeit,  welche  er  in  71/  hatte, 
gleichförmig  und  in  der  Richtung  der  Tangente  31T  fortschrei- 
ten. Die  letztere  nämlich  ist  nichts  anderes,  als  die  Verlän- 
gerung des  Elements  der  Curve  in  31. 

Anmerkung  1. 
§.  68.    Diese  Gesetze  über  die  absolute  Ruhe  und  Bewe- 
gung haben  die  frühern  Schriftsteller  in  Eines  zusammengefasst. 
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Newton  stellt  dasselbe  in  seinen  Principien  mit  folgenden 
Worten  auf:  Jeder  Körper  verharret  entweder  in  seinem  Zu» 
stände  der  Ruhe  oder  der  gleichförmigen  geradlinigen  Bewe- 
gung, so  weit  er  nicht  durch  einwirkende  Kräfte  gezwungen 
wird,  jenen  Zustand  zu  ändern. 

Zusatz  3. 
§.  69.  Diese  Gesetze  betreffen  nur  die  absolute  Bewegung 
und  bleiben  für  die  relative  nicht  gültig.  Wie  ein  relativ  ruhen- 
der Körper  möglicherweise,  ohne  Einwirkung  äusserer  Ursa- 
chen sich  bewegen  kann  (§.  59.);  so  werden  auch  Körper,  welche 
eine  relative  Bewegung  haben,  nicht  immer  gleichförmig  und 
geradlinig  fortschreiten. 

Zusatz  4. 
§.  70.  Wird  daher  ein  Körper  durch  keine  äussern  Ur- 
sachen angetrieben ,  so  mag  er  relativ  sich  auf  beliebige  Weise 
ungleichförmig  bewegen,  absolut  muss  man  ihn  entweder  als 
ruhend  oder  als  gleichförmig  in  gerader  Linie  sich  bewegend 
annehmen.  Hieraus  kann  man  auf  gewisse  Weise  einen  Unter- 
schied zwischen  dem  relativen  und  absoluten  Zustande  eines 
Körpers  abnehmen. 

A  n  m  e  r  k  u  n  g  2. 
§.  71.  In  den  mechanischen  Principien  der  Astronomie, 
wie  Nevt  ton  sie  aufgestellt  hat,  setzt  man  voraus,  dass  die 
Sonne  und  Fixsterne  durch  äussere  Ursachen  gar  nicht  oder 
so  wenig  afficirt  werden,  dass  die  Wirkung  unmerklich  ist.  Ob- 
gleich nun  die  Sonne  in  Bezug  auf  die  Erde  weder  gleichför- 
mig, noch  geradlinig  fortzuschreiten  scheint,  ist  es  doch  gewiss, 
dass  sie  entweder  ruhet,  oder  gleichförmig  und  geradlinig  fort- 
schreitet. Nothwendig  müssen  daher  die  beobachteten  Ungleich- 
förmigkeiten  in  der  Bewegung  der  Sonne  der  Erde  zugeschrie- 
ben werden. 

Erklärung  8. 
§.   72.      Die   R i  ch  t  u  n  g    der    B  e  w^  e  g  u n g   ist  die   gerade 
Linie,   auf  welcher  der  sich  bewegende  Körper  fortzuschreiten 
strebt  und   wirklich   fortschreitet,  wenn   äussere  Ursachen    ihn 
nicht  daran  verhindern. 

Zusatz. 
§.  73.     Ein  mit  absoluter  Bewegung  begabter  Körper  wird 
also,   wenn  nicht   äussere  Ursachen   einwirken,    stets  dieselbe 
Richtung  und  Geschwindigkeit  beibehalten. 
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Erklärnng  9. 
§.  74    Die  Kraft   der   Trägheit  ist  jene  allen  Körpern 
inwohnende  Fähigkeit,    entweder   in  Ruhe   zu  verharren ,   oder 
ihre  Bewegung  gleichförmig  in  gerader  Linie  fortzusetzen. 

Zusatz. 
§.  75,     Wir  haben    das   erwähnte  Verharren    in  Ruhe  und 
die  Fortsetzung  der  gleichförmigen  Bewegung   durch  das  Prin- 
cip  des  zureichenden  Grundes  bewiesen,  aber  zugleich  bemerkt, 
dass  dieses  nicht  die  Erscheinung  bewirke,  sondern  dass  diese 
in  der  Natur   des  Körpers   selbst  liege.     Diese  von   der  Natur 
der   Körper    abhängende  Ursache    des    Verharrens    in   seinem 
Zustande  ist  die  so  genannte  Kraft  der  Trägheit. 
Anmerkung. 
§.  76.    Kepler  hat  zuerst  jliese  Benennung  aufgestellt  und 
er  bezeichnete~^amit   die  jedem  Körper   eigenth(imliche   Kraft, 
allem  zu  widerstehen,  was  seinen  Zustand  zu  verändern  strebt. 
Zwar  passt  das  Wort  Trägheit  besser  zu  dieser  Idee  des  Wi- 
derstandes, als  zur  obigen  des  Beharrens,   womit  wir  dasselbe 
verbunden  haben,  allein  in    der  Wirklichkeit  sind  diese  Erklä. 
rungen   nicht  von   einander    verschieden.     Es   ist  nämlich  die- 
selbe Kraft,  welche  die  Bewegung  oder  Ruhe  fortsetzt  und  welche 
Hindernissen  widersteht.     Ich  wollte   lieber  diese,    als    Kep- 
ler's  Erklärung   anwenden,    weil   man   noch    nicht  weiss,    auf 
welche  Weise  die  Körper   den  antreibenden  Kräften   widerste. 
hen.    Ausserdem   hat  diese  Kraft   des  Widerstandes    ihren  Ur- 
sprung in  dem  Vermögen,    die  Ruhe   oder  Bewegung   fortzuse- 
tzen und  muss  daher  hieraus  abgeleitet  werden. 

Satz  10. 
Lehrsatz. 
§.  77.     Wenn  der  Raum,  aufweichen  man  die  relative  Be- 
wegung bezieht,  entweder  absolut  ruhet  oder  sich  gleichförmig 
und  geradlinig  bewegt ;  so  gelten  die  aufgestellten  Gesetze  über 
die  absolute  Ruhe  und  Bewegung  auch  für  die  relative. 

Beweis. 
Befindet  sich  der  Raum  in  absoluter  Ruhe,  so  stimmen  die 
relative  Ruhe  und  Bewegung  mit  der  relativen  überein  und  es 
wird  daher  jeder  Körper  entweder  beständig  ruhen  oder  sich 
gleichförmig  und  geradlinig  bewegen  (§.10.).  Bewegt  sich  aber 
jener  Raum  selbst  gleichförmig  in  gerader  Linie,  so  werden 
die  relativ  ruhenden  Körper  dieselbe  absolute  Bewegung  wie 
der  Raum  haben.     Sie  werden  daher  ebenfalls   gleichförmig  in 
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gerader  Linie  fortschreiten  und  diese  Bewegung  ihrer  Natur 
nach  fortsetzen  können;  das  Gesetz  (§.  66.)  gilt  also  auch  in  die- 
sem Falle.  Eni  Körper  aber,  welcher  sich  relativ  gleichförmig 
und  in  gerader  Linie  bewegt,  wird  auch  dann,  wenn  der  Raum 
eine  gleichförmige  geradlinige  Bewegung  hat,  absolut  gleich- 
förmig und  geradlinig  fortschreiten,  wie  so  wohl  aus  dem  fol- 
genden Satze/  als  von  selbst  einleuchtet.  Diese  relative  Be- 
wegung stimmt  also  auch  mit  dem  Gesetze  überein  und  kann 
ohne  eine  äussere  Kraft  fortgesetzt  werden. 

Zusatz  1. 
§.  78.  Wenn  ein  durch  keine  äussere  Kraft  affieirter  Kör- 
per relativ  ruhet,  oder  sich  gleichförmig  in  gerader  Linie  be- 
wegt; so  ist  diess  ein  Zeichen,  dass  der  Raum,  auf  welchen 
man  seinen  Zustand  beziehet,  absolut  entweder  ruhe,  oder  sich 
gleichförmig  in  gerader  Linie  bewege. 

Zusatz  2, 
§.  79.  Eine  solche  relative  Bewegung  wird  für  sich  selbst 
beständig  unverändert  bleiben,  denn  nicht  nur  der  sich  bewe- 
gende Körper,  sondern  auch  der  Raum,  worauf  man  ihn  bezieht, 
schreiten  absolut  gleichförmig  und  in  gerader  Linie  fort.  Beide 
Bewegungen  werden  von  selbst  fortgesetzt  und  jene  relative 
wird,  wenn  keine  äussere  Ursache  hinzutritt,  in  ihrem  Zustande 
verharren. 

Zusatz  3. 
§.  80.  Wir  haben  nur  eine  relative  Vorstellung  von  der 
Bewegung  (§.7.)  und  diese  Gesetze  sind  daher  auch  nicht  hin- 
reichend, um  die  absolute  Bewegung  irgend  eines  Körpers  zu 
erkennen.  Wenn  nämlich  ein  durch  keine  äussere  Ursache 
affieirter  Körper  sich  gleichförmig  in  gerader  Linie  fortbewegt, 
so  können  wir  daraus  nur  schliessen,  dass  er  auch  absolut 
entweder  ruhe,  oder  sich  gleichförmig  in  gerader  Linie  bewege. 
Wir  können  aber  weder  die  Grösse,  noch  die  Richtung  der 
absoluten  Bewegung  bestimmen. 

Zusatz  4. 
§.  81.  Was  wir  daher  aus  der  Eigenschaft  der  Körper, 
den  Zustand  der  Ruhe  oder  gleichförmigen  geradlinigen  Be- 
wegung beizubehalten^  ableiten,  bezieht  sich  alles  nicht  bloss 
auf  die  absolute  Bewegung  oder  Ruhe,  sondern  auch  auf  den 
relativen  Zustand,  in  welchem  der  Raum  und  der  Körper  gleich- 
förmig in  gerader  Linie  fortschreiten. 
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Anmerkung. 
§.  82.  Wir  werden  uns  demnach  wenig  um  die  absolute 
Bew^egung  bekümmern^  da  jene  relative  in  denselben  Gesetzen 
enthalten  ist.  Wir  werden  oft  diese  relative  Bewegung  in  an- 
dere derselben  Art  verändern,  jedoch  so,  dass  die  aufgestell- 
ten Gesetze  beobachtet  werden;  wenn  wir  sie  etwa  mit  Bezug 
auf  einen  andern,  ebenfalls  gleichförmig  und  geradlinig  fort- 
schreitenden Körper  betrachten.  In  diesem  Falle  wird  er  nicht 
aufhören,  gleichförmig  und  geradlinig  fortzuschreiten  und  diess 
kann  auf  unzählige  Weise  geschehen,  wo  von  man  die  bequem- 
ste auswählen  wird. 

Satz  11. 
Aufgabe. 
§.  83.    (Figur  9.)  Es  bewege  sich  ein  Körper  absolut  gleich- 
förmig auf   der   geraden  Linie  AL,     ein   anderer  eben   so   auf 
AM',  man  sucht  die  relative  Bewegung    des    ersten  Körpers  in 
Bezug  auf  den  zweitem 

Auflösung. 
Es  sei  die  Geschwindigkeit  des  auf  ^L  fortschreitenden  Kör- 
pers =:a,  die  des  zweiten  auf  AM  sich  bewegenden  :=.b  und 
es  gehen  beide  Körper  zugleich  vom  Punkte  A  aus.  Nimmt 
man  die  Wege  AL  und  ABI.  so  an,  dass  AL\  AM  m  a:b  ; 
so  werden  offenbar  beide  Körper  zugleich  in  L  und  M  anlan- 
gen.    Zieht  man  daher  ML  so,  dass 

smAML',^mAL3I  :=!  AL:AM  :=  aih-, 
so  bezeichnet  L  den  Ort,    an   welchem  der   auf  AL  fortschrei- 
tende Körper  sich   in   demselben  Augenblick  befindet,    wo  der 
andere  in   M  verweilt.     Da    man    aber   die    relative  Bewegung 
des  ersten  in  Bezug  auf  den  zweiten  zu  wissen  wünscht,  muss 
man  diesen,  welcher  sich  in  der  Wirklichkeit  auf  A31  bewegt, 
als  in  A  ruhend  ansehen.     Denken   wir   uns   daher  den  Punkt 
iJJ  nach  A  übertragen,    so   wird,  indem   wir  aus   A  die   Linie 
AN^  und  =  ML  ziehen,    L  nach  N  gelangen.     Erreicht   der 
auf  AM  fortschreitende  Körper  ferner  den  nächsten  Ort  m,  so 
wird  sich  der  andere  in  /  belinden  und  es  ist  ml#3IL,   weil 
Mm: LI  =i  b:a  r=:  AßliAL,    Wird  aber  wieder  auf  ähnliche 
Weise  m  nach   A  übertragen,  so  kommt,   indem  man  An-=::ml 
macht,   /  nach   n  und    zwar   wird  n   auf    derselben  Linie  AN 
liegen.     Hieraus   folgt,    dass    der  absolut    auf  AL  sich   bewe- 
gende Körper  relativ  auf  AN  fortschreitet.    Es  wird  daher  fer- 
ner die  relative  Geschwindigkeit  sich   zur   absoluten  verhalten, 
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wie  Nn-.Ll  oder  ML-,  AL  nnd  da  dieses  Verhältniss,  wegen 
des  seiner  Natur  nach  gegebenen  Dreiecks  ALM  constant  ist, 
so  wird  der  auf  AL  absolut  gleichförmig  fortschreitende  Kör- 
per sich  auch  relativ  gleichförmig  auf  AN  bewegen.  Die  Lage 
von  AN  findet  man  aus  dem  Winkel  LAN  so ,  dass 

sinX^i>r:  siniV^M  ^  b  :  a. 
Endlich  verhält  sich    die  absolute  Geschwindigkeit  auf  AL  zur 
relativen  auf  AN,  wie  sin  3IAN:  sin  LAM, 

Zusatz  1. 
§.  84.  Ein  absolut  gleichförmig  und  geradlinig  fortschrei- 
tender Körper  wird  auch  relativ  sich  eben  so  bewegen,  wenn 
nur  dei'Körper,  aufweichen  man  jenen  bezieht,  ebenfalls  gleich- 
förmig und  in  gerader  Linie  fortschreitet.  Diess  haben  wir  im 
vorhergehenden  Beweise  (§,  77.)  angenommen, 

Zusatz  2. 
§.  85.  Die  Construction  der  Linie  AN  und  die  Bestim- 
mung der  relativen  Geschwindigkeit  kann  übrigens  sehr  leicht 
folgendermassen  ausgeführt  werden.  Nachdem  man  wie  oben 
ALiAM  =2  a:b  angenommen  und  il/JL  gezogen  hat,  ziehe  man 
aus  A  die  Linie  AN^'ML,  so  ist  AN  der  bei  der  relativen 
Bewegung  beschriebene  Weg.  Die  relative  Geschwindigkeit 
verhält  sich  zur  absoluten,  wie  MLiAL. 

Zusatz  3. 
§.  86.  Derselbe  Schluss  gilt,  wenn  AL  nicht  mit  absolu- 
ter, sondern  relativer  Bewegung  und  A3I  in  derselben  Bezie- 
hung beschrieben  wird.  Alsdann  erhält  man  aber  für  den  auf 
AL  sich  bewegenden  Körper  eine  andere  relative  Bewegung, 
in  Bezug  auf  den  längs  A3I  sich  bewegenden  Körper. 

Zusatz  4. 
§.  87.  Es  ist  daher  klar,  wie  man  eine  absolute  Bewegung 
in  unbestimmte  relative  verwandeln  kann,  welche  stets  gleich- 
förmig und  geradlinig  erfolgen  werden,  wenn  nur  die  gegebene 
absolute  und  die  Bewegung  der  Körper,  auf  welche  man  er- 
stere  bezieht,  von  dieser  Art  ist. 

Anmerkung. 
§.  88.  (Figur  10.)  Wir  nahmen  bei  der  Auflösung  an, 
dass  beide  Körper  von  demselben  Orte  A  ausgegangen  seien; 
jene  ergibt  sich  aber  auch,  wenn  diese  sich  anfangs  in  ver- 
schiedenen Punkten  A  nnd  B  befunden  haben.  Es  schreite 
der  Körper  A  mit  absoluter  Bewegung  gleichförmig  auf  der 
geraden  Linie  AL  fort,  der  andere  B  aber  auf  ähnliche  Weise 
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icängs  BM,  so  dass  ihre  Geschwindigkeiten  sich  verhalten,  wie 
aib.  Nun  nehme  man  AL:BM=a:b  an,  so  gelangen  beide 
Körper  zugleich  respective  nach  L  und  31.  Da  man  aber  die 
relative  Bewegung  des  Körpers  A  in  Bezug  auf  B  sucht,  muss 
man  diesen  als  in  B  ruhend  ansehen.  Man  trage  daher  in  Ge- 
danken den  Körper  B  von  M  nach  B,  so  wird  A  von  L  nach 
iV  gelangen,  indem  man  i?iV::j4:  und  z=z3IL  zieht.  Ich  behaupte 
alsdann,  dass  N  auf  der  geraden,  durch  A  gehenden  Linie 
liege,  so  dass  der  Körper  A  sich  relativ  gleichförmig  auf  der 
Linie  AN  bewegt.  Es  wird  nämlich  JSL  ==  und  ::i:|:  BM,  wo- 
durch das  Dreieck  ANL  seiner  Form  nach  gegeben  ist.  Es 
ist  daher  das  Verhältniss  AL:NL,  oder  weil  NL^=BM,  das 
AL'BM  ein  gegebenes  und  zwar  zizaib.  Der  Punkt  N  liegt 
also  auf  der  Geraden  AN  und  die  relative  Geschwindigkeit  auf 
AN  steht  zu  der  absoluten  auf  AL  im  ^Verhältniss  ANiAL,  d. 
h.  in  einem  gegebenen.  Die  relative  Bewegung  auf  AN  ist 
daher  geradlinig  und  gleichförmig. 

Zusatz  5. 
§.  89.  Ist  die  absolute  Bewegung  des  Körpers  A  durch 
AL  und  seine  gleichförmige  relative  durch  AN  gegeben,  so 
kann  man  die  Bewegung  des  Körpers  B  finden,  auf  welchen 
man  jene  bezieht.  Nimmt  man  nämlich  die  beiden  Wege  AL 
und  AN  als  in  derselben  Zeit  durchlaufen  an,  so  ziehe  man 
durch  einen  beliebigen  Punkt  1?,  SM ^i^iV^L,  alsdann  bezeich- 
net BM  den  Weg,  welchen  B  beschrieben  hat.  Es  verhält 
sich  ferner  seine  Geschwindigkeit  zur  absoluten  Geschwindig- 
keit des  Körpers  A  durch  AL,  wie  NLiAL,  Es  wird  daher 
A  zu  derselben  Zeit  in  A,  als  B  m  B  sein. 

Zusatz  6. 
§.  90.  Man  hat  also  unzählige  Bewegungen  des  Körpers 
B,  weil  man  den  Punkt  B  beliebig  annehmen  kann,  aus  wel- 
chem dieselbe  relative  Bewegung  des  Körpers  A  hervorgeht. 
Die  Geschwindigkeit  des  Kötpers  B  wird  aber  immer  dieselbe 
und  seine  Richtung  parallel  NL  sein. 

Zusatz  7. 
§.  91.  Man  sieht  ferner  ein,  dass  eine  absolute  gleichför- 
mige  nnd  geradlinige  Bewegung  in  eine  beliebige  relative,  eben- 
falls gleichförmige  und  geradlinige  verwandelt  werden  kann.  Man 
kann  nämlich  AN  beliebig  ziehen  und  auch  die  Geschwindig- 
keit auf  derselben  willkührlich  annehmen;  es  ergibt  sich  stets 
eine  gleichförmige  und  geradlinige  Bewegung  des  Körpers  B^ 
aus  welcher  jene  relative  hervorgeht. 
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Zusatz  8. 
§.  92.  Jene  relative  Bewegung  kann  hierauf,  ohne  eine 
äussere  Kraft,  fortgesetzt  werden.  Die  absoluten  Bewegungen 
durch  AL  und  B3I  werden  nämlich  von  selbst  fortgesetzt,  weil 
sie  gleichförmig  und  geradlinig  sind.  So  lange  aber  diese  wäh- 
ren, wird  auch  die  relative  Bewegung  durch  AN  fortdauern. 

Satz  12. 

Aufgabe. 

§.  93.     (Figur  IL;     Der  Körper  A  bewegt  sich   absolut 

auf  beliebige  Weise  längs  AL,  der  Körper  B  längs  B3I;  man 

sucht  die  relative   Bewegung    des    erstem    in  Bezug   auf    den 

zweiten. 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g. 
Man  schneide  auf  den  Curven  die  Bogen  AL  und  Bßl  ab, 
welche  in  gleichen  Zeiten  durchlaufen  werden,  so  dass  A  und 
B  gleichzeitig  in  L  und  M  eintreffen.  Da  man  die  relative 
Bewegung  des  ersten  in  Bezug  auf  den  zweiten  zu  wissen 
wünscht,  muss  man  diesen  als  in  B  ruhend  ansehen.  Man 
denke  sich  ihn  also  von  M  längs  der  geraden  Linie  3IB  nach 
B  gebracht;  alsdann  wird,  indem  man  LNj^  und  z=^B3I  zieht, 
der  Körper  A  nach  iV  gelangen.  Die  Curve  also,  auf  welcher 
der  so  gefundene  Punkt  N  liegt,  wird  der  mit  der  relativen 
Bewegung  vom  Punkt  A  beschriebene  Weg  sein  und  zwar  wird 
der  Bogen  AN  in  derselben  Zeit  zurückgelegt,  in  welcher  die 
Bogen  AL  und  BM  beschrieben  werden.  Hieraus  erhält  man 
auch  die  relative  Geschwindigkeit  in  N. 

Zusatz  .1. 
§.  94.     Auf  diese  Weise  kann  man   die   relative  Bewegung 
eines  beliebig    fortschreitenden  Körpers,    in  Bezug   auf   einen 
andern,  sich  ebenfalls  beliebig  bewegenden  Körper  bestimmen. 

Zusatz  2. 

§.  95.  Aus  den  gegebenen  Curven  AN  und  AL  und  den 
Bewegungen  längs  derselben  kann  man  die  Curve  BM  und  die 
Bewegung  längs  derselben  finden.  Eben  so  wird  die  Curve  AL 
durch  BM  und  AN  bestimmt. 

Zusatz  3. 

§.  96.  Da  der  Punkt  B  willkührlich  ist,  kann  die  Curve 
BM  unzählige'  versehiedene  Lagen  haben.  Weil  aber  die  Sehne 
BM  des  gleichnamigen  Bogens,  der  in  derselben  Zeit  wie  AL 
und  AN  beschrieben  wird,  stets  =  und  :^iviVist,  so  wird  auc 
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jene  sich  selbst  stets   gleich   und   parallel  und   die  Bewegung 
auf  ihr  immer  dieselbe  sein. 

Anmerkung. 
§.  97.  Diess  haben  wir  über  die  Vergleichung  der  abso- 
luten Bewegung  mit  der  relativen  mittheilen  wollen.  Die  letz- 
tere pflegt  man  sonst  so  zu  erklären,  dass  man  die  Bewegung 
längs  AN  dem  Körper  A  zuschreibt,  während  er  in  Wahrheit 
über  AL  fortgeht,  wie  man  es  von  dem,  auf  B3I  sich  bewe- 
genden Körper  aus  sieht.  Der  Beschauer  wird  aber  als  in  ß 
ruhend  vorausgesetzt  und  B  selbst  ebenfalls  als  ruhend  be- 
trachtet. So  stimmt  die  relative  Bewegung  der  Sterne,  mit 
Rücksicht  auf  die  Erde,  mit  der  Bewegung  überein,  welche  wir 
wahrnehmen,  indem  wir  die  Erde  als  ruhend  ansehen.  Ist 
diese  von  B  nach  M,  der  Stern  von  A  nach  L  fortgerückt,  so 
erblicken  wir  diesen  von  31  aus  längs  ML  und  im  Abstände 
ML;  allein  wir  bemerken  nicht,  dass  wir  uns  von  B  fortbe- 
wegt haben,  glauben  vielmehr,  dass  wir  uns  noch  in  diesem 
Punkte  befänden.  Wir  sehen  daher  den  Stern  von  B  aus  nicht 
in  X,  sondern  in  N,  nach  derselben  Richtung  und  in  demsel- 
ben Abstände.  Es  ist  daher  BJS  ~  und  41^  ML,  wie  wir  nach 
unserer  Weise  gefunden  haben. 

Allgemeine   Bemerkung. 

§.  98.  Jene  Gesetze  der  Bewegung,  welche  ein  sich  selbst 
überlassener  Körper,  in  Bezug  auf  die  Fortsetzung  der  Ruhe 
oder  Bewegung  beobachtet,  gelten  eigentlich  für  unendlich  kleine 
Körper,  welche  als  Punkfe  angesehen  werden  können.  In  Kör- 
pern von  endlicher  Grösse,  deren  einzelne  Theile  verschiedene 
beigebrachte  Bewegungen  haben,  sucht  zwar  jeder  Theil  diese 
Gesetze  zu  beobachten,  was  jedoch  wegen  der  Beschaffenheit 
des  Körpers  nicht  immer  geschehen  kann.  Dieser  selbst  folgt 
daher  derjenigen  Bew^egung,  welche  aus  den  Bestrebungen  sei- 
ner einzelnen  Theile  zusammengesetzt  wird.  Diese  Bewegung 
können  wir  für  jetzt,  wegen  des  Mangels  der  genügenden  Prin- 
cipien,  noch  nicht  bestimmen  und  verschieben  diese  Untersu- 
chung auf  das  Folgende.  Die  Verschiedenheit  der  Körper  bie- 
tet demnach  eine  erste  Eintbeilung  des  Werkes  dar. 

Zuerst  betrachten  wir  unendlich  kleine  Körper,  welche  man 
als  Punkte  ansehen  kann.  Hierauf  gehen  wir  zu  Körpern  von 
endlicher  Grösse  über,  welche  fest  sind  und  ihre  Gestalt  nicht 
verändern  können.  Drittens  behandeln  wir  biegsame  Körper. 
Viertens  diejenigen,  welche  eine  Ausdehnung  und  Zusammen- 
ziehung   zulassen.      Fünftens    untersuchen   wir    die   Bewegung 
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mehrerer  loser  Körper,  von  denen  einige  verhindern,  dass  die 
andern  ihren  Versuch  sieh  zu  bewegen  ausführen.  Sechstens 
müssen  wir  die  Bewegung  flüssiger  Körper  behandeln.  Bei  die- 
sen Körpern  werden  wir  nicht  bloss  sehen,  wie  sie,  sich  selbst 
überlassen,  ihre  Bewegung  fortsetzen,  sondern  auch  unter- 
suchen, wie  sie  durch  äussere  Ursachen,  d.  h.  durch  Kräfte 
afficirt  werden.  Endlich  bringt  in  allen  diesen  Untersuchungen 
der  freie  oder  nicht  freie  Zustand  der  Körper  eine  grosse  Ver- 
sichiedenheit  zu  Wege. 

Unter  einem  nicht  freien  Zustande  verstehe  ich  hier, 
dass  Körper  verhindert  werden,  in  der  Richtung  fortzuschreiten, 
nach  welcher  sie  das  Bestreben  dazu  haben.  Von  dieser  Art 
ist  die  Bewegung  der  Pendel,  welche  verhindert  werden,  ihrem 
Bestreben  zufolge  geradlinig  herabzusteigen  und  daher  Schwin- 
gungen hervorbringen.  Ein  freier  Zustand  findet  hingegen 
statt,  wenn  Körper  kein  Hinderniss  linden,  sich  nach  jeder 
Richtung  zu  bewegen,  nach  welcher  sie  entweder  durch  ihnen 
inwohnende  oder  äussere  Kräfte  getrieben  werden.  Man  sieht 
daher,  welche  Gegenstände  in  der  Mechanik  zu  behandeln  sind 
und  wieviel  hiervon  noch  gar  nicht  untersucht  worden  ist. 
Ausser  der  bisher  betrachteten  Bewegung  der  Punkte,  müssen 
wir  nämlich  fast  alles  erst  erfinden  und  aus  den  Principien  ab- 
leiten. 

Ich  beginne  nun  mit  der  Bewegung  freier  Punkte,  w^elche 
durch  beliebige  Kräfte  angetrieben  werden;  denn  die  Bewe- 
gung, welche  sie  austuhren,  wenn  sie  sich  selbst  überlassen 
sind,  ist  in  diesem  Kapitel  bereits  dargestellt  worden.  Den 
ersten  Theil  habe  ich  für  die  Bewegung  freier,  den  zweiten 
für  die  Bewegung  nicht  freier  Punkte  bestimmt  und  in  beiden 
werde  ich  die  Untersuchungen,  auf  dem  Grund  der  bereits  vor- 
getragenen und  noch  folgenden  Principien,  analytisch  anstellen. 
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Kapitel  II. 

f^on  der  fVirkung  der  Kräfte  auf  einen  freien  Punkt. 


Erklärung  10. 

§.  99.  Eine  Kraft  ist  die  Gewalt,  welche  einen  Körper 
von  der  Ruhe  zur  Bewegung  bringt,  oder  seine  bereits  statt- 
findende Bewegung  verändert.  Eine  derartige  Kraft  ist  die 
Schwere,  vermöge  welcher  die  Körper,  nach  Entfernung  der 
Hindernisse,  zu  sinken  anfangen  und  welche  die  herabsteigende 
Bewegung  beständig  beschleunigt. 

Zusatz 

§.  100.  Jeder  sich  selbst  überlassene  Körper  verharret  ent^ 
weder  in  Ruhe,  oder  bewegt  sich  gleichförmig  und  geradlinig 
fort.  So  oft  daher  ein  ruhender  freier  Körper  sich  zu  bewegen 
anfängt,  oder  seine  Bewegung  weder  gleichförmig  noch  gerad- 
linig fortsetzt,  muss  man  die  Ursache  hiervon  irgend  einer  Kraft 
zuschreiben.  Denn  dasjenige,  was  den  Zustand  eines  Körpers 
zu  stiren  vermag,  nennen  wir  eine  Kraft. 
Anmerkung  1. 

§.  101.  Die  Lehre  von  den  Kräften,  so  weit  mehrere  an 
einem  Körper  angebrachte  im  Gleichgewicht  stehen  nnd  ihn  in 
Ruhe  erhalten,  wird  schon  in  der  Statik  behandelt.  Dort  wird 
die  Kraft  auch  so  erklärt,  dass  sie  alles  dasjenige  bezeichnet, 
was  die  Körper  zu  bewegen  vermag.  Die  Bewegung  selbst 
wird  in  der  Statik  nicht  betrachtet,  sondern  man  bestimmt  dort 
nur  diejenigen  Fälle,  in  denen  mehrere  Kräfte  sich  aufheben 
und  der  Körper,  aufweichen  sie  wirken,  in  Ruhe  bleibt.  Hier 
aber,  in  der  Mechanik  haben  wir  auseinander  zu  setzen,  wie 
Euler's  Mechanik  I.  3 
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Kräfte,  welche  auf  einen  Körper  wirken  und  nicht  unter  sich 
entgegengesetzt  sind,  wirklich  im  ruhenden  Körper  eine  Be- 
wegung und  im  bereits  sich  bewegenden  Körper  eine  Aenderung 
der  Bewegung  hervorbringen. 

Anmerkung  2. 
§.  102.  Ob  derartige  Kräfte  in  den  Körpern  selbst  ihren 
Ursprung  haben,  oder  von  selbst  in  der  Natur  vorhanden  sind, 
untersuche  ich  hier  nicht.  Es  genügt  ,/dass  die  Kräfte  wirk- 
lich bestehen,  was  z.  B.  die  Schwere  darthut,  vermöge  deren 
alle  irdischen  Körper  herabzusinken  streben.  Ausserdem  er- 
blickt man  derartige,  auf  die  Körper  einwirkende  Kräfte  in  den 
Bewegungen  der  Planeten,  welche  gleichförmig  und  in  geraden 
Linien  fortschreiten  müssten,  wenn  nicht  irgend  eine  Kraft  auf 
sie  einwirkte.  Aehnliche  Kräfte  nimmt  man  in  den  magneti- 
schen und  elektrischen  Körpern  wahr,  weiche  nur  gewisse  Kör- 
per  anziehen.  Einige  sind  der  Meinung,  dass  alle  diese  Kräfte 
aus  der  Bewegung  einer  gewissen  lockeren  Materie  entsprin- 
gen, andere  legen  den  Körpern  selbst  eine  anziehende  und  ab- 
stossende  Kraft  bei.  Wie  dem  auch  sein  möge,  so  sehen  wir 
mit  Gewissheit,  dass  aus  elastischen  Körpern  und  Wirbeln 
derartige  Kräfte  entspringen  können  und  werden  am  gehörigen 
Orte  untersuchen,  ob  hierdurch  diese  Erscheinungen  der  Kräfte 
erklärt  werden  können.  Inzwischen  wollen  wir  versuchen,  die 
Wirkungen  beliebiger  Kräfte  auf  Körper  zu  bestimmen  und  wenn 
wir  später  zu  ihrer  vollkommenen  Kenntniss  gelangt  sein  wer- 
den, können  wir  die  Entwickelungen  ihnen  sogleich  anpassen. 

Erklärung  11. 
§.  103.     Die    Richtung  einer  Kraft  ist    die   gerade  Linie^ 
längs  welcher   sie   den  Körper   zu   bewegen   strebt.     So  ist  die 
Richtung  der  Schwere   die  vertikale  Linie,    längs   welcher   sie 
schwere  Körper  antreibt. 

Anmerkung  1. 
§.  104.  In  der  Statik,  wo  man  alles  als  in  Ruhe  verhar- 
rend annimmt ,  werden  auch  alle  Kräfte  stets  ihre  Richtung  bei- 
behalten. In  der  Mechanik  aber,  wo  ein  Körper  beständig  an 
einen  andern  Ort  gelangt,  wird  auch  die  Richtung  der  auf  ihn 
wirkenden  Kraft  stets  eine  andere  werden.  Für  verschiedene 
Orte  des  Körpers  werden  nämlich  die  Richtungen  der  Kraft 
entweder  einander  parallel  sein,  oder  nach  einem  festen  Punkte 
convergiren  oder  ein  anderes  Gesetz  befolgen,  woraus  hier  eine 
so -mannich fache  Behandlung  der  Kräfte  entspringt. 
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Anmerkung  *2. 
§.  105.,  (Figur  12.)  Die  Vergleichung  und  das  Maas  Ver- 
schiedener Kräfte  ist  ebenfalls  aus  der  Statik  zu  entnehmen. 
Dort  wird  gelehrt,  dass  eine  Kraft  a  sich  zui*  Kraft  b  verhalte, 
wie  min,  wenn  die  erstere  ?2mal  im  Punkt  Ä  nach  der  Rich- 
tung AJB ,  letztere  wmal  in  demselben  Punkte  nach  der  entge- 
gengesetzten Richtung  AC  angebracht  ist  und  der  Punkt\^  im 
Gleichgewicht  bleibt.    Alsdann  ist  nämlich  7ia=^mb,  oder  a:b 

Anmerkun  g  3. 
§.  106.  Darin  ist  aber  das  mechanische  Maass  der  Kräfte 
vom  statischen  verschieden^  dass  bei  diesem  alle  nach  der 
Voraussetzung  dieselbe  Grösse  beibehalten  ^  während  in  der 
Mechanik,  so  wie  der  Körper  nach  einem  andern  Orte  gelangt 
und  die  Richtungen  der  Kräfte  sich  verändern,  auch  ihre  Grösse, 
nach  emem  bestimmten  Gesetze,  andere  Werthe  annehmen  kann. 


Satz  13. 

Lehrsatz. 

§.  107.    (Figur  13.)    Wird  ein  Punkt  von  mehreren  Kräfien 

angegriffen,  so  erlangt  er  eine  solche  Bewegung,  als  wenn  nur 

eine  einzige,  ihnen   allen  gleichgeltende  Kraft   ihn   angegriffen 

hätte. 

Beweis. 
Der  Punkt  A  werde  von  den  Kräften  Aß,  AC,  AD  und 
AE  angegriffen,  deren  mittlere  AM  ist.  Man  nehme  AN  der 
letztern  gleich  und  entgegengesetzt  an,  so  hebt  diese, _wifi_au^ 
dej:^tatik  bekannt  ist,  die  Wirkungen  jener  vier  Kräfte  auf.  Im 
ersten  Augenblick  würde  nämlich  die  Kraft  AN  dem  Punkt  A 
eine  so  grosse  Bewegung  längs  ^iV  beibringen,  als  die  zugleich 
wirkenden  Kräfte  AB,  AC,  AD  und  AE  ihm  nacli  ihrer  mitt- 
lem Richtung,  d.  h.  längs  AM  einflössen  könnten.  Die  Kraft 
AM  allein  aber  wird,  weil  sie  AN  gleich  ist,  den  Punkt  A 
eben  so  weit  längs  AM,  als  die  Kraft  AN-  längs  AN  bewe- 
gen. Daher  ist  auch  die  Kraft  ABI  den  vier  zugleich  wirken- 
den AB,  AC,  AD  vmd  AE  gleichgeltend  und  die  Wirkung 
dieselbe. 

Zusatz  1. 
§.  108.    Wird  daher   ein   Punkt   durch    mehrere  Kräfte  an- 
getrieben, so  kann  man  ihn  als  durch  Eine,  ihnen  allen  gleich- 
geltende Kraft  angetrieben  betrachten. 

3  * 
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Zusatz  2. 
§.  109.    Umgekehrt  kann  man  statt  Einer,  auf  einen  Punkt 
wirkenden  Kraft  mehrere  auf   ihn   wirkende    betrachten,    denen 
jene  gleichgeltend  ist  und  zwar  kann  diess,  wie  aus  der  Statik 
bekannt  ist,  auf  zahllose  Weise  geschehen. 
Anmerkung. 
§.  110.     Sobald  abier  der  Körper  sich  erst  von  seinem  Orte 
bewegt  hat,  ändern  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  ihre  Richtung 
und  Grösse,   wenigstens  wird  diess  vorausgesetzt  und  es  wird 
daher  auch  die  mittlere  Kraft  in  jedem  Augenblick  eine  andere 
werden.    Dess wegen  muss  man  zu  jeder  Zeit  die  mittlere  Kraft 
der  einzelnen,  auf  einen   Punkt  wirkenden,  Kräfte   bestimmen 
und  darf  erstere  nur,  als  während  eines  unendlich  kleinen  Zeit- 
elements auf  den  Punkt  wirkend  ansehen. 
Erklärung   12. 
§.  111.    Eine  Kraft  ist  eine  absolute,  wenn  sie  auf  einen 
sich  bewegenden  Körper  gleiche  Wirkung,  als  auf  einen  ruhen- 
den ausübt;   z.  ß.  die   Schwere,  welche   die  sich  bewegenden 
oder  ruhenden  Körper  gleich  stark  abwärts  zieht. 

Zusatz. 
§.  112.     Ist   die  Wirkung   einer   absoluten   Kraft   auf  einen 
ruhenden  Körper   bekannt,   so   kennt  man  auch   ihre  Wirkung 
auf  einen  beliebig  sich  bewegenden  Körper. 
Erklärung   13. 
§.  113.    Eine  relative  Kraft  ist  diejenige,  welche  anders 
auf  einen   ruhenden,    als    auf   einen    sich   bewegenden   Körper 
wirkt.    Eine  derartige  Kraft  ist^dlejenige,  vermöge  welcher  ein 
Strom  einen   Körper  mit  sich   fortreisst.      Je   schneller    dieser 
sich  bewegt,   desto   schwächere    Kraft  übt  der  Strom  auf  ihn 
aus  und  sie  verschwindet  gänzlich,  wenn  der  Körper  eine  eben 
so  grosse  Geschwindigkeit  als  der  Strom  erlangt  hat. 

Zusatz  1. 
§.  114.  Ist  daher  die  Geschwindigkeit  eines  Körpers  und 
zugleich  das  Gesetz  der  relativen  Kraft  gegeben,  so  kann  man 
die  Gewalt  finden,  mit  welcher  die  Kraft  auf  den  Körper  wirkt. 
Diese  kann  dann  so  lange,  als  der  Körper  dieselbe  Geschwin- 
digkeit Beibehält,  als  absolute  Kraft  angesehen  und  ihre  Wir- 
kung aus  der  der  absoluten  Kraft  abgeleitet  werden.  Die  Be- 
stimmung der  Wirkung,  welche  eine  relative  Kraft  auf  einen, 
mit  gegebener  Geschwindigkeit  sich  bewegenden  Körper  aus- 
übt, ist  nämlich  nichts  anderes,  als  die  Angabe  der  in  diesem 
Falle  gleichvermögenden  absoluten  Kraft 
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Zusatz  2. 
§.  115.  Hierin  sind  also  die  absoluten  und  relativen  Kräfte 
von  einander  verschieden,  dass  die  Grösse  und  Richtung  der 
erstem  nur  von  dem  Orte  des  Körper«,  auf  welchen  sie  wirkt, 
die  Grösse  und  Richtung  der  letztern  ausserdem  von  der  Ge- 
schwindigkeit des  sich  bewegenden  Körpers  abhängig  ist. 

Anm  erkung  1. 

§.  116.     Die   relativen  Kräfte    beziehen  sich   vorzugsweise 
auf  die  Bewegung  der  Körper  in  Flüssigkeiten,  indem  die  Wir- 
kung  der   letztern   auf  jene  von    der  Geschwindigkeit  abhängig 
ist,   womit   die  Körper   sich  bewegen.     Je  grösser  diese  ist, 
eine   desto  grössere  Einwirkung   erleidet   der   Körper  von   der 
Flüssigkeit.     Ausser   andern   Fällen    der  Bewegung    in  Flüssig- 
keiten,  welche  eine  grössere  Kenntniss  der  letztern  erfodern, 
sind  die  zwei  leichter  zu  behandeln,   wenn  die  Flüssigkeit  ent- 
weder ruhet  oder  sich    gleichförmig  in    gerader  Linie  bewegt. 
Dieser  kann  aber  stets  auf  jenen  zurückgeführt  werden,  indem 
man  die  relative  Bewegung  statt  der  absoluten  substltuirt;  als- 
dann  ist  die    Flüssigkeit    als   eine   ruhende   zu   betrachten,    in 
welchem  Zustande  sie  auch  durch  eigene  Kraft  verbleiben  wird. 
Das,  was  im  Folgenden  über   die   relativen  Kräfte  vorgetragen 
werden  W4rd,  bezieht  sich  also  vorzugsweise  auf  die  Bewegung 
der  Körper   in  ruhenden    Flüssigkeiten.    Die  Wirkung,   welche 
die  Flüssigkeit  auf  den  sich  bewegenden  Körper  ausübt,    be- 
steht  durchaus  in   einer  Verminderung  seiner  Geschwindigkeit 
und  wird  daher  Wide r s  t a  n  d  g^ann t.    Dieser  ist  desto  grös- 
ser, je  schneller  der  Körper  sich  bewegt,  er  verschwindet  aber 
ganz,    wenn   der  Körper  ruhet.     Wir    werden  demnach  in    der 
Folge  statt  der   relativen  Kräfte,   widerstehende  Mittel   anneh- 
men; die  Bewegungen  hingegen,    welche    nur    durch  absolute 
Kräfte  hervorgebracht  werden,  wollen  wir  als  im  leeren  Räume 
erfolgend  voraussetzen. 

Anmerkung  2. 
§.  117.  Die  Bewegung  im  widerstehenden  Mittel  sollte, 
wenn  wir  die  gehörige  Reihefolge  beobachten  wollten,  auf  den 
letzten  Theil  verschoben  werden,  welcher  von  den  Flüssigkei- 
ten handeln  wird;  da  wir  auch  jetzt  noch  nicht  wissen,  nach 
welchem  Gesetze  die  Flüssigkeiten -den ,  in  ihnen  sich  bewe- 
genden, Körpern  widerstehen.  Da  aber  dieser  Gegenstand  mei- 
ßtentheils  so  behandelt  zu  werden  pflegt,  dass  man  gänzlich  von 


Hosted  by 


Google 


38  Kapitel  IL     Von  der   Wirkung 

der  Natur  der  Flüssigkeiten  abstrahirt  und  eine  rein  mathema- 
tische Hypotliese  aufstellt ;  so  schien  es  mir  angemessenerj  diese 
Methode  beizubehalten,  als  mehrere  elegante  Aufgaben  zu 
übergehen,  welche  auch  in  der  Betrachtung  der  Flüssigkeiten 
keinen  Platz  finden.  Ich  unterjsuche  aber  diesen  Widerstand 
des  Mittels  nur  bei  Punkten,  denn  bei  Körpern  von  endlicher 
Grösse  ist  die  Schwierigkeit  der  Rechnung  nicht  zu  überwin- 
den. Können  aber  Körper  als  Punkte  angesehen  werden,  so 
entspringt  hieraus  der  Vortheil,  dass  die  Richtung  der  wider- 
stehenden Kraft  mit  der  Richtung  der  Bewegung  zusammen- 
fällt, wenn  jene  nämlich  aus  der  ruhenden  Flüssigkeit  entspringt, 
Desshalb  legen  wir  in  dieser  Abhandlung  von  der  Bewegung 
der  Punkte  den  relativen  Kräften  stets  die  Richtung  bei,  welche 
der  sich  bewegende  Punkt  hat  und  betrachten  sie,  als  ob  sie 
die  Bewegung' verminderten. 

Satz   14. 

Aufgabe. 
§.  118,      Gegeben  ist   die  Wirkung  einer  absoluten  Kraft 
auf  einen  ruhenden   Punkt;  man  soll  ihre  Wirkung  auf  densel- 
ben, beliebig  sich  bewegenden  Punkt  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  14.)  Es  liege  der  Punkt  in  Ä  und  bewege  sich  von 
hier,  mit  der  Geschwindigkeit  c  längs  AB,  die  Richtung  der 
auf  ihn  wirkenden  Kraft  sei  aber  ÄC.  Man  nehme  irgend  ein 
kleines  Zeitelement  dt  an  und  es  werde  während  desselben 
der  Punkt,  wenn  er  in  Ä  ruhete,  durch  den  kleinen  Raum 
AC=dz  fortgezogen,  so  dass  er  sich  nach  der  Zeit  df  nicht 
mehr  in  A,  sondern  in  C  befinden  würde.  Diese  Bewegung 
durch  AC  wird  die  Wirkung  der  Kraft  auf  den  ruhenden  Punkt 
sein.  Diese  Wirkung  moss  aber,  weil  die  Kraft  eine  absolute 
ist,  dieselbe  sein,  mag  der  Punkt  sich  bewegen  oder  ruhen 
(§.  111.),  ]\lan  schneide  mm  auf  der  Richtung  des  Punktes, 
welche  er  längs  AB  hat,  ein  Stück  AB  ab,  welches  er  mit 
seiner  Geschwindigkeit  c  in  der  Zeit  dt  durchlaufen  würde, 
wenn  keine  Kraft  ihn  antriebe;  alsdann  wird  AB=:zcdt  (§.30.). 
Wirkt  aber  die  Kraft^  so  wird  der  Punkt  nach  Verlauf  des 
Zeitelements  dt  sich  nicht  in  B,  sondern  im  Punkte  I)  be- 
linden, dergestalt  dass  die  Wirkung,  welchci  durch  die  Abwei- 
chung des  Punktes  D  von  B  gemessen  wird,  gleich  ist  der 
Wirkung  derselben  Kraft  auf  den  ruhenden  Punkt  (§.  111).  Es 
Ist  also  BD  =  AC.    Ferner  wird    aber  auch   BD-^AC,  weil 
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BD  als  Wirkung  der  Kraft  in  ihre  Richtung  fallen  muss  und 
diese  sich  während  des  unendlich  kleinen  Zeitelements  dt  nicht 
ändert.  Der  Punkt  Ä,  welcher  die  Geschwindigkeit  e  längs 
AB  hat  und  dvuch  eine  ahsolute  Kraft  angetrieben  wird,  befin- 
det sich  daher  am  Ende  des  Zeittheilchens  dt  nicht  in  B,  son- 
dern in  D,  wo  BD:=L  und  i^AC  ist.  Die  während  dieses 
Zeittheilchens  durchlaufenen  Wege  können  aber  als  gerade 
Linien  betrachtet  werden  und  man  muss  daher  annehmen,  dass 
der  Punkt  im  Zeittheilchen  dt  den  Weg  AB  durchlaufen  habe« 

Zusatz  1. 
§,  119.     Da  die  Bewegungen  durch  unendlich  kleine, Räume 
als  gleichförmig  angesehen  werden  können  (§.  33.),  so  wird 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkjt  das  Element  AB 

zurücklegt,  =  ^^  (|.  30.). 

Zusatz    % 
§.    120.     Man   setze    die   Geschwindigkeit   durch   AB  =  c 
\dc,  weil  die  vorhergehende  =:6-  war  (§.35.),  so  wird  c\dc 

^  ^  und  weil  AB  =  ^dt  war,  de  =  il^=il^,       Macht 
dt  M 

man  daher  auf  AB,  Ah=zAB,  so  wird  de  =  — , 

Anmerkung  J.  '\^        ^ 

§.  121.  Es  muss  bemerkt  werden,  dass  :?J^Qder  _^^g  un- 
endhch  vielmal  kleiner  ist,  als  ^^._jEs  jsj^jLämlich  ^3^  der 
mTTendlicher  Geschwindi^keiFlFjler^eit  dt,  AC  hingegen 
de^-mi^u^n:€rm}lrc^h"-1ilmnjr  Geschwindigkeit  in  derselben  Zeit 
diH^chktrfene'Weg!  Dem  ruhenden  Körper  kann  nämlich  keine 
Kraft,  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheilchen,  ^ine  endliche 
Geschwindigkeit  einflössen. 

Zusatz   3. 
§.  122.     Der  Winkel   BAD  ist  daher   ebenfalls    unendlich 
klein  und  wenn  man  Bb  zieht,  wird  diese  Linie  auf  J/>  senk- 
recht stehen.     Setzt  man   nun   sin BAC=k,   wo    k  wie  BAC 
gegeben  ist,  so  wird  auch 

miBDb  =:  sin DAC  =  sin  (BAC-  BAB)  ^  k 

und  sin  BBb  =  Vi  -  sin  BBiß  =  Vi  — ^2. 

Demnach,  weil  BD:=zAC=d%  ist,  i>6  =  cZzVf^^ und  Bb 

=  kdz. 

Zusatz  4. 

§.  123.    Die  Zunahme  de  der  Geschwindigkeit,  welche  wir 
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vorher  =:  -^-  gefunden  haben,  wird  daher  nun  =  — -^ — * 

dt    ^  dt 

Man  sieht,  dass  d%  im  Vergleich  mit  dt  unendlich  klein  ist, 
indem  dz  im  Vergleich  mit  AB:==cdt,  also,  weil  c  von  endli- 
cher Grösse  angenommen  wird,  auch  mit  dt  unendlich  klein 
sein  muss. 

Zusatz  5. 
§.  124.  Nachdem  so  di«,  durch  die  Kraft  hervorgebrachte, 
Zunahme  de  der  Geschwindigkeit  bestimmt  worden  ist,  erhal- 
ten wir  für  den  Winkel  BAD,  welcher  die,  durch  dieselbe 
Kraft  bewirkte,  Ablenkung  von  der  ursprünglichen  Richtung  AB 
bestimmt, 

,     r,  A  rk         Bb        kdz 

Zusatz  6, 
§,  125.    Die  Kraft,  welche  auf  den  sich  bewegenden  Punkt 
einwirkt,   bringt  demnach   in  der  Geschwindigkeit  eine  Aende- 

dz \^1      /^ 
rung  de  =  — und  eine  Ablenkung  in   der  Richtung 

kdz 
hervor,  welche  durch  shiBAD  =  --^-  bestimmt  wird. 

cdt 

Zusatz  7. 
§.  •126.    W^xe  BAC  —  m^,  so  würde  k~l  und  dc^Q, 
In  diesem  Falle  wird  die  Geschwindigkeit  durch  die  Kraft  nicht 
verändert;  für  den  Ablenkungswinkel  von  der  Richtung  haben 

wir  aber  sin  BAD  =z  -— -. 
cdt 

Zusatz   8. 

§,  127.     Ist  BAO  900,  go  wird  sein  Cosinus  V"l3l2 

negativ  und  dgthftr  auch  de  =z^^-I  ^f""^^  ,die  Geschwindig- 

keit  wird  also  durch  die  Kraft  vermindert    Für  die  Ablenkung-^ 

bleibt  ^'inBAD  =^^  unverändert. 
edt 

Zusatz  9. 
§.  128.    Fällt  die  Richtung  ^C  der  Kraft  mit  der  Richtung 
AB  des  Punktes  zusammen,  so  wird  Z:=:0;  es  bleibt  also  die 
Richtung  der  Bewegung   unverändert.     Das  Increment  de  der 

Geschwindigkeit  wird  aber  —  -^ ,  wenn  die  Kraft  nach  dersel- 
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dz 
ben  nnd  =:  — —,  wenn  sie  nach  der  entgegengesetzten  Seite 

der  Bewegung  gerichtet  ist. 

Anmerkung  2. 
§.  129.  (Figur  15.)  Aus  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  er- 
hellt, wie  man  die  Wirkung  einer  absoluten  Kraft  auf  einen 
beliebig  sich  bewegenden  Punkt  zu  bestimmen  habe,  wenn  man 
ihre  Wirkung  auf  den  ruhenden  Punkt  kennt.  Daher  wird  es 
in  den  folgenden  Sätzen  dieses  Kapitels  genügen,  den  von 
Kräften  angeregten  Punkt  als  ruhend  oder  die  Bewegung  in 
derselben  Richtung,  welche  die  Kraft  hat,  anzunehmen.  Hat 
nämlich  der  Punkt  A  die  Geschwindigkeit  e  und  bewegt  er 
sich  mit  ihr  längs  AB,  wird  er  aber  inzwischen  durch  eine 
eben  so  gerichtete  Kraft  angetrieben,  so  dass.er  nach  Verlauf 
des  Zeittheilchens  dt  sich  nicht  in  B,  wohin  er  vermöge  der 
Geschwindigkeit  c  allein  gelangen  würde,  sondern  in  b  befin- 
det; so  wird  Bb  die  Wirkung  der  Kraft  sein.  Durch  einen 
eben  so  grossen  Weg  ao  vvürde  er  in  derselben  Zeit  getrieben 
worden  sein,  wenn  er  sich  in  a  in  Ruhe  befunden  hätte.  Aus 
der  Bewegung  des,  durch  eine  Kraft  angetriebenen,  Punktes -4 
wird  also  die  Wirkung  derselben  Kraft  auf  den  ruhenden  Punkt 
bekannt  und  hieraus  ferner  ihre  Wirkung  auf  den,  sich  irgend- 
wie bewegenden  Punkt. 

Satz  15. 
Aufgabe. 

§.  130.  (Figur  15.)  Gegeben  ist  das  Increment  der  Ge- 
schwindigkeit, welches  eine  gewisse  Kraft  im  Punkt  A,  wäh- 
rend der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  hervorbringt;  man  soll  die 
Zunahme  der  Geschwindigkeit  bestimmen,  welche  dieselbe 
Kraft  während  des  Zeittheilchens  dx  hervorbringt. 
Auflösung. 

Es  habe  der  Punkt  A  die  Geschwindigkeit  c  und  dieselbe 
Richtung  AB,  welche  die  ihn  antreibende  Kraft  hat.  Ferner 
sei  ao  der  kleine  Raum,  durch  welchen  die  Kraft  den  Punkt 
Ai  wenn  er  ruh'te,  während  des  Zeittheilchens  dt  treiben 
würde.  Endlich  sei  AB  der  W^eg,  welchen  A  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  in  der  Zeit  dt  durchläuft,  so  wird  er,  wenn 
ihn  ausserdem  die  Kraft  antreibt,  in  derselben  Zeit  den  Weg 
Ab  zurücklegen,  wo  Bb  =  ao  angenommen  ist.  Diesen  Weg 
kann  man  nun,  weil  er  unendlich  klein  ist,  als  mit  gleichförmi- 
ger Bewegung  beschrieben  ansehen.    Im  folgenden  Zeittheilchen 
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dt  wnvde  er  lum  mit  seiner  jetzigen  Geschwindigkeit  den  Weg 
[)€=:: Ab  zurücklegen,  wenn  die  Kraft  ihn  nicht  zugleich  an- 
triebe. Wirkt  sie,  die  man  wenigstens  während  einer  unend- 
lich kleinen  Zeit  als  unverändert  annimmt,  aber  wieder,  so  ge- 
langt er  vielmehr  bis  c,  wo  Cc:=ao  angenommen  ist.  Auf  ähn- 
liche Weise  legt  er  während  des  dritten  Zeittheilchens  dt  den 
Weg  cd  =  cD  +  Dd  =  bc-{-ao ,  im  vierten  den  Weg  de  ==  dB 
-|-  JSc  =  cd  \-  ao  zurück.     Es  ist  aber 

Ab:=zAB+ao  ,  bc~AB-{-2,ao  ,  cd=zAB  +  '^.ao, 
de  =  AB  +  4:,ao  ,  etc. 

und  ^'d'ds  Increment  der  Geschwindigkeit,  welches  die  Kraft 
dt 

in  dem  Zeittheilchen  dt  erzeugt  hat ;      '         das  in  der  Zeit  ''Idt, 

*^' ^^  das  in  der  Zeit  ^dt  und  allgemein  — ,,     das  in  der  Zelt 

dt        '  /^^ 

ndt  hervorgebrachte  Increment  der  Geschwindigkeit.    Setzt  man 

dr 


dr 
nun  7idt  ^  dt,    also   n  =  -j-,    so   wird   das    in  der   Zeit  dt 


hervorgebrachte  Increment  der  Geschwindigkeit  =  — Jf2~'  ^^ 
^}^QY  ^  das,  dem  Zeittheilchen  ^Z^f  entsprechende  Increment  der 

dt 

Geschwindigkeit  ist,  so  erhält  man,  wenn  -^  mit  F(ao ,  dt)  und 

ähnlich  -^  '^      mit  F(ao  ,  dt)  bezeichnet  wird 
dt^ 

F{ao,dt)  :  F(ao,dt)  =:  dt: dt. 

Es  sind   also  die  Incremente  der  Geschwindigkeit   den  Zeiten, 

während  deren  sie  erzeugt  werden,  proportional. 

Zusatz   1. 

§.  131.  Offenbar  hängen  diese  Incremente  nicht  vom  Werthe 
c  der  Geschwindigkeit  ab ,  vielmehr  haben  sie  denselben  Werth, 
wie  gross  oder  klein  auch  c  selbst  sein  mag.  Diess  ersieht 
man  noch  deutlicher  aus  der  Natur  einer  absoluten  Kraft,  welche 
gleiche  Wirkung  auf  einen  ruhenden  oder  sich  bewegenden 
Körper  ausübt 

Zusatz  2. 

§.  132.  Ist  ci=o,  d.  h.  wird  der  ruhende  Körper  durch 
die  Kraft  zur  Bewegung  angetrieben,  so  werden  die  im  Anfange 
der  Bewegung  erlangten  Geschwindigkeiten  den  Zeiten  propor- 
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tioiml.    Der  Pirnkt  erlangt  also  in  der  doppelten  Zeit  eine  dop- 
pelte, in  der  dreifachen  Zeit  eine  dreifache  Geschwindigkeit. 

Zusatz   3. 
§.  333.     Wird  die  im  Anfang  der  Bewegung,  während  des 
Zeittheilchens  ^  erlangte  Geschwindigkeit  c  genannt,  der  durch- 
laufene Weg  aher  ä;  so  hat  man  t^nc.  Es  ist  aber  auch  (§.  37.) 

t  =;  I  — ,  also  7ic  =   /  —  oder  ncdc^=^ds  und  so 
J     <'  J    <^ 

Die  beim  ersten  Anfang  der  Bewegung  beschriebenen  Wege 
stehen  daher  im  doppelten  Verhältniss  der  Zeiten,  oder  der, 
im  Laufe  jener  Wege  erlangten,  Geschwindigkeiten. 
Anmerkung  1. 
§.134.  Dieser  Satz,  dass  die  Increment«  der  Geschwin- 
keiten  den  Zeiten,  in  welchen  sie  erzeugt  werden,  proportional 
sind,  gilt  auch  für  endliche  Grössen,  wenn  nur  die  antreibende 
Kraft  dieselbe  bleibt  und  die  Richtung  beibehält,  welche  der 
sich  bewegende  Punkt  hat.  Ist  die  Kraft  auch  irgend  wie  ver- 
änderlich, so  wird  sie  sich  doch  in  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  nicht  ändern  können;  daher  findet  in  diesem  Falle  jene 
Beschränkung  nicht  statt.  Bald  werden  wir  die  Wirkungen 
verschiedener  Kräfte  betrachten  und  auch  bei  den  durch  Kräfte 
angetriebenen  Punkten  eine  Verschiedenheit  der  Grösse  anneh- 
men. Diese  Verschiedenheit  widerspricht  nicht  der  äussersten 
Kleinheit  der  Punkte,  unter  denen  wir  keine^  mathematische, 
sondern  physische  verstehen,  ^durch  deren  Zusammenseiznng 
d'K^Körper  entstehen.  Wir  können  uns  nun  zwei  oder  mehrere 
zusammengewachsen  denken  und  erhalten  so  einen  Körper, 
welcher  zwar  grösser  als  ein  einfaclier  Punkt  ist,  aber  doch 
unendlich  klein  bleibt. 

A  n  m  e  r  k  u  n  g  2. 
§.  135.  Galilei  hat  zuerst  diesen  Satz  benutzt,  um  die 
Bewegung  schwerer  herabsinkender  Körper  zu  erforschen.  Er 
gab  keinen  Beweis  dafür,  zweifelte  aber  nicht  an  seiner  Wahr- 
heit, weil  er  so  gut  mit  der  Erfahrung  übereinstimmte.  Er 
widerlegte  ausserdem  andere  Meinungen  über  diesen  Gegenstand, 
wodurch  er  das  Gewicht  der  seinigen  sehr  verstärkte.  Einige 
glaubten  nämlich,  die  Incremente  der  Geschwindigkeiten  seien 
nicht  den  Zeiten,  sondern  den  durchlaufenen  Wegen  proportio- 
nal; Galilei  überzeugte  schon  damals  die  meisten  Gelehrten, 
ilass   diese  Ansicht  absurd  sei.     Befolgten  nämlich  die  Kräfte 
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dieses  Gesetz,  so  würde  oflfenbar  kein  Körper  je 
gelangen  können.     Es  würde  alsdann  dc=nds  . 

t  =    l—=:z—  I  — ==:—  loffc  +  const  =  —  loa?  ns   +  const. 
^/     c       nj    c       n      ^  n      "^ 

und  weil  für  <  =  0 , 

also  vollständig  sein 


und  weil  für  <  =  0 ,  auch  5  r=  0,  also  0  =  -  logO  +  const, 


t  =1-  log  *^=  -    log  00  zrz:  00  . 

n  "^  {)  n  "" 
Mit  Recht  erwiderte  daher  Galilei  seinen  Gegnern,  dass  un- 
ter dieser  Voraussetzung  eine  endliche  Bewegung  in  einem 
Augenblick  erzeugt  werden  müsse,  indem  sonst  gar  keine  ent- 
stehen könne.  Setzte  man  nämlich  auch  im  Anfange  die  Ge- 
schwindigkeit unendlich  klein,  so  könnte  sie  doch  durch  eine 
imaginäre  Kraft  dieser  Art  nie  zu  einer  endlichen  werden.  Aus 
der  gegebenen  Auflösung  der  Aufgabe  ersieht  man,  dass  das 
gefundene  Gesetz  ein  nothwendiges  ist  und  dass  kein  anderes 
dem  Princip  des  Widerspruches  zufolge,  existlren  kann, 

Satz    16. 
Lehrsatz. 
§.  136.     Eine  Kraft  q  übt  auf  einen  Punkt  h  dieselbe  Wir- 
kung aus,  wie  eine  Kraft  p  auf  einen  Punkt  a,    wenn   q',p  -=1 

b  :  a. 

Beweis. 
Man  setze  q^=np,  so  wird  b=zna.     Nun  denke  man  sich 
den  Punkt  na  in   n   gleiche  Theile  zerlegt,   deren  jeder   =:« 

sein  wird  und  ieden  derselben  durch  eine  Kraft  —  .r?w=:ü  an- 

n 

getrieben.  Auf  diese  Weise  wird  jeder  Theil  eben  so  durch 
seine  Kraft  fortgezogen,  wie  der  Punkt  a  selbst  durch  seine  Kraft 
p.  Ferner  werden  diese  Theile  des  Punkts  na-,  jeder  durch 
seine  Kraft  angetrieben ,  sich  nicht  von  einander  trennen ,  son- 
dern stets  vereinigt  bleiben,  wenn  sie  es  im  Anfange  waren. 
Da  also  beide  Fälle  auf  dasselbe  hinauskommen,  mag  der  Punkt 
na  durch  die  Kraft  np,  oder  jeder  Theil  a  des  erstem  durch 
einen  ihm  entsprecheuden  Theil  p  des  letztern  angetrieben  wer- 
den ,  wenn  nur  die  Theile  sich  nicht  von  einander  trennen ;  so 
wird  na  ehen  so  durch  7ip,  als  a  durch  p  angetrieben. 

Zusatz   1. 
§.  137.     Der  Punkt  na  erlangt  durch  die  Kraft  71p  dieselbe 
Beschleunigung,  als  a  durch  p. 
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Zusatz  2. 
§.  138.    Um  einem  grossem  Punkte  dieselbe  Geschwindig- 
keit, wie  einem  kleinern  zu  ertheilen,   bedarf  man  einer  grös- 
sern Kraft  und  zwar  einer  desto  grössern,  je  mehr  jener  Punkt 
diesen  an  Grösse  übertrifft. 

x\n  merkung  1. 
§.  139.  Dieser  Satz  enthält  die  Grundlage  zur  Bestimmung 
der  Kraft  der  Trägheit,  denn  aus  demselben  folgt,  dass  in  der 
Mechanik  die  Materie  oder  Masse  der  Körper  in  Betracht  ge- 
zogen werden  muss.  Man  hat  nämlich  die  Zahl  der  Punkte  zu 
beachten ,  aus  denen  der  zu  bewegende  Körper  zusammenge- 
setzt ist  und  die  Masse  des  letztern  ihr  proportional  zu  setzen. 
Man  muss  aber  solche  Puji]de_-.als^lj^ich_ajn^  aufweiche 

diesefbeTi^raft  glcic]^_Wh;kung_^i^^  nicht  aber  die,  welche 
gleich  gross  smd.  Denken  wir  uns  daher  die  ganze  Materie  in 
derartige  gleiche  Punkte  oder  Elemente  zerlegt,  so  müssen  wir 
die  Menge  der  Materie  eines  Körpers  nach  der  Zahl  der  Punkte 
aus  denen  er  zusammengesetzt  ist,  abschätzen.  Dass  aber  die 
Kraft  der  Trägheit  dieser  Zahl  von  Punkten  oder  der  Menge 
der  Materie  proportional  sei,  werden  wir  in  folgendem  Satze 
sehßn. 

Zusatz  3. 
§.  140.  In  Bezug  auf  die  Menge  der  Materie  sind  zwei 
Körper  einander  gleich,  welche  aus  gleich  viel  Punkten  zusam- 
mengesetzt sind.  Sie  verhalten  sich  aber  zu  einander,  wie  m:7i, 
wenn  die  Anzahl  der  Punkte,  woraus  sie  zusammengesetzt  sind, 
in  diesem  Verhält« iss  steht. 

Anmerkung  2. 
§.  141.  In  der  Folge  werden  wir  zeigen ,  dass  diese  Weise, 
die  Menge  der  Materie  zu  bestimmen,  wirklich  angewandt  wird 
und  allgemein  angenommen  ist.  Man  pflegt  nämlich  aus  dem 
Gewicht  eines  jeden  Körpers  seine  Masse  herzuleiten  und  die 
letztere  dem  erstem  proportional  anzunehmen.  Versuche  haben 
aber  gezeigt,  dass  im  leeren  Räume  alle  Körper  gleichmässig 
herabsteigen ,  also  gleich  stark  durch  die  Schwerkraft  beschleu- 
nigt werden;  mithin  muss  nothwendig  die  auf  die  einzelnen 
Körper  wirkende  Schwere  der  Menge  ihrer  Materie  proportio- 
nal sein.  Das  Gewicht  eines  Körpers  zeigt  die  Schwerkrat^  an, 
welche  ihn  antreibt.  Da  nun  diese  Kraft  der  Menge  der  Ma- 
terie proportional  ist,  wird  diese  durch  die  Abwägung  zugleich 
in  dem  Sinne  bekannt,  welchen  wir  hier  der  Materie  beigelegthaben. 
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Satz  17. 
Lehrsatz, 
§.  142.     Die    Kraft   der    Trägheit  jedes    Körpers    ist  der 
Menge  der  Materie ,  woraus  er  besteht,  proportional. 

Beweis. 

Die  Kraft  der  Trägheit  ist  die  jedem  Körper  inwohneride 
Kraft,  in  seinem  Zustande  der  Ruhe  oder  der  gleichförmigen 
geradlinigen  Bewegung  zu  verharren  (§.74.).  Sie  ist  daher 
durch  die  Kraft  abzuschätzen,  welche  erforderlich  ist,  um  den 
Zustand  des  Körpers  zu  verändern.  Verschiedene  Körper  wer- 
den aber  in  ihrem  Zustande  auf  gleiche  Weise  durch  Kräfte 
gestöiti  welche  den  in  jenen  enthaltenen  Mengen  der  Materie 
proportional  sind.  Daher  sind  auch  ihre  Kräfte  der  Trägheit 
diesen  Kräften ,  also  auch  Aqw  Mengen  der  Materie  proportional. 

Zusatz  1. 

§.  143.  Man  ersieht  aus  dem  Beweise,  dass  ein  Körper 
stets  dieselbe  Kraft  der  Trägheit  besitzt,  mag  er  ruhen  oder 
sich  bewegen.  In  beiden  Fällen  afficirt  ihn  eine  absolute  Kraft 
gleich  stark. 

Zusatz  2. 

§.  144.  Die  Kraft  der  Trägheit  ist  mit  keiner  andern  Kraft 
gleichartig,  denn  wir  werden  in  der  Folge  sehen,  dass  ein  noch 
so  grosser  Körper  nothwendig  von  der  kleinsten  Kraft  eine  Ein- 
wirkung erleiden  muss. 

Anmerkung. 

§.  145.  Hieraus  erhellt  der  Ursprung  des  Namens:  Kraft 
der  Trägheit,  wie  wir  oben  (§.76.)  bereits  angedeutet  haben, 
nämlich  daher,  dass  dieselbe  der  Wirkung  der  Kräfte  gewisser- 
massen  widersteht.  Newton  verbindet  in  der  III.  Erklärung 
seiner  Principien  eine  und  dieselbe  Idee  mit  der  Kraft  der  Träg- 
heit und  dieser  Kraft  zu  widerstehen  und  setzt  beide  der  Menge 
der  Materie  proportional. 

Satz  18. 
Aufgabe. 
$.  146.     Gegeben  ist   die  Wirkung   einer    Kraft   auf  irgend 
einen  Punkt,  man  sucht  die  Wirkung    einer   andern   beliebigen 
Kraft  auf  denselben  Punkt. 

Auflösung. 
(Figur   16.)     Es  ruhe  der  Punkt  in  A  und   es  bestehe   die 
Wirkung  der  gegebenen  Kraft  AB  auf  ihn  darin,    dass  sie  ihn 
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während    des    Zeittheilchens   dt   durch    den    klemen  Weg   Ab 
führt    Es  ist  die  Frage,   durch  welchen  Weg    derselbe  Punkt 
in  derselben  Zeit,   vermöge  der  andern  Kraft  AC,  fortgezogen 
werden  wird.    Man  ziehe  die  Linien  AB  und  AC  so  ^  dass  die 
Verbindungslinie  BC  auf  AC  senkrecht  stehe,  was  immer  ge- 
schehen kann,  wenn  nur  AC<^AB  ist.    Ist  JC>^j&,  so  wird 
die  Auflösung  leicht  aus  jener  abgeleitet.    Auf  der  andern  Seite 
ziehe  man  die  Linie  AD  so,  dass  BAD  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  werde.     Halbirt  man  nun  ^^  und  AD  in  E  und  F,  so 
stellen  AE  und  AF  die  Hälften  der  Kx'Aüe  AB  und  AD  vor. 
Offenbar  wird  die  Kraft  AC  im  Punkt  A  dasselbe  leisten,  was 
die  beiden  AE  und  JF vereint  bewirken  (§.  107.),  weil,  wegen 
des  Parallelogramms   AECF ,  AC  die  mittlere  Kraft  der  beiden 
Seitenkräfte  AE  und  AF  ist.     Wir  wollen   uns    daher   denken, 
dass  der  Punkt  A,  statt  durch  die  Kraft  AC,  durch  die  beiden 
Kräfte  AE  und  AF  angetrieben  werde.    Auf  diese  Weise  stel- 
len wir  uns  die  Sache  so  vor,   als  ob  jede  der  Kräfte  AE  und 
und  AF   eine  Hälfte  des   Punktes  A  angriffe.     Diese  Hälften 
mögen   nun,   wenigstens    während   des   Zeittheilchens   dt,    von 
einander  getrennt  sein   und  nach  Ablauf  desselben   sich  plötz- 
lich wieder  vereinigen.     Da  nun  die   Kraft  AB  den  Punkt  A 
während  des  Zeittheilchens  dt  duiK^h  den  Weg  Ah  fortzieht,  so 
wird  die  halbe  Kraft  AE  die  Hälfte  jenes  Punktes  in  derselben 
Zeit  durch  denselben  Weg  führen  (§.  136.).   Auf  ähnliche  Weise 
wird  die  andere  Hälfte   des  Punkts  J,   während  des  Zeittheil- 
chens dt,  durch  die  andere  Kraft  JF,  über  den  Weg  Ad^Ab 
fortgeführt;   so   dass    nach   Ablauf  der  Zeit  dt  die   eine  Hälfte 
des  Punkts  A  sich  in  6,    die  andere   in  d  befinden  wird.    Nun 
mögen  sie  sich  plötzlich  wieder  vereinigen,  oder  durch  eine  un- 
endlich  grosse   Cohäsionskralt   zusammengezogen  werden,    als- 
dann werdeu  sie  in  der  Mitte  c  der  Linie  bd  zusammentreffen; 
indem  kein  Grund  vorhanden  ist,    wesshalb  sie  näher  an  b  als 
an   d  sich    vereinigen  sollten.      Durch    die    vereint    wirkenden 
Kräfte    AE  und   AF  wird   also   der  Punkt  A  über  den  kleinen 
Weg  Ac  fortgeführt;   daher  wird   auch   ihre  mittlere  Kraft  AC 
dieselbe  Wirkung  hervorbringen.     Es   ist  aber  bd#BD,  also 
Ab:Ac=^  AB  :  AC.    Ist  daher   der  kleine  Weg  Ab   gegeben, 
über  welchen  der  Punkt  durch  die  Kraft  AB   fortgezogen  wird, 
so   kennt  man  auch   den   kleinen  Weg  Ac,  über   welchen   eine 
andere  Kraft  AC  denselben  Punkt  A,    in   demselben  Zeittheil- 
chen  dt  führen  wird.     Zugleich  ergibt  sich,  wenn  die  Wirkung 
Ac  der  kleinern  Kraft   AC  gegeben   ist,   die  Wirkung   Ab  der 
grossem  Kraft  AB. 
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Zusatz  1. 

§.  147.  Die  Wege^  über  welche  gleiche  Punkte  durch  be- 
liebige Kräfte  in  gleichen  Zeiten  geführt  werden ,  sind  also  den 
Kräften  proportional. 

Zusatz   2. 

§.  148.  Die  im  Anfang  der  Bewegung,  während  ungleicher 
Zeiten  beschriebenen  Wege  sind  den  Quadraten  der  Zeiten  pro- 
portional (§,  133,);  daher  stehen  die  Wege,  über  welche  gleiche 
Punkte  durch  beliebige  Kräfte,  in  ungleichen  Zeiten  geführt 
werden ,  im  zusammengesetzten  einfachen  Verhältniss  der  Kräfte 
und  doppelten  der  Zeiten. 

Anmerkung. 
§.  149.  Das  Princip,  dessen  wir  uns  bei  der  Auflösung 
dieser  Aufgabe  bedient  haben,  besteht  darin,  dass  wir  uns  den 
durch  mehrere  Kräfte  angetriebenen  Körper  in  eben  so  viel 
gleiche  Theile  zerlegt  denken,  deren  jede  nur  durch  Eine  Kraft 
angetrieben  werde.  Werden  sie  so  einzeln  durch  ihre  respe- 
ctiven  Kräfte  während  eines  Augenblicks  fortgeführt,  so  stellen 
wir  uns  vor,  dass  sie  plötzlich  wieder  gegen  einander  getrieben 
und  vereinigt  werden.  Auf  diese  Weise  wird  der  Vereinigungs- 
punkt derjenige  Ort  sein,  nach  welchem  der,  durch  alle  zugleich 
wirkenden  Kräfte  getriebene,  Körper  in  derselben  Zeit  gelangen 
würde.  Die  Richtigkeit  dieses  Princips  kann  man  sich  dadurch 
veranschaulichen,  dass  man  sich  die  Theile  des  Körpers  durch 
sehr  starke  Federn  mit  einander 'verbun3en"~d^litT^elche 
miaufhörllcirwrrken,  jedoclTuTwechselnTlen  Intervallen  nachge- 
ben und  dann,  in  Folge  einer  unendlich  grossen  Kraft,  sich 
plötzlich  wieder  zusammenziehen.  Hiernach  wird  die  Zeit,  in 
welcher  die  getrennten  Theile  wieder  zu  einander  zurückkehren, 
unendlich  klein  sein.  Desselben  Princips  haben  sich  schon 
Andere  bei  der  Auflösung  mechanischer  Aufgaben  bedient  und 
die  meisten  nahmen  es  der  Sache  nach  nicht  verschieden  an, 
indem  sie  sich  die  Kräfte  nicht  ununterbrochen,  sondern  nur 
in  Intervallen  wirkend  dachten.  Unter  Zulassung  dieses  Prin- 
cips ist  es  klar,  dass  zwei  gleiche  Theile  sich  auf  einer  gera- 
den Linie  einander  nähern  und  in  der  Mitte  ihres  Abstandes 
zusammentreffen. 

Satz  19. 
Lehrsatz. 
§.  150.     (Figur  17.)    Es  bewege  sich  ein  Punkt  in  der  Rich- 
tung AM  und  werde,  während  er   den  unendlich  kleinen  Weg 
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3l7n  zurüeklegt,  durch  eine  Kraft  p  nach  derselben  Richtung 
getrieheuv  Alsdann  wird  das  Increment  der  Geschwindigkeit, 
welches  der  Punkt  inzwischen  erlangt,  dem  Produkt  aus  der 
antreibenden  Kraft  in  das  Zeittheilchen,  während  dessen  er  das 
Element  Ü/m  zurücklegt  >  proportional. 

Beweis. 
Das  Zeittheilchen  sei  dt  und  es  lege  der  Punkt  während 
desselben  den  Weg  TH/ft  zurück,  wenn  er  nicht  durch  die  Kraft 
angetrieben  würde,  sondern  mit  der  in  TU/ vorhandenen  Geschwin- 
digkeit fortginge.  Die  Wirkung  der  Kraft  besteht  nun  darin, 
dass  durch  sie  der  Punkt  weiter  über  ^m  fortgeführt  wird,  wel- 
cher letztere  kleine  Weg  demjenigen  gleich  ist,  über  den  die- 
selbe Kraft  in  derselben  Zeit  den  Punkt,  wenn  er  ruh'te,  füh- 
ren würde.  Wir  nehmen  nämlich  die  Kraft  als  eine  absolute 
an  (§.  111.).  Diesem  kleinen  Wege  ist,  bei  gegebener  Zeit, 
das  Increment  der  Geschwindigkeit  proportional;  ist  aber  die 
Kraft  dieselbe,  so  wird  das  letztere  Increment  dem  Zeittheil- 
chen dt  proportional  (§,  130.)-  Da  nun  der  kleine  Weg  ^m 
oder  das  Increment  der  Geschwindigkeit,  bei  gegebener  Zeit, 
der  Kraft  p  proportional  ist;  so  wird  es  bei  beliebiger  Zeit  und 
Kraft  dem  Produkt  pdt  proportional  sein. 

Zusatz  1. 

§.  151.    Ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  M^e  und 

eis         , 
der  kleine  We<?  Mm==  ds,  so  wird  dt  =  — ,  weil  zur  Bestim- 

mung  der  Zeit  das  Element  Mm,  als  mit  gleichförmiger  Bewe- 
gung beschrieben  angenommen  werden  muss.  Da  aber  de  pro- 
portional pdt,  so  wird  offenbar  auch  de  proportional '—__     oder 

cdc  proportional  jjds.  Das  Increment  des  Quadrats  der  Ge- 
schwindigkeit ist  also  dem  Produkt,  aus  der  Kraft  in  das  Ele- 
ment des  durchlaufenen  Weges,  proportional. 

Zusatz  2. 
§.  152.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Lehrsatz  nicht  nur  wahr  ist, 
sondern  auch  nothwendig  wahr  sein  muss,  so  dass  ein  Wider- 
spruch entstehen  würde,  wenn  man  de  =:  p'^dj  oder  =  p'-^dt 
oder  irgend  einer  andern  Potenz  von  p  in  dt  multiplicirt  gleich- 
setzen wollte.  Da  Daniel  Bernoulü  in  Comment,  Acad. 
Petrop.  Tom.  I  alle  diese  als  gleich  wahrscheinlich  angenom- 
men hat,  war  ich  um  die  strengen  Beweise  dieser  Sätze  sehr 
besorgt. 

Euler's  Mechanik.   I.  4 
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Anmerkung. 
§.  153,     Der  Beweis  dieses  Lehrsatzes   ergibt  sich   auch 
leicht   aus   §.   148.,   wonach  der  kleine  Weg   fim  proportional 

t)iW  ist.    Da  nämlich  ^    das   Increment  der  Geschwindis^keit 
'  dt 

ist,  so  wird  ^  =  de  proportional  pdt,  wie  im  Lehrsatze. 

Satz  20. 

Lehrsatz. 

§.  154.    (Figur  18.)     Stimmt   die  Richtung  der  Bewegung 

des  Punktes  mit   der  Richtung   der  Kraft    überein,    so   ist  das 

Increment   der  Geschwindigkeit  proportional   dem  Produkt    der 

Kraft  in  das  Zeittheilchen,  dividirt  durch  die  Masse  des  Punktes. 

Beweis. 
Es  bewegen  sich  die  zwei  ungleichen  Punkte  oder  Körper 
Ä  und  B  längs  der  Linien  AM  und  BN  und  sie  werden  re- 
spective  durch  die  Kräfte  p  und  it  angetrieben,  während  sie 
die  sehr  kleinen  Wege  Mm  und  Nn  in  den  Zeiten  dt  und  d% 
zurücklegen.  Offenbar  wird  der  Körper  B  von  der  Kraft  %  auf 
dieselbe  Weise  angegriffen,   als  der   Körper  A  von  der  Kraft 

-^  (§.  136.).  Setzt  man  daher  statt  B  einen  A  gleichen  Punkt, 
B 

so  muss  man  statt  der  Kraft  %  die  -^-  setzen  und  wir  erhal- 

ten  auf  diese  Weise  den  Fall  des  vorhergehenden  Satzes,  wo  die 
Punkte  einander  gleich  gesetzt  waren.  Es  verhält  sich  daher 
das  Increment    der  Geschwindigkeit    durch   Mm,    zu   dem  Nn 

entsprechenden,  wie  pdt\  -^-  dr  (  §.  150.)  oder  wie  ^--:-Z^_l 

/>  AB 

Zusatz  1. 
§.  155.    Ist  daher  die  Geschwindigkeit  des  Punkt's  ^  =  c, 
so  wird 

de  =  VVdt 
A 

wo  n  in  allen  Fällen  dieselbe  Zahl  bezeichnet,  welche  weder 
von  der  Kraft,  -noch  den  Zeittheilchen,  noch  der  Grösse  des 
Punkt's  abhängig  ist. 

Zusatz  2. 
§.  156.     Die  Grösse  der  Materie  A  kommt  hier  in   so  fern 
in   Betracht,   als  sie  der  antreibenden  Kraft  widerstrebt,  d.  h. 
mit  der  Kraft  der  Trägheit  übereinstimmt.    Daher  verhält  sich 
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das  Increment  der  Geschwindigkeit  direct,  wie  die  antreibende 
Kraft  und  das  Zeittheilchen  und  indirect,  wie  die  Kraft  der 
Trägheit 

Zusatz  3^. 

§.  157.     Setzt  man  den  Weg  Mni  =  ds,  so  wird  dt  =  — 

,        j  npds       T 

also  de  =     ^ .      und 

cdc  =  ^, 

Das  Increment  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit  ist  also  pro- 
portional dem  Produkt  der  Kraft  in  den  durchlaufenen  kleineu 
Weg,  dividirt  durch  die  Masse  oder  die  Kraft  der  Trägheit 
des  Körpers. 

Anmerkung. 
§.  158.  Dieser  Satz  umfasst  alle  bisher  aufgestellten  Prin- 
cipien,  welche  die  Natur  der  Bewegung  bestimmen  und  alle 
Gesetze  der  letztern,  sobald  die  Richtung  der  Kraft  mit  der  Rich- 
tung der  Bewegung  übereinstimmt.  Verbindet  man  ihn  mit 
§.  118,  wo  die  Wirkung  schief  gerichteter  Kräfte  bestimmt 
wurde;  so  hat  man  alle  Principien,  aus  denen  man  die  Bewe. 
gung  solcher  Punkte ,  welche  durch  beliebige  Kräfte  angetrieben 
werden,  ableiten  kann. 

Zusatz  4. 

6.  159.    Weil  de  =  2£^  ist  .  so    wird    der  kleine  Weg, 
über  welchen  die  Kraft  p   den    Punkt  A  im   Zeittheilchen    dt 

führt,  —  ^^ — .    Nennt  man   nämlich   diesen  kleinen  Weg  dz, 

A 

so  wird  de  =  ~,  also  dz  =  de  .  dt  =  -^ —  (  §.  128.) 
ctt  A 

Satz  21. 
Aufgabe. 
$.160.  Man  soll  die  Wirkung  einer  beliebigen  Kraft,  welche 
schief  auf  einen  sich  bewegenden  Punkt   einwirkt,  bestimmen. 

Auflösung. 

(Figur  19.)     Es  habe  der  Punkt  A  die   Geschwindigkeit  e 

und  die  Richtung  AB,  er  werde  aber  durch  eine  Kraft  p  nach 

der  Richtung  AC  angetrieben,  wo  sin^^C  ■=  k  ist.     Offenbar 

würde  der,   sich  selbst  überlassene  und  nicht   durch   die  Kraft 
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aiigetriebene,  Punkt  A  auf  der  geraden  Linie  AB  fortgehen 
imd  in  der  Zeit  dt  einen  Weg^ß  =:  cdf/  zurücklegen  (§.  30.)» 
Wirkt  aber  die  Kraft  p,  so  wird  ^  von  jener  Geraden  abgelenkt 
und  inzwischen  den  kleinen  Weg  AD  zurücklegen^  wie  in  §.  118. 
gezeigt  worden  ist.  Dort  haben  wir  AC^BD~dz  gesetzt, 
über  welchen  kleinen  Weg  der  Punkt  A,  wenn  er  in  Ruhe  wäre, 
durch  die  Kraft  p  in  der  Zeit  dt  fortgeführt  werden  würde    Es 

ist  daher  dz  =^  (§.  139.),  und  B\nA^=  ^^=^f 

(§.  124.)«    Ferner  ist  das  Increment  der  Geschwindigkeit  dc^:^^ 

dt  ^^'  ^^^'^  -^  -— ™_ 

Zusatz  1. 

§.  161.     (Figur  20.)    Man  setze  den  Weg  AD  =  ds,   so 

ds 
wird  dt  =  —  und  daher  ^  wenn  man  diesen  Werth  von  dt  sub- 
c 

stituirt^  de  =    ^   ^  . — ZIJl  ,    Man    ziehe   nun  aus  D    auf  die 
A.c 

Richtung  AE  der  Kraft  das  Perpendikel  DF  und  setze  AF^=: 
dy  und  DF  =  dx ;  so  wird  d$^  =  dx^  +  dy^^  k  =  -p    und 

VT=:F=:$.    Es  wird  daher  dc  =  ^^^  oder 
ds  Ac 

Acdc  =  npdy, 

Zusatz  2. 
§.  162.     (Figur  20.).    Man  ziehe  an  der  Curve,  welche  der 
Körper  auf  diese  Weise  beschreibt^  den  Krümmungshalbmesser 

AO  in  A,  so  wird  BbiAB  =  ADiAO  und  AO  =4]^;^. 

Bö 

Es  ist  aber  -^r-^zzismBAD  =  ^-^-£- — =:-^^^  und  daher,  weil 
AB  A .  c  Acds 

ADzzzds  ist. 


npdxdt* 

Zusatz  3. 

§.  163.    Da  aber  dt  ^  ^,  so  wird  AO  =  ^^   und, 
€  npdx 

wenn  man  AO  ^=z  r  setzt, 

nprdx  =  A.c^ds. 
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Zusatz  4. 
§.  164.    Fällt  die  Riehtimg  AE  der  Kiaft  p  mit  der  Nor 
mftle  AQ  zusammen,  so  wird  AF  z=z  di/  ==:  0  und  DF  =::  dcv 
^=:  AJD  •=:.  dß.    Mithin  erhält  man  cde  =;=  0^  d.  h,  diese  Kraft 
verändert  die  Geschwindigkeit  nicht. 

Zusatz  5. 
§.  165.     Ferner  wird  in  diesem  Falle  7iprz=:Ac^,  oder  v:^=::. 

A,c^        , 

.     Diese  Kraft,   deren  Richtunaj  normal  auf  der  Riehtuns 

der  Bewegung  des  Körpers  steht,  bewirkt  also,  dass  dieser 
nicht  auf  einer  geraden  Linie,  sondern  auf  dem  Bogen  einer 
Curve  fortgeht. 

Zusatz  6. 
§.  166-    Fällt  die  Richtung  der  Kraft  p  mit  der  Tangente 
AB  zusammen,  so  wird  da:  =  0  und  %  —  ds,  also  Acdc  = 
npds.    In  dieser  Richtung  wird  also  die  Kraft  p  die  Bewegung 
des  Körpers  am  stärksten  vermehren. 

Zusatz  7. 
§.  167.  Fällt  die  Richtung  der  Kraft  p  in  die  AB  entge- 
gengesetzte Richtung,  so  dass  sie  der  Bewegung  des  Körpers 
entgegenwirkt;  so  wird j» negativ  und  man  erhält  Acdc=^---7ipds. 
Die  Geschwindigkeit  wird  also  in  diesem  Falle  um  eben  so  viel 
vermindert,  als  sie  vorhin  vermehrt  wurde. 

Zusatz  8. 
§.  168.     In  beiden  Fällen,   wo   die  Richtung    der  Kraft   p 
jn  die  Tangente  fällt,  wird,  weil  dcc-=z{)  ist,  r=:oD.    Die  Rich- 
tung des  Körpers  bleibt  also  unverändert  und  geradlinig. 

Zusatz  9. 
§.  169.    Ist  in  einem  einzigen  Falle  der  Werth  von  n  durch 
Versuche  bestimmt ,  so  wird  dieser  für  alle  Fälle  dienen.    Dann 
kann  man  also   die   absokiten  Werthe  bestimmen,   welche  bei 
Bewegungen  verlangt  werden. 

Zusatz  10. 

§.  170.    Aus  Zusatz  1.  folgt  A  -=:  ?^S^  und  substituirt  man 

®  cdc 

diesen  Werth  in  Zusatz  3.,  so  erhält  man  nprdx  =.  üf—d.-^ 

oder 

rda:dc  =  cdyds. 

In  dieser  Gleichung  kommt  weder  n,  noch  A  noch  p  vor  und 
sie  gilt  daher  für  die  Bewegung  eines  beliebigen,  durch  eine 
beliebige  Kraft  angetriebenen  Punktes. 
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Zusatz  11. 
§.  171.  Obgleich  in  der  vorhergehenden  Gleichung  die 
Kraft  p  selbst  nicht  enthalten  ist,  so  bleibt  doch  ihre  Richtung 
noch  übrig,  indem  von  derselben  das  Verhältniss  dx  :  dy  ab- 
hängig ist.  Ist  daher  die  Richtung  einer  Kraft,  welche  einen 
Punkt  an  einem  beliebigen  Orte  antreibt  urTd  die  Curve ,  auf 
welcher  der  Punkt  sieh  bewegt,  gegeben;  so  kann  man  aus 
diesen  Grössen  allein  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  an  einem 

beliebigen  Orte  ableiten.    Es  wird  nämlich —^=:—^—    oder   c 

c         rdx 

/dyds 
—   ^       ^^^ ,  wo  e  die  Basis  der  hyperbolischen  Logarithmen  ist. 

Zusatz  12. 

§.  172.    Weil  ferner  dt  =:  —  ist,  so  wird 

c 


=/• 


/» dyds 


rdx 

ds. 


Hieraus  ergibt  sich  zugleich  die  Zeit,  in  welcher  ein  beliebi- 
ges Stück  der  Curve  beschrieben  wird,  wozu  man  also  nur  der 
Kenntniss  der  Curve  und  der  Richtung  der  Kraft  bedarf. 

y]^^,ff^  Zusatz  13. 

%li^^^^w^^   §'  1^^-     (Figui'  ^0.)     Fällt   man   von  O   auf  die  Richtung 
1fGi*^*^\  y    ^£  der  Kraft  das  Perpendikel  OE,  welches  von  einigen  cora- 
,  J\jSIa%,^  diusf,  genannt  wird,  so  hat  man  ds\dx  =  AOiAE  =:  r:q 


\ 


wo 

^v*—— «*-.o  - ^    -  ' 

*  rdx 

*         AE  =  q  gesetzt  ist.     Es  wird  also   —j-  =  q    und    so 

e^  9  ,  wie  auch  t  =  I  e  '^  ^   ds. 


S' 


Anmerkung. 

§.  174.  Nach  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  kann  man  die 
Bewegung  eines,  durch  beliebige  Kräfte  angetriebenen  Punk- 
tes bestimmen.  Aus  zwei  Gleichungen  \yird  nämlich  so  wohl 
die  Gesshwindigkeit  des  Punktes  an  einem  beliebigen  Orte,  als 
auch  die  Krümmung  oder  der  Radius  des  osculirenden  Kreises 
am  durchlaufenen  Bogen  bestimmt.  Sind  diese  aber  bekannt, 
so  findet  man  zugleich  die  Zeit,  in  welcher  ein  beliebiges  Stück 
der  Curve  zurückgelegt  wird  und  diese  Data  reichen  überflüs- 
sig zur  Bestimmung  der  Bewegung  hin. 
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Erklärung  14. 

§.  175.  Die  wiederherstellende  Kraft  ist  jene  imagi- 
näre und  unbestimmte  Kraft,  welche  die  getrennten  Theile  eines 
Körpers  in  einem  Augenblick  zusammentreibt  und  in  den  frü- 
hem Zustand  zurückversetzt.  Eine  derartige  Kraft  nahmen  wir 
im  §.  146.  an  und  durch  sie  wurden  zwei  Theile  eines  Punk- 
tes, den  wu*  uns  für  einen  Augenblick  zerlegt  dachten,  wieder 
zusammengezogen. 

Zusatz  1. 

§.  176.  Denken  wir  uns  einen  Punkt  in  zwei  gleiche 
Theile  zerlegt  und  diese  durch  Kräfte  von  einander  getrennt, 
so  zieht  die  wiederherstellende  Kraft  sie  in  der  Mitte  der,  beide 
Theile  verbindenden  geraden  Linie  zusammen,  wie  in  §.  146. 
nach  dem  Princip  des  zureichenden  Grundes  gezeigt  worden  ist. 

Zusatz  2. 

§.  177.    Da  die  Wirkung  der  wiederherstellenden  Kraft  in 

einem  Augenblick  hervorgebracht  werden  rauss ,    so   kann  man 

die   letztere  als    eine,    mit    unendlich  grosser   Kraft  begabte, 

Feder  ansehen,  welche  die  getrennten  Theile  wieder  vereinigt. 

Anmerkung. 

§.  178.  Der  Gebrauch  dieser  wiederherstellenden  Kraft 
leuchtet  schon  gewissermassen  aus  §.  146.  hervor,  wir  werden 
aber  in  der  Folge,  wenn  wir  die  Bewegung  endlich  grosser 
Körper  untersuchen ,  noch  häufig  Gebrauch  von  ihr  machen. 
Hier  wollen  wir  aber  ihre  Wirkung  bei  der  Verbindung  meh- 
rerer getrennter  Theile  eines  Punktes  untersuchen ,  was  in  der 
Folge  von  grossem  Nutzen  sein  wird.  Die  wiederherstellende 
Kraft  begreift  also  ein  gewisses  Princip,  mittelst  dessen  viele 
Fragen  leicht  gelöst  werden  können,  und  welches  wir  das  Prin- 
cip  der  Wiederherstellung  nennen  wollen. 

Satz  22. 
Lehrsatz. 
§.  179.     (Figur  22.)    Befinden  sich  zwei  getrennte  Theile 
eines  Punktes  in  b  und  d,  so  werden  sie    durch  die  wieder- 
herstellende Kraft   im  Schwerpunkt  c   der  Theilchen  b  und   d 

wieder  vereinigt. 

Beweis. 

Diese  Theilchen  mögen   anfangs  in  Ä   vereinigt  gewesen 

und  dnrch  die  Kräfte  AB  und  AD ,  in  demselben  Zeittheilchen 

cZf,  nach  b  und   d  gezogen   worden  sein.    Die  mittlere  Kraft 

dieser  beiden  sei  aber  AC,  welche  in  derselben  Zeit  den  gan- 
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zer>  Punkt  A  nach  c  zu  bringen  yerinag.  Offenbar  müssen  also 
die  Tbeiie  b  w\A  d  dmch  die  wiederberstellende  Kraft  iö  c  ver- 
einigt werden,  weil  die  Kraft  A€  auf  den  ganzen  Punkt  Ä  die- 
selbe Wirkung  ausübt,  als  die  beiden  AB  und  AD  auf  seine 
zwei  Theiie  (§,  149.).  Hieraus  ergiebt  sich  der  Punkt  c  des 
Zusannnentreffens,  w#hin  die  beiden  TheÜchen  h  und  d  durch 
die  wiederherstellende  Kraft  getrieben  werden.  Damit  aber  das 
Theiichen  b  durch  die  Kraft  AB,  \m  Zeittheilchen  dLmhev  den 

kleinen  Weg   Ab  geführt  werde,   muss    Ab  =  1l^^^ 


~~  sein 


(§,  159.),  oder  AB  :^  ^i^t  «nd  eben  so  wird  AD  z=:dlL£ 
71.  dt-  ,^i^^ifz 

»nd  AC  —  -l^^-^^X  AC  ist  aber  die  Diagonale  des  Paral- 
lelogramms, welches  aus  den  Kräften  oder  Linien  AB  und  J/J 
gebildet  wird,   weil   AC  die    mittlere  Kraft  dieser  beiden  ist 

Aus  jenen  drei  Gleichungen  folgt  nun  4?  +  ~  ===  ™^' und  da 

Ab      Ad      Ac 
4B :  AD  i  AC:==:BmBAC:  sin  BAC:  sin  BAD;  so  muss  auch  sein 

^^JM^jL.  ^"^  BAC__  sin  BAD 

Ab      ^      Ad  ~~~~AF~' 

d,  h.  es  liegen  die  Punkte  6,  c  und  d  in  Einer  geraden  Linie. 
Es  ist  daher  nun 

bcicd  :==  Ab. nmBACi Ad. sin DAC  —  Ab,4DiAd.AB, 

alleio  da 

^    ^  ADlAB  rrr  Ad ,  d  i  Ab ,  b ; 

so  wnd 

bei  cd  =z  dib     oder     b,bc  :=:  d.dc, 
c  ist  demnach  der  Schwerpunkt  der  Theiichen  6  und  d, 

Z  u  s  a  t  z  1. 
§.  180.  Wo  also  auch  der  Punkt  A  angenommen  werden 
mag,  so  ftdlt  doch  Vier  Punkt  c  des  Zusammentreffens  stets  an 
denselben  Ort.  Die  wiederherstellende  Kraft  hat  daher  eine 
eonstanie  Wirkung  und  ist  weder  von  dem  Orte  des  Punkt's  A 
noch  von  den  die  Theiichen  b  und  d  antreibenden  Kräften  ab- 
feängig. 

Anmerkung. 
§,181.  Diese  Wirkung  der  wiederherstellenden  Kraft  sthnmt 
vortrefflich  mit  der  Wirkung  einer  an  ihre  Stelle  zu  setzenden 
elastischen  Kraft  überein.  Es  verbinde  nämlich  die  beiden 
Iheilchen  6  und  d  ein  elastischer  Faden,  welcher  bei  seiner 
4usammenziehung  b  und  d  in  c  vereinigt.    Diese  zusammenzle- 
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hende  Kraft  wirkt  aber  gleich  stark  auf  beide  Theilchen,  da 
sie  sich  von  beiden  Seiten  in  gleichem  Maasse  zusammenzu- 
ziehen strebt.  Ferner  verhalten  sich  die  Wege,  über  welche 
b  und  d  in  derselben  Zeit  fortgeführt  werden,  umgekehrt  wie 
diese  Theilchen  (§.  159.)^  ^veil  dieselbe  Kraft  auf  sie  wirkt. 
Ist'  daher  c  der  Punkt  des  Zusammentreffens,  so  wird  beide 
=  d:b  oder  b,bc  =  d.dc  und  wieder  c  der  Schwerpunkt  von 
b  und  d, 

Zusatz  2. 

§.  182.  Obgleich  die  wiederherstellende  Kraft  nur  eine 
imaginäre  ist,  so  befolgen  also  doch  ihre  Wirkungen  die  reellen 
Gesetze  der  Bewegung.  Wir  können  daher  um  so  fester  ver- 
sichert sein,  dass  wir  mittelst  des  Princips  der  Wiederherstel- 
lung immer  zur  Wahrheit  gelangen. 

Satz  23. 
Lehrsatz. 

§.  183.  (Figur  23.)  Es  seien  a,  b,  c  und  d  von  einander 
getrennte  Theile  eines  Punktes,  welche  die  wiederherstellende 
Kraft  wieder  vereinigt;  es  wird  behauptet,  dass  die  Vereinigung 
in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte  g  erfolge, 

B  e  w  eis. 
Wir  setzen  voraus,  der  ganze  Punkt  habe  sich  anfangs  in 
O  befunden  und  von  diesem  seien  die  einzelnen  Theile  a,  6, 
e  und  d  durch  die  Kräfte  OA  ,  OB  ,  OC  und«  OD  im  Zeit- 
theilchen  dt  nach  a^  b^  c  und  d  geführt  worden*  Die  mittlere 
Kraft  dieser  vier  Seitenkräfte  sei  OCr,  welche  also  in  demsel- 
ben Zeittheilchen  den  ganzen  Punkt,  d.  h.  a+6-f  c-f  c/  von  O 
nach  fj  geführt  haben  würde.  Alsdann  wird  g  der  Punkt  sein, 
in  welchem  die  Theile  a  ,  b  ,  c  und  d  durch  die  wiederher- 
stellende Kraft  vereinigt  werden  (§.  149.).  Durch  O  ziehe  man 
aine  beliebige  gerade  Linie  KN  und  falle  auf  sie  Perpendikel 
aus  den  Punkten  Ä,  a  ,  B  ,b  ,  C ,  c  ,  D  ,  d  ^  G  und  g.    Als- 

dann  ist  OA  ^-  2±- >  OB  =  ^A  ,  oC  =  ^±  ,  0D== 

n .  dv"  n .  dt^  n .  dt^ 

9^  und  Q^.^Qn«  +  &  +  ^  +  ^)    (^.  159.).      Da   nun   aber 
n .  dP'  n .  dt^ 

^OAKcoOak  ,  OBLcoObl  u.  s.  w.;  so  wird  AK^—~ 

_   ak,a        f.j  _OB.bl  __    bl,b        rm —' 2£^  —  ^ühS 
"  ^TTJt^  '  ^^ W  "^   rTSP  '        -  "^      Oc      ""  n.di^' 
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n/v  —  OC.dn_dn.d       .  ^ g_  OG.gs _  gs (a  +  6  +c  +  <Z) 
^^    "~  ~0d     "n.df^  Og     "~  n.t/«2 

.  1   /iiz         0^.0>t      0>^.a      ^r       OB. Ol      OLb 

Ferner  wird  OK  =  — j^ = -j.  ,   Utizr:  ■        — = — -— , 

Oa  n.dt^  Ob  n.dt^ 

r^T%m       OC.Om       Om.c       roKT         OD,On      On.d       ^  r\Q 

OM—  y, = r^    ,     ON    rrz  ~= -^m\AOS:=. 

Oc  n.dt^  Od  n.dt^ 

OG.Os_Os.(a  +  b  +  c  +  d) 
Og  n.dt^ 

Da  aber  OG  die  mittlere  Kraft  der  vier  Seiteiikräfte  OÄ^ 
OB ,  OC  und  OD  ist,  so  hat  man  nach  den  bekannten  Ge- 
setzen der  Statik: 

AK+BL  +  CW+nN=zGS  u.    OK+ OL— OßI'-'ON=zOS. 

Substituirt  man  die  obigen  Werthe  in  diese  zwei  Gleichungen, 
so  gehen  dieselben  über  in: 

ak .a-\-bLb-\-cm.c-\-  du . rf  =  gs{a-\-h-{-  c -\- d)  und 
Ok,a^r  OLb— Om.c— On.d  =  Os{ll^rb  \c-\- d). 
Aus  diesen  Gleichungen  ersieht  man,  dass  g  der  Schwerpunkt 
der  Theilchen    a  ,  b  ,  c  und  d   ist  und    diese    werden   daher, 
durch  die  wiederherstellende  Kraft,   in  demselben   Punkte  ver- 
einigt. 

Zusatz   1. 

§.  184.  Die  wiederherstellende  Kraft  bewirkt  also,  dass 
beliebig  viel  getrennte  Theile  eines  kleinen  Körpers  in  ihrem 
gemeinschaftlichen  Schwerpunkte  wieder  vereinigt  werden. 

Zusatz  2. 
§.  185.  Auf  diese  Weise  wird  die  Bewegung  eines,  durch 
mehrere  Kräfte  angetriebenen^  Punktes  bestimmt  werden  kön- 
nen, ohne  dass  man  die  mittlere  Kraft  zu  betrachten  nöthig  hat. 
Man  nimmt  nämlich  an,  dass  beliebige  Theile  durch  die  einzel 
nen  Kräfte  angetrieben  und  in  einer  beliebig  kurzen  Zeit  durch 
die  wiederherstellende  Kraft  wieder  vereinigt  werden. 

Anmerkung. 

§.  186.  (Figur  24.).  Dieser  Lehrsatz  kann  auf  ähnliche 
Weise,  wie  vorher  ( §.  181.)  mittelst  elastischer,  sich  zusam- 
menziehender Fäden  bewiesen  w  erden.  Es  befinden  sich  die  ge- 
trennten Theilchen  in  a,b  ,c  und  d  und  man  setze  zuerst  voraus, 
dass  der  elastische  Faden  nur  die  Theilchen  a  nnd  b  zusam- 
menziehe, beide  werden  alsdann  in  ihrem  Schwerpunkte  e  zu- 
sammentreffen. Werden  nun  die  in  e  vereinigt  gedachten  Theil- 
chen a  und*  6  mit  dem  dritten   c  zusammengezogen,   so  ist  f, 
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der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  aller  drei  Theilchen  a  ,  b 
und  6*,  der  Ort  des  Zusammentreffens.  Eben  so  wird,  wenn 
die  drei  letzten  in  /*  vereinigt  gedachten  Theilchen  mit  dem  vier- 
ten d  zusammengezogen  werden ,  der  gemeinschaftliche  Schwer- 
punkt g  aller  vier  Theilchen  der  Ort  des  Zusammentreffens. 
Mithin  vereinigt  die  wiederherstellende  Kraft  alle  Theilchen 
in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte. 

Zusatz  3. 

§.  187.  Es  zeigt  sich  also  aufs  neue,  dass  die  wieder- 
herstellende Kraft  mit  Recht  durch  zusammenziehende  ela- 
stische Fäden,  welche  je  zwei  Theilchen  verbinden,  darge- 
stellt wird. 

x\l  Ige  meine   Bemerkung. 

§.  188.     Nachdem  wir  diese  Principien,  mittelst  deren  man 
die  Bewegung  eines  freien,  von  beliebigen  Kräften   angegriffe- 
nen Punktes  bestimmen   kann,    aufgestellt  haben,   woUen^wir 
nun  die  Bewegung   freier  Punkte   untersuchen.     Diese   Unter- 
suchung zerlegen  wir  passend  in  zwei  Theile,  in  deren  ersten 
wir  nur  die  geradlinigen,  im  zweiten  beliebige  krummlinige  Be- 
wegungen betrachten.     Die   geradlinigen   entstehen    nach  dem 
Bisherigen,    wenn   die  Richtung  der  Kraft  mit   der   Richtung 
der  Bewegung  übereinstimmt,   die  krummlinigen,   wenn   beide 
Richtungen  verschieden  sind.    Beide  Theile  behandeln  wir  aber 
auf  doppelte  Weise,    nach    der  zweifachen  Natur  der  Kräfte; 
zuerst  nehmen  wir  die  Punkte  als   nur  von  absoluten,   hierauf 
als  von  absoluten  und  relativen  Kräften   angegriffen   an.     Statt 
der  relativen  Kräfte  nehmen  wir  widerstehende  Mittel  an,  weil 
wir  schon   oben   (§.    116.)    erwähnt  haben,   dass  die  relativen 
Kräfte  nur  dazu  erforderlich    sind,   die  Bewegung  der   Körper 
in  Flüssigkeiten   zu    bestimmen.     Wir  werden   daher   vorzugs- 
weise diejenigen  Falle  untersuchen,  welche  in  der  Natur  wirk- 
lich vorkommen,    bei  denen  hingegen,  welche  nur  in  der  Ein- 
bildung existiren,  kurze  Zeit  verweilen.     Zuerst  betiachten  wir 
die  geradlinige  Bewegung  eines   freien ,  von  absoluten  Kräften 
angegriffenen  Punktes.      Hierauf  untersuchen   wir   die   geradli- 
nige Bewegung  eines  freien  Punktes,  im  widerstehenden  Mit- 
tel.    Drittens  betrachten  wir  die  krummlinige  Bewegung   eines 
freien,   von  absoluten  Kräften   irgend  wie    angegriffenen  Punk- 
tes und  viertens   setzen   wir  die   krummlinige  Bewegung   eines 
freien  Punktes  im  widerstehenden  Mittel  auseinander. 
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Kapitel    III. 

f^on  der  (fercidlinicien  Beivegtmg  eines  freien  ^  von  absoluten 
li reiften  angecjriffenen  Punktes. 


Satz  24, 
Lehrsatz. 
§,  189.     Liegen  die  Richtungen   der  Kraft  und  der  Bewe- 
gung in  derselheu  geraden  Linie,  so  wird  die  Bewegung  geradlinig. 

Beweis. 
Jeder  Körper  hat  durch  eine  ihm  inwohnende  Kraft  das 
Bestreben,  seine  geradlinige  Bewegung  fortzusetzen  und  wird 
diess  immer  thun,  wenn  er  nicht  daran  verhindert  wird  (§.  65.), 
Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  sich  bewegenden  Punkt  ist 
aber,  wie  wir  gezeigt  haben,  eine  doppelte,  entweder  verändert 
sie  seine  Richtung  oder  seine  Geschwindigkeit.  Die  erstere  bleibt 
unverändert,  wenn  die  Richtung  der  Kraft  mit  der  Richtung 
der  Bewegung  in  gerader  Linie  liegt  (§.  128.);  daher  wird  der 
Körper  in  diesem  Falle  längs  einer  geraden  Linie  fortschreite^. 

Zusatz  1. 
§.  190.    In  diesem  Kapitel  betrachten  wir  daher  nur  solche 
Fälle,  in  denen  die  Richtungen    der  Bewegung  und  der  Kraft 
in  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Zusatz  2. 
§.  191.  Wir  haben  gesehen,  dass  diese  Uebereinstimmung 
auf  doppelte  Weise  eintreten  kann,  je  nachdem  nämlich  beide 
Richtungen  nach  derselben  oder  nach  einander  entgegenge- 
setzten Seiten  angenommen  werden.  Im  erstem  Falle  wird  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  vermehrt,  im  andern  vermindert. 

Anmerkung. 
§.  192.     Bei  dieser  geradlinigen  Bewegung  hat  man  zwei- 
erlei zu  betrachten,  nämlich  die  Kraft,  welche  den  Punkt  über- 
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all  antreibt  und  die  Geschwindigkeit,  welche  er  in  jedem  Punkte 
seines  Weges  hat.  Hierzu  fügen  wir  drittens  die  Zeit^  in  wel- 
cher er  einen  beliebigen  Theil  des  Weges  zurücklegt;  ist  Eine 
dieser  drei  Grössen  gegeben,  so  kann  man  die  beiden  andern 
immer  bestimmen.  Zuerst  wollen  wir  die  Kraft  als  gegeben 
ansehen,  hierauf  aber  dieselbe  aus  dem  gegebenen  Verhältniss 
der  Geschwindigkeiten  und  der  Zeiten  ableiten. 

Satz  25. 
Aufgabe. 
§.  193.     (Figur  25.)    Der  in  A  ruhende  Punkt  wird  längs 
der  geraden  Linie  AP  durch  eine  gleichförmige  Kraft  fortge- 
zogen; man  soll  seine  Geschwindigkeit    in    ehiem    beliebigen 
Punkte  P  bestimmen. 

Auflösung. 
Die  Masse  oder  die  Kraft  der  Trägheit  des  Punktes  werde 
durch  A ,  die  constante  oder  überall  gleich  grosse  Kraft  durch 
g  bezeichnet.  Der  Weg  AP  sei  =^  und  die  gesuchte  Ge- 
schwindigkeit in  P=z  c.  Nimmt  man  das  Element  Pp  des  We- 
ges =e^^  an,  so  wird  der  Punkt,  während  er  Pp  durchläuft, 
einen  Zuwachs    de    seiner    Geschwindigkeit    erlangen.     Diess 

vorausgesetzt,  haben  wir  cdc  :=:VJI^  (§,  157.),  weil  wir  an- 
nehmen, dass  die  Kraft  beständig  abwärts  ziehe  und  daher  die 
Bewegung  beschleunige.     Integriren   wir   diese  Gleichung,  so 

wird  c^=-^^  +  const.,  oder  weil  für  a7=0,  auch  c  =  Osein 
A 

muss,  vollständig 


e2  =:  ?^    oder   auch   c  =  sJ'^ülB.. 
A  yl      A 

Zusatz  1. 
§.  194.    Der  Punkt  A  steigt  daher  beständig  auf  JP  herab 
und  seine  Geschwindigkeit  an  jedem  Orte  ist  der  Quadratwur- 
zel aus  dem  bereits  durchlaufenen  Wege  proportional. 

Zusatz  2. 
§,  ]95.  Hiernach  kann  man  auch  die  niedersteigenden 
Bewegungen  mehrerer,  durch  gleichförmige  oder  constante 
Kräfte  angetriebener,  Punkte  mit  einander  vergleichen.  Die 
Geschwindigkeiten  stehen  nämlich  im  halben  zusammengesetz- 
ten Verhältniss  der  Kräfte  und  durchlaufenen  Wege  direct  und 
der  Massen  indirect. 
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Anmerkung  1. 
§.  196.    Diese  Bewegung  stimmt  mit  dem  freien  Falle  der 
Körper  überein,   indem   die  Schwere,    welche   die  Stelle    der 
Kraft  vertritt,    in  nicht  zu  grossen  Abständen  von  der   Ober- 
fläche der  Erde  gleichförmig  ist.    Man  findet  nämlich  dasselbe 
Gewicht  eines  beliebigen  Körpers  auf  sehr  hohen  Bergen  und 
in  tiefen   Thälern,    aus   dem    Gewicht    erkennt  man    aber    die 
Schwere.    Beim  freien  Herabsteigen  schwerer  Körper  verhalten 
sich  daher  die  Geschwindigkeiten,  wie  die  Quadratwurzeln  aus 
den  durchlaufenen  Höhen.    Diesen  Satz   fand  zuerst   Galilei 
durch  Versuche    und   Schlussfolge.      Das  Herabsteigen   muss 
aber  im  luftleeren  Räume  geschehen,  weil  die  Luft   der  Be- 
wegung Widerstand  leistet  und  so  diese  Regel  umstösst. 

Anmerkung2. 
§.  197.  Im  luftleeren  Räume,  welchen  man  mittelst  der 
Luftpumpe  hervorbringt,  hat  man  durch  viele  Versuche  gezeigt, 
dass  alle  Körper  auf  gleiche  Weise  herabsteigen.  Es  folgt 
hieraus,  dass,  wenn  die  Luft  nicht  da  wäre,  alle  aus  gleichen 
Höhen  herabgefallene  Körper  gleiche  Geschwindigkeiten  erlan- 
gen würden.    Bezeichnet  also  g  die  Kraft  der  Schwere,  welche 

einen  beliebigen  Körper  antreibt,  so  ist  ^  stets  constant.   Die 

Kraft  der  Schwere  ist  daher  der  Menge  der  Materie,  auf  welche 
sie  wirkt,  proportional,  jene  Kraft  ist  aber  nichts  anderes,  als 
das  Gewicht  des  Körpers ;  also  sind  auch  die  Gewichte  der 
Körper  der  Menge  ihrer  Materie  proportional.  Diesen  Satz 
beweist  auch  Newton  in  seinen  Principien  und  erläutert  ihn 
ausserdem  durch  Pendelversiiche. 

Zusatz  3. 

§.  198.  Ein  beliebiger  Körper,  welcher  an  der  Oberfläche 
der  Erde  aus  einer  gegebenen  Höhe  herabfällt,  erlangt  also 
einen  bestimmten  Grad  der  Geschwindigkeit.  Ist  die  Höhe  be- 
kannt, so  ist  es  auch  die,  durch  den  Fall  erlangte,  Geschwin- 
digkeit, 

An  merkung  3. 

§.  199.  Um  die  Geschwindigkeiten  zu  messen,  können 
wir  daher  die  Höhen  anwenden,  aus  denen  der  Körper  an  der 
Oberfläche  der  Erde  herabfallen  muss,  um  dieselben  Geschwin- 
digkeiten zu  erlangen.  Diese  Höhe  kann  man  zwar  nicht  für 
die  Geschwindigkeit  selbst  substituiren ,  weil  diese  der  Qua- 
dratwurzel aus  jener  proportional   ist,   allein   man   wird  durch 
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die  Hohe  bequem  das  Quadrat  der   Geschwindigkeit  bezeich- 
nen können. 

Erklärung  15. 
§.  200.  Die  einer  gewissen  Geschwindigkeit  zukomm (endje 
Höhe_werden  wir  künftig  diejenTge~Ho¥e"nennen,  aus  welcher 
ein  schwerer  Körper   an   der  Oberfläche  der  Erde  herabfallen 
muss,  um  jene  Geschwindigkeit  zu  erlangen. 

Zusatz   1. 
§.  201.    Diese   zukommende  Höhe  ist  daher  dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit,  welcher  sie  entspricht,  proportional. 
Anmerkung  1. 
§.  202.     Bisher  haben  wir   die  Geschwindigkeit   durch   die 
gerade  Linie  ausgedrückt,  welche  mit  jener  in  einer  gegebenen 
Zeit   durchlaufen  wird.     In   der  Folge   wird  es  bequemer  sein, 
statt  ihrer  die  ihr  zukommende  Höhe  einzuführen.     Setzen  wir 
diese  =v,  die  Geschwindigkeit  =c,  also  v=:c'^  und  c=::\^v, 
so  haben  wir  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Gleichung 

2nnx 

"  =  -i- 

Zusatz  2. 
§.  203.     In  der  Folge  dürfen  wir  also  immer  statt  der  Ge- 
schwindigkeit c,   die  Quadratwurzel  aus  der  ihr  zukommenden 
Höhe,  d.  h.  Vv  setzen. 

Zusatz   3. 
§.  204.     Bezeichnet  (/  die  Kraft  der   Schwere   selbst,    so 
wird  a:  die  der  Geschwindigkeit  zukommende  Höhe,  also  i?izi:.r 

und  aus  der  Gleichung  v  =■''-  •/ -  ,    w  =  --  .  Auf  dieseWeise 
^  A  2(jf 

haben  wir  den  Vortheil  erlangt,   den  Werth   von  n  zu  bestim- 
men, welcher  in  allen  Fällen  derselbe  bleibt  (§.  155.). 

Anmerkung  2. 
§.  205.  Da  g  hier  die  Kraft  der  Schwere  bezeichnet,  so  ist 

S.^  constant.  (ö.  197.)  Wir  wollen  daher  ^  =  1  setzen,  was  erlaubt 
A  vö         /  A 

ist,  weil  die  Kräfte  kein  bestimmtes  Verhältniss    zu   den  Kör- 
pern haben  können.     Hieraus  wird   es   leicht  sein,   in   andern 

Fällen   den  Werth  von  -^,    d.  h.    des    Quotienten     der    Kraft 
A 

durch  den  Körper  darzustellen.     Es   wird  sich  nämlich   stets 

4  zu  1  oder  o  zu  ^  verhalten,   wie  die  den  Körper  A  antrei- 
A  ^ 
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beude  Krf«ft  g  zu  dem  Gewicht  des  erstem  an  der  Oberfläche 
der  Erde.  Der  Buchstab  A  wird  also  nicht  mehr  die  Men^e 
der  Materie  5  sondern  das  Gewicht  des  Körpers  A,  wenn  die- 
ser sieh  an  der  Oberfläche  der  Erde  befindet,  bezeichnen.  Auf 
cüöseJ!Ki£isa-K£i§l£i^^  ,  wo- 

durch die  Messung  der  erstem  weit  klarer  werden  wird. 

Zusatz  4. 

A 
§.206.     Da  in  n  =  ^  ,  g  die  Kraft  der  Schwere  bezeich- 
net und  ^  :^  1  gesetzt  worden  ist,  so  haben  wir  ?z  :===>.    Die- 
A 

sen  Werth  wird  n  stets  beibehalten,  wenn  nur  die  Geschwin- 
digkeiten durch  die  Quadratwurzeln  aus  den  ihnen  zukommen- 
den Höhen  ausgedrückt  werden.     In  unserm  Falle  wird   daher 

,  qdx         r  qx 

da  z^  ^—j-   und  V  =  '^. 

Zusatz  5. 

§.  207.    In  dem  allgemeinen  Gesetze  cdc  =2    ^        (§.  157.) 

wird  demnach ,  wenn  v  die  der  Geschwindigkeit  c  zukommende 
Höhe  bezeichnet,  cdc  =  ^dv  und  so,  weil  7^  =  J  ist, 

A 

Zusatz  6. 
§.  208.    Eben  so  gehen  die  Gleichungen  (§.  161.  und  163.), 
nämlich 

Acdc  ==  7ipdi/    und    nprdx  ==  Ac^ds 
libeT  in  Adv     =  j^di/       nnd    prdx    z-r  ^lAvds, 

Zusatz  7. 

6.  209.     Ferner  erhält  man  nun  in  §.  165.  r  =  ^^^^—     oder 

P 
pr  ==  2Av  und   in  §.  166.    Adv  =:  pds,  in   dem  Falle  des   §. 
167.    aber  Adv  ^=  -^  pds,     Aul   diese    Welse   haben  wir   die 
bisher    gebrauchten  unbestimmten    Grössen   u   und    c    auf  be- 
stimmte Werth e  zurückgeführt. 

Satz   26. 
Lehrsatz, 
§.  21Ö.     Bei   verschiedenen  vorausgesetzten  gleichförmigen 
Kräften   verhalten  sich   die  Höhen,   aus  denen   gleiche   Körper 
herabfallen  müssen,    um   gleiche    Geschwindigkeiten  zu  erlan- 
gen, umgekehrt  wie  die  Kräfte. 
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B  evveis. 
Es  sei  die  Masse  eines  beliebigen  kleinen  Körpers,  oder 
sein  Gewicht  an  der  Oberfläche  der  Erde  =:  A,  irgend  eine 
gleichförmige  Kraft  =</  und  die  der  erlangten  Geschwindigkeit 
zukommende  Höhe  =:.v.  Die  Höhe  aber,  aus  welcher  der  durch 
die  Kraft  g  angetriebene  Körper  Ä  herabfallen  muss,  um  die 
gleiche  Geschwindigkeit  zu  erlangen,  sei  =:r.    x\lsdann  ist  v'=z 

2nQx  ^g   202.),  oder  weil  r^  =  i  (§.  20(5.);  v  =z  ^If  und  Av  ::= 

A  A^ 

gx.  Da  nun  die,  durch  die  verschiedenen  Kräfte  hervorge- 
brachten, Geschwindigkeiten  und  die  kleinen  Körper  als  gleich 
vorausgesetzt  werden,  so  ist  Av  und  daher  auch  gx  constant. 
Es  wird  x  umgekehrt  proportional  g,  d,  h.  die  Höhe,  von  wel- 
cher der  durch  die  Kraft  g  angetriebene  Körper  A  herabfallen 
muss,  um  die  Geschwindigkeit  V^f  zu  erlangen,  verhalt  sich 
umgekehrt  wie  die  Kraft  g, 

Zusatz  1. 
§.  211.    Nach  New  ton  verhält  sich  die  Kraft,  durch  welche 
ein  auf  der  Oberfläche   der  Sonne,   des  Jupiters,   des   Saturns 
und  der  Erde  befindlicher  Körper   gegen  ihren  Mittelpunkt  ge- 
trieben wird,  wie  die  Zahlen: 

10000  ;  835  ;  525  ;  410. 
Die  Höhen    also,   aus   denen    ein    Körper    an   den   Oberflächen 
dieser  vier  Körper  herabfallen  muss,    um  dieselbe    Geschwin- 
digkeit zu  erlangen,  verhalten  sich  wie  die  Zahlen: 

1       j^    J_  .  JL 

10000  '  835  '  525  '  410' 

Zusatz  2. 
§.  212.  Newton  stellte  den  Satz  auf,  dass  alle  Körper 
auf  diesen  Oberflächen,  wie  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  auf 
gleiche  Weise  niedersteigen.  Die  Bedingung,  dass  die  Körper 
einander  gleich  seien,  ist  daher  überflüssig  und  es  werden  alle 
Körper,  welche  auf  der  Sonne,  dem  Jupiter,  dem  Saturn  und 
der  Erde  aus  Höhen  herabsteigen ,  welche  sich  w  ie  die  Zahlen 

1  J_  .    1.  .  J_ 

10000  '  835  '  525  '  410 

verhalten,  denselben  Grad  der  Geschwindigkeit  erreichen. 
Anmerkung   1. 
§.   213.     Man   ersieht  hieraus,   dass  jede  Kraft  eine   dop- 
pelte Wirkung  auf  die  Körper   ausübt;   die  eine,   wodurch   sie 
ihnen  ein  gewisses  Bestreben,  sich  zu  bewegen,  niitth eilt  und 
Eulei's  Mediiuvik.  1.  5 
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die  andere,  wodurch  diese  wirklich  zur  Bewegung  gelangen. 
Jene  wird  vorzugsweise  in  der  Statik  betrachtet  und  muss  durch 
dasjenige  Gewicht  gemessen  werden,  welches  ein  gleiches  ab- 
wärts gerichtetes  Bestreben  hat;  sie  wird  die  absolute  Kraft 
genannt  werden  können.  Die  andere  Wirkung  muss  aber  durch 
die  Beschleunigung  oder  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit, 
w^elche  sie  dem  Körper  in  einer  gegebenen  Zeit  mittheilt,  ge- 
messen werden;  sie  ist  proportional  jenem  Bestreben,  dividirt 
durch  die  Masse  des  Körpers  (%.  159.).  Diese  Wirkung  nennt 
Newton  die  beschleunigende  Kraft  und  sie  ist  gleich 
der  absoluten  Kraft,  dividirt  durch  die  Masse  oder  das'  Ge- 
wicht des  Körpers.    Da  dv  =  ^~  (§.  207.)  und  ^    die     be- 

schleunigende  Kraft  ist,  so  wird  dv  gleich  dem  Produkt  eben^ 
dieser  Kraft  in  das  Element  des  durchlaufenen  Weges.  So  ist  die 
absolute  Kraft  der  Schwere  der  Masse  des  Körpers,  auf  wel- 
chen sie  wirkt,  proportional;  denn  sie  bringt  sein  abwärts  ge- 
richtetes Bestreben  oder  sein  Gewicht  hervor ,  welches ,  wie 
wir  gesehen  haben ,  der  Masse  proportional  ist.  Die  beschleu- 
nigende Kraft  der  Schwere  ist  in  allen  Körpern  gleich  gross, 
da  alle  auf  gleiche  Weise  herabfallen  und  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Geschwindigkeiten  erlangen. 

Zusatz  3. 

§.  214.     Sind  die  Körper  einander  gleich ,  so  verhalten  sich 

die  beschleunigenden   Kräfte,   wie   die  absoluten.    Da  wir  nun 

die   beschleunigende    Kraft    der   Schwere    =.  1    gesetzt    haben 

(§.  205.),  so  ist   dieselbe  auf  der  Sonne  =  24,390,   auf  dem 

Jupiter  :^=  2,036,  auf  dem  Saturn  =  1,280  und  auf  dem  Monde 

—  i 

3» 

Zusatz  4. 
§.  216.     Soll   §.  193.   dem  Fall  der  Körper  auf  der   Ober- 
fläche  der  Erde  angepasst  werden,  so  müssen  wir,  wie  wir  in  §.205. 

gethan  haben,  ^  =  1    setzen.      Wollen   wir  hingegen    jenen 

Satz  dem  Fall  der  Körper  auf  der  Oberfläche  der  Sonne,  des 
Jupiters,   des  Saturns  und  des   Mondes  anpassen,  so   müssen 

wir  respective  ^  =  24,390  ;  2,036  ;  1,280  und  ^  setzen. 

Anmerkung  2. 
§.  216.    Wir  nehmen   hier  gleich  Newton  an,   dass  alle 
Himmelskörper  unserer  Erde  ähnlich   seien   und  dass  die  auf 
ihren  Oberflächen  befindlichen  Körper  ein  Bestreben  haben,  wel- 
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ches  wie  unsere  irdische  Schwere  nach  ihren  Mittelpunkten 
gerichtet  ist.  Hiernach  wird  ein  Körper,  welcher  auf  der  Erde 
1  %  wiegt,  auf  der  Sonne  ein  Gewicht  von  24,390  %,  auf  dem 
Jupiter  von  2,036  %,  auf  dem  Saturn  von  1,280  ^  und  auf  dem 
Monde  von  J  ^  haben. 

Anmerkung  3. 
§.  217.  Damit  man  ferner  die  Natur  der  Schwere  und  ähn- 
licher Kräfte  auf  den  Himmelskörpern  leichter  verstehe ,  müssen 
wir  uns  einzelne  gleiche  Elemente,  auf  gleiche  Weise  von  der 
Schwere  angegriffen,  denken.  Hierausfolgt,  wie  auch  dieErfahrung 
es  bestätigt,  dass  die  Schwerkräfte,  durchweiche  alle  Körper  an- 
getrieben werden,  ihren  Massen  oder  Mengen  der  Materie  propor- 
tional sind.  Früher  haben  wir  aber  schon  bewiesen,  dass,  wenn  die 
Kräfte  den  Massen  der  durch  sie  angetriebenen  Körper  pro- 
portional sind  5  ihre  Wirkungen  in  Bezug  auf  die  Bewegung  der 
Körper  gleich  ausfallen  (§.  136.).  Daher  müssen  offenbar  alle 
Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde  und  aller  Himmelskörper 
auf  gleiche  Weise  herabfallen. 

Satz  27. 

Aufgabe. 

§.  218.  (Figur  25.)  Eine  gleichförmige  Kraft  treibt  den 
Körper  A  über  den  Weg  AP;  man  soll  die  Zeit  bestimmen,  in 
welcher  dieser  Weg  zurückgelegt  wird. 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g. 
Es  haben  </,  v  und  cc  die  frühere  Bedeutung,  so  ist,  weil 
7^  =  ^  ,  v  =  «^  und  die  Geschwindigkeit  selbst   oder  V^i;  = 


V^' 


gx     j^.^  Zeit,  in  welcher  das  Element  Pp=:d:v  zurückge- 

dx  ^~Ä 
legt  wird,  ist  daher  proportional  — -rr:=r-  und  man  setze,  wenn 

V  gx 

t  die  gesuchte,  dem  Wege  AP  entsprechende  Zeit  bezeichnet: 

^.  mdx  V^A  ^ 

S^gx 

so  muss  man  durch  einen  einzigen  Versuch  den  Werth  von  m 
so  bestimmen,  dass  die  Zeit  in  dem  bestimmten  Maasse,  näm- 
lich in  Secunden  ausgedrückt  werde.  Aus  jener  Gleichung  er- 
hält man  durch  Integration 

5  * 
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t 


=  2m  iTi^, 


wo  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  weil  für  ^^=0  auch,  wie 
erforderlich  ist,  <  =  0  wird.     Ist  m  angemessen  bestimmt,  so 

hat  man  t  :=:  %n  \  —  Secunden.    Damit  sich  aber  auf  diese 

Weise  ein  absolutes  Zeitmaass  ergebe,  muss  auch  x  m  einem 

coiistanten  Langenmaasse  ausgedrückt  werden,    wozu  wir   den 

Tausendtheil    des   Rheinländischen  Fusses   oder    den    Scrupel 

A 
wählen.    Der  Bruch  —  wird  nämlich  in  absoluten  Zahlen  aus- 

9 
gedrückt,   so  dass  wir  ihn  nicht  auf  ein  bestimmtes  Maass  zu 
beziehen  nüthig  haben.     Ist    erst  der  Werth   von    m   bestimmt, 
was  bald  geschehen  wird,  so  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst. 

Zusatz   1. 

§.  219.    Ist  g  die  Schwerkraft,  so  wird  —  r.^   1    (§.  205.) 

und  so  die* Zeit,  in  welcher  der  Körper  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  x  Scrupel  herabfällt,  =:  %n^x  Secunden. 
Zusatz  2. 
§.  220.  Durch  Versuche  weiss  man  nun,  dass  ein  Kör- 
per in  1  Secuüde  wirklich  15,625  Fuss  herabfällt.  Setzt  man 
daher  x  =  15625,  so  muss  f  —  1  werden  und  wir  haben  zur 
Bestimmung  von  m  aus  t^=.%n\  x  die  Gleichung 

l  =  2mV"l5625;   d.  h.  m  =:  ^q. 

Zusatz  3. 
§.  221.     Da  m  in  allen  Fällen  denselben  Werth  behält,  so 
haben  wir  in  dem,  in  der  Aufgabe  enthaltenen  Falle 

t  ==  T^  V  - —  Secunden, 
wo  X  in  Scrupeln  ausgedrückt  werden  muss. 

Zusatz  4. 
§.  222.    Dieser  so  gefundene  Werth  von  m  kann  allen  Fäl- 
len angepasst  werden.    Ist  ds  das  Element   des  beschriebenen 
Weges,  V   die  der  Geschwindigkeit,  womit  jenes   durchlaufen 
wird,  zukommende  Höhe,  so   ist   das  Element   der  Zeit  dt  •=. 

m   _i4r  und  t=:m  f   --^.     Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich. 
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wenn  m  •=.  — ^  gesetzt,  und  s  und  v  in  Scrupeln  ausgedrückt 
werden,  die  Zeit  t  in  Secunden, 

Anmerkung  1. 
§.  223.  Dadurch,  dass  wir  die  Geschwindigkeiten  durch 
die  Quadratwurzeln  aus  den  ihnen  zukommenden  Höhen  aus- 
drücken,  erlangen  wir  den  Vortheil,  dass  wir  stets  ein  abso- 
lutes Zeitmaass  erhalten.  Wir  haben  uns  des  Versuches  be^ 
dient,  durch  welchen  die  Höhe  bestimmt  wird ,  aus  welcher  ein 
schwerer  Körper  in  1  Secunde  herabfällt.  Mittelst  Pendelver- 
suchen hat  Huygens  dieselbe  =:  15'  l"  2% g''' =  15/0976  Pa- 
riser Maass  gefunden.  Der  Rheinländische  Fuss  verhält  sich 
zum  Pariser,  wie  1000:1035;  hierdurch  erhalten  wir  die  Fall- 
höhe in  Einer  Secunde  =  15,625  Fuss  oder  15625  Scrupel 
Rheinländisch,  Dieses  Maass  ist  vortheilhafter  anzuwenden, 
als  djas  Pariser,  weil  15625  ein  Quadrat  ist  und  wir  so  viele 
Wurzelausziehungen  vermeiden.  Ausserdem  ist  die  oben  be- 
stimmte Zahl  ni  —  ^r^,  womit  /  -—4:  multlplicirt  v^erden  muss, 

um  t  in  Secunden  auszudrücken,  leicht  im  Gedächtnis»  zu  be- 
halten. 

Zusatz  5. 

§.  224.     Da  ^  die  beschleunigende  Kraft  bezeichnet(§.213.), 

so  stehen  die  Zeiten,  in  welchen  beliebige  Wege  vermöge  gleich- 
förmiger Kräfte  zurückgelegt  werden,  im  halben  directen  Ver- 
hältniss  dieser  Wege  und  im  halben  indirecten  der  beschleuni- 
genden Kräfte. 

Zusatz  6. 
§.  225.    Setzt  man   die  Geschwindigkeit,   welche  der,  aus 
der  Höhe  x  durch  die  Kraft  g  angetriebene,  Körper  Ä  erlangt, 

=c,  so  ist  c  proportional  Y  ^  (§.  193.),  und  weil  t  propor- 
tional V  —  ist,  et  proportional  dem  W^ege  x.  Die  durchlau- 
fenen Wege  stehen  daher  im  zusammengesetzten  Verhältniss 
der  zu  ihrer  Beschreibung  gebrauchten  Zeiten  und  der  Geschwin- 
digkeiten, welche  durch  die  Bewegung  erlangt  sind;  die  antrei- 
benden Kräfte  mögen  beliebig  beschaffen  sein,  wenn  sie  nur 
gleichförmig  sind. 
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Zusatz  7. 
§.226.    Die  in   gleichen  Zeiten   beschriebenen  Wege  sind 
den  beschleunigenden  Kräften  proportional. 

Zusatz   8. 
§.  227.    Die  Wege,  durch  welche  Körper  in  gleichen  Zei- 
ten an  der  Oberfläche  der  Sonne,  des   Jupiters,  des  Saturns, 
des  Mondes  und  der  Erde  herabsinken,  verhalten  sich  zu  ein- 
ander, wie  die  Zahlen:  24390;  2036;  1280;  333;  1000  (§.214). 

Zusatz  9. 
§.  228.  Bei  derselben  beschleunigenden  Kraft  verhalten 
sich  die  Zeiten ,  in  denen  beliebige  Wege  zurückgelegt  werden, 
wie  die  erlangten  Geschwindigkeiten.  Ferner  stehen  sowohl 
di^  Zeiten,  als  auch  die  Geschwindigkeiten  im  halben  Verhält- 
niss  der  beschriebenen  Wege. 

Anmerkung  2. 
§.  229.  Wir  setzen  hier  immer  voraus,  dass  die  herabstei- 
genden Körper  im  Anfange  ruhen,  oder  dass  ihre  Geschwindig- 
keit beim  Anfange  der  Bewegung  =  0  sei.  In  der  Folge  wer- 
den wir  aber  die  Bewegungen  untersuchen,  welche  entstehen, 
wenn  die  Körper  anfangs  schon  eine  gewisse  Geschwindigkeit 
liaben.  Hier  müssen  die  Zeiten  und  Wege  so  verstanden  wer- 
den, dass  sie  in  dem  Punkte,  wo  die  Geschwindigkeit  verschwin- 
det, ihren  iVnfang  haben  uud  alle  gefundenen  Gleichungen  sind 
daher  so  eingerichtet,  dass,  wenn  c  oder  t;  =  0  wird,  zugleich 
a:  und  t  verschwinden. 

Satz  28. 
Lehrsatz. 
§  230.  (Figur  25. )  Fällt  ein  Körper  so,  wie  wir  bisher 
vorausgesetzt  haben,  durch  AP  herab;  so  ist  seine  Geschwin- 
digkeit in  P  so  gross,  dass  er,  wenn  er  «nit  derselben  gleich- 
förmig fortginge,  in  derselben  Zeit,  in  welcher  er  durch  AP 
gefallen  ist,  den  Weg  2AP  zurücklegen  würde. 

Beweis. 
Haben  A  ,  g  ,  a:  y  v  und  t  die  frühere  Bedeutung,  so  ha- 

ben  wir  t  =  m^—   (§'  ^^l")  "«d  ^  =^  «"  ^O^O-  Wh- 

erhalten  also  ^=—  und  so   t  =z  — 


4      ^  125  Vv       250  V~v 

Für  die  gleichförmige  Beschreibung    des  Weges  2;^,  mit 
der  Geschwindigkeit  V^v,  erhalten   wir  aber,   die  Zeit  in  Se- 
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1      2r 
cunden  ausgedrückt,  ebenfalls  =  ^-~r.  -^  (§.  220.).    Folglich 

wird  der  Weg  2^  in  derselben  Zeit,  mit  der  Geschwindigkeit 
\v  zurückgelegt,  in  welcher  der  Weg  a:  beim  gleichförmig  be- 
schleunigten Falle  beschrieben  worden  ist. 

Zusatz  1. 
§.  231.  Ein  durch  eine  gleichförmige  Kraft  angetriebener 
Körper  erlangt,  wenn  er  in  der  Zeit  t  durch  den  Weg  x  her- 
abfällt, eine  so  grosse  Geschwindigkeit,  dass  er,  mit  dieser 
fortgehend ,  den  gleichen  Weg  x  in  der  Zeit  4 1  zurücklegen 
könnte. 

Zusatz  2. 

§.  232.  An  der  Oberfläche  der  Erde  fallen  die  Körper  in 
1  Secunde  durch  15625  Scrupel,  also  wird  ihre  durch  diesen 
Fall  erlangte  Geschwindigkeit  so  gross  sein,  dass  sie  beim 
gleichförmigen  Fortgange  mit  derselben  31250  Scrupel  in  Einer 
oder  15625  in  einer  halben  Secunde  durchlaufen  würden. 

Zusatz  3. 

§.  233.  Da  wir  gelernt  haben ,  die  Geschwindigkeiten  durch 
die  Quadratwurzeln  aus  den  ihnen  zukommenden  Höhen  auszu- 
drücken, so  wird  die  Geschwindigkeit  V^1562S  —  125  so  gross 
sein,  dass  mit  ihr  der  Weg  von  31250  Scrupeln  in  1  Secunde 
zurückgelegt  werden  kann. 

Zusatz  4. 
§.  234.  Man  kann  also  leicht  den  Weg  angeben,  welcher 
mit  der  so  ausgedrückten  Geschwindigkeit  \^v  in  1  Secunde 
zurückgelegt  wird.  Weil  nämlich  die  in  derselben  Zeit  beschrie- 
benen Wege  sich  wie  die  Geschwindigkeiten  verhalten,  so  ha- 
ben wir  _ 

125:V"a;  =  31250:^, 

also  ist  X  =  250V^'y  der  in  Scrupeln  ausgedrückte  Weg,  werm 
die  Höhe  v,  ebenfalls  in  Scrupeln ,  mit  der  Geschwindigkeit  V^i; 
in  1  Secunde  gleichförmig  zurückgelegt  werden  kann. 

Bei  spiel   1. 
§.  235.    Es  sei  der  Körper  1000'  herabgefallen,  also  v  = 
lOOOOOO'"  und  wenn  ersterer  so  weit  gefallen  ist,  erlangt  er  eine 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  in  1  Secunde 

250  V^IÖÖÖÖÖO  ==  250000'"  =  250' 
zurücklegen  könnte. 
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Zusatz  5. 
§.  236.  Drücken  wir  umgekehrt  die  Geschwindigkeit  durch 
den  Weg  aus^  welchen  der  Körper  mit  ihr  in  1  Secunde  zu- 
rückgelegt hat,  wie  wir  anfangs  gethan  haben;  so  können  wir 
diese  Weise  auf  unsere  jetzige ,  die  Geschwindigkeiten  durch 
die  Quadratwurzeln  aus  den  ihnen  zukommenden  Höhen  auszu- 
drücken, zurückführen.  Ist  der  Weg  =:  a  und  die  der  Ge 
schwindigkeit  zukommende  Höhe  zzzv ,  so  haben  wir 

250 .  V  'ü  =^  a    und    i>  ==  r^yrafi  >^^^'^^P^^* 

Beispiel  2. 
%.  237.     Der  Körj)er  habe  eine  so  grosse  Geschwindigkeit, 
dass  er  mit  ihr  in  1  Secunde  1000'  ==:  1000000  Scrupel  zurück- 
legen kann.     Die    dieser   Geschwindigkeit    zukommende  Höhe 
ist  alsdann 

1000000%  ,         irnnni^ 

A  n  m  e  r  k  u  n  g. 
§.  238.  Man  sieht  also,  wie  man  beide  Weisen,  die  Ge- 
schwindigkeiten auszudrücken ,  mit  einander  vergleichen  und  die 
eine  auf  die  andere  zurückzuführen  hat.  Anfangs  drückten  wir 
nämlich  die  Geschwindigkeiten  durch  die  Wege  aus,  welche  in 
l  Secunde  oder  einer  andern  bestimmten  Zeiteinheit  zurückge- 
legt wurden;  später  aber  erschien  es  bequemer,  die  Geschwin- 
digkeiten durch  die  ihnen  zukommenden  Höhen  darzustellen. 
Jetzt  haben  wir  gezeigt,  wie  man  beide  Darstellungsweisen  den 
zu  messenden  Geschwindigkeiten  anpassen  muss. 

Satz  29. 
Aufgabe. 
§.  239.  (Figur  26.)  Eine  gleichförmige  Kraft  zieht  einen 
Körper  längs  der  geraden  Linie  BP  fort  und  derselbe  hat  im 
Anfangspunkt  B  bereits  eine  gegebene  Geschwindigkeit  nach 
derselben  Richtung;  man  sucht  seine  Geschwindigkeit  in  jedem 
Punkt  P  der  Linie  BP, 

Auflösung. 
Es  sei,  wie  früher,  g  die  Kraft,  A  der  Körper  und  c  die 
Höhe,  welche  der  im  Anfangspunkt  B  bereits  vorhandenen  Ge- 
schw'indigkeit  zukommt.  Man  setze  BP^=x  und  die,  der  Ge- 
schwindigkeit in  P  zukommende  Höhe  =1;.  Wie  früher  (§.207.) 
haben  wir,  wegen  der  durch  das  Element  Pp  =^  da:  constanten 
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antreibenden  Kraft^//,  dv  =:  ^Lj-  und  wenn  man  integrirt  v  = 

J-T  +  const.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  für  a:=()  ,  vz=zc 
A 

wird,  erhalten  wir  vollständig 
^  "     A    ~^  ^    ^"^^  ^^^  Geschwindigkeit  V^v  =  1/  2?  -f  e» 

Zusatz. 
§.  240.     Setzt  man,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Schwerkraft, 

•^  r=  1,  so  wird  v2=zcc-{-c.  Die  der  Geschwindigkeit  in  P  zu- 
A 

kommende  Höhe  ist  also  gleich  der  Summe  der,  der  Anfangs- 
geschwindigkeit zukommenden,  Höhe  und  des  durchlaufenen 
Weges. 

Anmerkung. 
§.  241.  Es  ergibt  sich  noch  eine  andere  Auflösung  der 
Aufgabe,  indem  wir  nämlich  die  Bewegung  durch  BP  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  V  c,  als  einen  Theil  der  Bewegung 
durch  die  Linie  AP  \on  der  Ruhe  an,  betrachten  können.  So 
haben  wir  vorher  angenommen,  dass  der  Körper,  wenn  er  von 
A  nach  B  gelangt  ist ,  die  vorausgesetzte  Geschwindigkeit  Vc 

habe.     Setzt  man  daher  den  Weg  AB=k,  so  ist  c=^^(§.206.) 

A 

und  V  =4"  (^«^  +  ^)  =  6'  +  '^i  ,   wie  oben.     Ferner  wird  der 
A  A 

Weg  AB  z=.  k  :=z  ^, 

0 

Satz  30. 

Aufgabe. 

§.  242.     (Figur  26.)    Unter  denselben  Voraussetzungen,  wie 

in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  soll  man  die  Zeit  bestimmen,  in 

welcher  der  Körper  den  Weg  BP  zurücklegt. 

Auflösung. 

Ist  diese  Zeit  —  f,  so  hat  man  dt  —-   -^ — =z^  (§.  218.), 

indem  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 'das  Element  Pp=zd^ 
zurückgelegt  whd,  =  4/  c  -\- ^  ist  (§.  239.).    Integrirt  man. 
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so  ergibt  sich  t  ==  — —  \  c  ■\-  ^  +  const.  und  da  für  a?=0, 

auch  t  =:0  sein  muss ,  const.  = ^ — V^c  und  vollständig 

9 

2mA  ^r~ 


g    1     ^  A         ff 


Hat  man  c  und  x  in  Scrupein  ausgedrückt  und  setzt  man  m=^^r^y 

so  erhält  man  t  in  Secunden  (§.  220.). 

Zusatz. 

§.  243.    Da  an  der  Oberfläche  der  Erde  ^  =  1    »st,     so 

wird  die  Zeit,  in  welcher  der  Weg  BP,   bei  der  in  B  stattfin- 
denden Anfangsgeschwindigkeit  V^c'  zurückgelegt  wird 

z=z\j^\rc-\-x  —  TöhV^c  Secunden; 

c  und  a:  müssen  hierbei  in  Scrupein  ausgedrückt  sein. 

Anmerkung. 
§.  244.  Auf  ähnliche  Weise,  wie  in  der  vorhergehenden  An- 
merkung, fügen  wir  noch  eine  andere  Auflösung  der  Aufgabe 
hinzu.  Setzt  man  wieder  die  gerade  Linie  AB  ==:  k,  durch 
welche  herabfallend  der  Körper  A  im  Punkt  B  die,  der  Höhe 
c  zukommende   Geschwindigkeit  erlangt,    so  ist  die    Zeit,     in 

welcher  dieser  Weg  k  zurückgelegt  wird  =  =^  \  —  ^    und 
eben  so  die  dem  Wege  JP  entsprechende  Zeit=  =^^  4/  A(k-\-  x) 
(§.  221.).    Der. Weg  J^Pwird  daher  in  der  Zeit  -Li^^  (^+^) 
— -  j^\  :dz  zurückgelegt.    Da  aber  k  =  —  (§.  241.),  so  er- 

IZO   J      g  9 

hält  man  die  gesuchte  Zeit 

wie  vorher,  indem  wir  m  =  ^^^  gesetzt  haben. 

Das  Bisherige  hatten  wir  über  den  geradlinigen  Fall  der 
Punkte,  ttnter  der  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Kraft, 
auseinander  zu  setzen.     Wir  gehen  nun  zum  geradlinigen  Auf- 
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steigen  über«  wo  die  Richtung  der  Bewegung  derjenigen  der 
Kraft  gerade  entgegengesetzt  ist  und  wobei  wir  die  letztere  auch 
jetzt  als  gleichförmig  oder  constant  voraussetzen. 

Satz  31. 

Aufgabe. 
§.  245.  (Figur  27.)  Eine  gleichförmige  Kraft  ist  abwärts  ge- 
richtet und  ein  Körper  hat  in  B  eine  gegebene  aufwärts  gerich- 
tete ^Geschwindigkeit;  man  sucht  seine  Geschwindigkeit  in  ei- 
nem beliebigen  Punkte  des  Weges  BA,  welchen  er  beim  Auf- 
steigen durchläuft. 

Auflösung. 
Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  der  Körper  auf  der  gera- 
den Linie  mit  verzögerter  Bewegung  fortgehen  wird  (§.  191.), 
weil  die  Richtung  seiner  Bewegung  der  Richtung  der  antrei- 
benden Kraft  direct  entgegengesetzt  ist.  Es  sei  daher  die,  der 
Geschwindigkeit  in  B  zukommende  Höhe  =  c  und  man  nehme 
an,  der  Körper  sei  bis  P  gelangt.  Die  Höhe,  welche  der  in 
diesem  Punkte  vorhandenen  Geschwindigkeit  zukommt,  sei  =:v 
und  der  schon  durchlaufene  Weg  BP=ix.  Nimmt  man  Pp=z 
dx  an,  so  ist  die,  der  Geschwindigkeit  in  p  zukommende  Höhe 
^  ==  i;  -[-  dv.  Da  aber  die  Kraft  g  der  Bewegung  entgegenwirkt, 
so  wird  sie  ganz  zur  Verminderung  der  letztern  verwandt,  wess- 

halb  man  dv  =  "~  ^^  setzen  muss,  wenn  A  die  Masse   des 

Körpers  bezeichnet.    Integrirt  man  die  letzte  Gleichung,  so  wird 

Const.  -7-  1!=^,  oder  weil  für  07=0,  t;=c  wird,  vollständig 


qx      1  nx 

^   oder    V  =  c  —  •^. 
A  A 


Aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  die  Geschwindigkeit, 
welche  in  jedem  Punkte  des  beim  Aufsteigen  beschriebenen 
Weges  stattfindet. 

Zusatz  1. 
§.  246.     Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  versehwindet  da- 
her, wenn  c  =*^,  d.  h.  wenn  er  zu  einer  Höhe  =  —     ee- 
A  9      "" 

langt  ist.    Es  sei  dieselbe  =^BA,  also  c  ==  Sjl.-^ — ^    man  er- 

sieht  also,  dass  BA  drejenige  Höhe  ist,  aus  welcher  der  Kör- 
per A,  unter  Antrieb  der  Kraft  g  herabsinken  muss,  um  die 
der  Höhe  zukommende  Geschwindigkeit  zu  erlangen  (§.  206.). 
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Ein  Körper  wird  daher,  wenn  er  mit  derjenigen  Geschwindigkeit 
aufsteigt/ welche  er  durch  den  Fall  aus  einer  gegebenen  Hohe 
erlangt,  eben  diese  letztere  wieder  erreichen,  ehe  er  seine  Be- 
wegung verliert. 

Zusatz  % 
§.  247.  Ferner  wird  der  über  den  Weg  BA  aufsteigende 
Körper  in  den  einzelnen  Punkten  dieselbe  Geschwindigkeit  ha- 
ben ,  welche  er  beim  Niedersteigen  von  A  erlangt  haben  würde. 
Setzt  man  nämlich  AP=:y,  so  wird  die,  durch  die  niederstei- 
gende  Bewegung    von    ^    in    P  erlangte    Geschwindigkeit  = 

1/  M.;  die  Geschwindigkeit  in  demselben  Punkte  aber,  welche 

er  beim  Aufsteigen  von  B  noch  übrig  hat,  =  4/  ^. ,  fJ^  .Da 

A  c 

nun  a:  +  1/  =  BA  =  — '—,  so  wird  offenbar 

A-^l' 
also  beide  Geschwindigkeiten  einander  gleich. 

Zusatz  3. 
§.  248.  Die  Bewegung  des  aufsteigenden  Körpers  stimmt 
also  mit  der  des  niedersteigenden  überein  und  ihre  Geschwin- 
digkeiten an  denselben  Orten,  d.  h.  in  denselben  Abständen 
vom  höchsten  Punkte,  wo  die  Geschwindigkeit  verschwindet, 
sind  einander  gleich. 

Zusatz  4. 
§.  249.    Man  ersieht  hieraus,   dass  auch  die  Zeit  des  Auf- 
steigens  durch  BA  der  Zeit  des  Niedersteigens  durch  densel- 
ben Raum  gleich  sein  muss.     Setzt  man  daher  BA^a,  so  ist 

die  Zeit  des  Niedersteigens  =  — ^  W  ^;^  Secunden  (§.  221.). 

Eben  so  gross  muss  die  Zeit  des  Aufsteigens   durch  BA  sein, 

A  c 

oder  wenn  man  statt  A  seinen  Werth  — '—  setzt,  diese  Zeit  des 

9 
ganzen  Aufsteigens 

A        — 
=  T^5 — V^c  Secunden. 
126.  g 

Zusatz  5. 
§.  250.    Auf  ähnliche  Weise  wird  die  Zeit  des  Aufsteigens 
durch  einen  beliebigen  Theil  BP   bestimmt.      Bleibt    nämlich 
AP  =:  y^  so  ist  die  Zeit  des  Auf-  oder  Niedersteigens  durch 
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AP  =  j^  W  ^   und  zieht   man  diese   von    der   ganzen  Zeit 

A        — 
des  Aufsteigens  = -^  —  V^c   ab,   so   bleibt    die   Zeit  des  Auf- 

Ac 

steigens  durch  BP  übrig.    Da  aber  ^'=  —  —  ^  ist,  so  wird 

die  Zeit  des  Aufsteigens  durch  BP 


X 


Anm  erkung  1. 
§.  '251.    Offenbar  kann  diese  Gleichheit  des  Auf-  und  Nie- 
dersteigens  a  priori  aus   der  Wirksamkeit  der  Kräfte  erwiesen 
werden.     Da  beim  Aufsteigen   die  Kraft   eben   so    viel   von  der 
Geschwindigkeit  fortnimmt ,  als  sie  beim  Niedersteigen  ihr  hin- 
zufügt, so  muss  offenbar  eine  vollkommene  Gleichheit  zwischen 
beiden  Bewegungen    stattfinden    und    es  kann  nur   ein    Unter- 
schied in  der  Reihefolge  der  Zeit  obwalten,  die  jedoch,  wenn 
man  sie  in  Gedanken  umkehrt,    den   einen  Fall  in  den  andern 
verwandelt.     Aehnlich   ist    auch   das  Verhältniss    aller   Bewe- 
gungen, welche  durch   absolute  Kräfte  hervorgebracht  werden; 
der  Körper  kann  nämlich  mit  denselben  Geschwindigkeiten  auf 
demselben  Wege  zurückkehren,  sobald  er  beim  Rückgange  die- 
selben Eindrücke,  als  beim  Hergange,  aber  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  erleidet.     So  würden  sich  die  Planeten  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  eben  so    in  Ellipsen,    wie  jetzt  um 
die  Sonne  bewegen,    wenn   im  Anfange   ihre  Bewegungen   die 
entgegengesetzten    gewesen   wären.     Durch    dasselbe  Element 
des  Weges  ist   nämlich   die  W^iikung    der  Kraft^  in  Bezug  auf 
die  Aenderung   der  Geschwindigkeit,   stets   dieselbe   und   wird 
in  Bezug   auf  den  Körper   negativ,  wenn  dieser  umkehrt.     Die 
Wirkung  aber,  welche   auf    die   Aenderung   der  Richtung   des 
Körpers  verwandt  wird,  bleibt  in  beiden  Fällen  dieselbe,  wess- 
halb  der  Körper  beim  Hin-   und  Hergange  dieselbe  Bahn  be- 
schreibt.    Diess  wird    unten    klarer  werden,   wo   wir   derartige 
Bewegungen  in    der    Reihefolge    behandeln.      Findet  aber   ein 
Widerstand  statt,  so  verschwindet  diese  Aehnlichkeit  zwischen 
dem  Auf-   und   Niedersteigen;    denn  in  beiden  Fällen   vermin- 
dert  der  Widerstand    die   Bewegung    des  Körpers  und   seine 
Wirkung  in  dem  einen  Falle  ist  der  im  andern  nicht  entgegen- 
gesetzt, wie  bei  einer  absoluten  antreibenden  Kraft 
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Anmerkung  2. 
§.  252.    Nachdem  wir    die   geradlinige  Bewegung,    welche 
aus    gleichförmigen  Kräften  entspringt,   genügend  aus  einander 
gesetzt  haben,  gehen  wir  nun  zu  ungleichförmigen  Kräften  über, 
welche  an  andern  Orten  andere  Wirkungen  ^HT  Körper  ausüben 
und  untersuchen,    wie  weit  geradlinige   Bewegungen    der  Kör- 
per  durch    sie    verändert   werden.      Dieser   üngleichförmigkeit 
sind  alle  Kräfte,  welche  wir  in  der  Natur  wahrnehmen,  unter- 
werfen  und  man   kann   keine  Kraft  angeben,   welche  auf  einen 
Körper  an  jedem  beliebigen  Orte  auf  gleiche  Weise  einwirkte. 
So  werden  die  Planeten,  je  näher   sie  der  Sonne  sind,   desto 
stärker  zu  ihr  hingezogen  und  je  weiter  ein  Körper   sich  von 
der   Oberfläche    der  Erde    entfernt,    desto    schwächer    ist    die 
Schwerkraft  oder  das  abwärts  gerichtete  Bestreben  in  ihm.  Auf 
ähnliche  Weise  zieht  ein  Magnet  denselben  Eisenstab    stärker 
in  geringer,  schwächer  in  grosser  Entfernung   an.     In  welchem 
Verhältniss  nun    auch   die  Kräfte  zu   den  Abständen   oder  La- 
gen des  Körpers  stehen  mögen,  so  werden  wir  doch  die  Ge- 
setze bestimmen,  nach  denen  die  Bewegung  des  angetriebenen 
Körpers  sich  ändert.    Zuerst  werden  wir  die,    einer  gewissen 
Potenz  der  x^bstände  des  Körpers  von  einem  festen  Punkt  pro- 
portionalen, Kräfte  betrachten. 

Erklärung  16. 

§.  253.  Der  Mittelpunkt  der  Kräfte  heisst  derjenige 
feste  Punkt,  nach  welchem  Körper  durch  eine  Kraft  hingezo- 
gen werden,  welche  von  dem  Abstände  derselben  von  diesem 
festen  Punkte  abhängig  oder  einer  beliebigen  Function  dieses 
Abstand  es  pr((portional  ist. 

Zusatz  1. 
§.  254.     Der  Abstand   von   diesem  Mittelpunkte  ist   daher 
gegeben,  wenn    der  Körper  eben  so  stark   nach   dem  letztern 
hingezogen  wird,  als    die    Schwerkraft  ihn    an  der  Oberfläche 
der  Erde  antreiben  würde. 

Zusatz  2. 
§.  255.  Ist  dieser  Abstand  und  das  Gesetz  der  Anziehung 
d.  h.  die  Function  des  Abstandes,  welcher  die  Anziehung  pro- 
portional ist,  bekannt,  so  kennt  man  auch  das  Verhältniss,  in 
welchem  das  Streben  des  beliebig  gelegenen  Körpers  gegen 
den  Mittelpunkt  der  Kräfte  zur  Schwerkraft  desselben  Körpers 
steht,  wenn  dieser  sich  auf  der  Oberfläche  der  Erde  befände. 
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Zusatz  3. 
§.  256.    Auf  diese  Weise  kana  man  beliebig  veränderliche 
Kräfte  mit  der,  ihren  Wirkungen  nach  bekannten,  Schwerkraft 
vergleichen  und  daher  die  Wirkungen    der  erstem  auf  Körper 
bestimmen. 

Anmerkung. 
§,  257.  Ich  setze  hier  die  Anziehung  zum  Mittelpunkt  der 
Kräfte  der  Schwerkraft  ähnlich,  so  dass  auch  das  Streben 
verschiedener  Körper  nach  jenem  Punkte,  in  demselben  Ab- 
stände, ihren  Massen  proportional  und  daher  die  beschleuni- 
genden Kräfte  aller  einander  gleich  werden.  (§.  212.).  Bei  die- 
ser Behandlung  braucht  man  die  Masse  des  sich  bewegenden 
Körpers  nicht  in  Betracht  zu  ziehen,  sondern  nur  die  beschleu- 
nigende Kraft,  welche  dem  Streben  zum  Mittelpunkte,  divldirt 
durch  die  Masse,  proportional  ist.  Dieselbe  wird  aber  mit  der 
=  1  gesetzten  beschleunigenden  Kraft  der  Schwere  verglichen 
werden  und  auf  diese  Einheit  werden  wir  alle  beschleunigenden 
Kräfte,  als  gleichartige  Grössen  beziehen, 

Zusatz  4. 
§.  258.  Wenn  wir  also  sagen,  die  Kräfte  sind  den  Abständen 
vom  Mittelpunkt,  oder  einer  gewissen  Function  dieser  Abstände 
proportional;  so  ist  diess  nicht  vom  blossen  Streben  der  Kör- 
per nach  dem  Mittelpunkte,  sondern  von  ihren  beschleunigen- 
den Kräften,  d.h.  dem  Streben,  dividirt  durch  die  Massen,  zu 
verstehen. 

Zusatz  5. 
§.259.  Da  also  die  Richtung  der  Kraft,  nach  welcher  der 
Körper  angetrieben  wird,  stets  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Kräfte  hingeht,  so  muss  offenbar  ein  Körper,  welcher  entwe- 
der ruhet  oder  sich  auf  einer,  nach  jenem  Mittelpunkte  gerich- 
teten Linie  bewegt,  sich  beständig   auf  dieser  Linie  befinden 

(§.189.). 

Erklärung  17. 

§.  260;    Die  Kraft,  welche  die  Körper  nach    einem  derar- 
tigen Mittelpunkte  hintreibt,    heisst   eine    Cent r i p  Qlalk l.aJ tr_ 
Wird  sie  hingegen  negativ,  indem  sie  die  Körper  von  diesem 
Mittelpunkte  fortstösst,  so  heisst  sie  eine  Centrifugalkraft 

Zusatz   1. 

§.  261.  Da  hier  von  der  Bewegung  die  Rede  ist,  so  wer- 
den wir  unter  der  Centripetal  -  und  Centrifugalkraft  die  beschleu- 
nigende Kraft  verstehen,  oder  das  Streben,  dividirt  durch  die 
Masse. 
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Zusatz  2. 
§.  262.  Das  Streben  des  Körpers  gegen  den  Mittelpunkt 
der  Kräfte  wird  daher  durch  das  Produkt  der  beschleunigenden 
Kraft  in  die  Masse  des  Körpers  ausgedrückt.  Es  verhält  sich 
daher  zum  Gewicht  desselben  Körpers,  wenn  dieser  sich  an 
der  Oberfläche   der  Erde  befände,  wie  die  Centripetalkraft  zur 

Einheit  (§.257.) 

Anmerkung. 

§.  263.  Newton  bedient  sich  sehr  häufig  der  Benennung 
Centripetalkraft  und  bemerkt,  dass  man  dieselbe  auf  dreifache 
Weise  messen  könne.  Zuerst  durch  ihre  absolute  Grösse,  w^o- 
durch  die  Wirksamkeit  des  Mittelpunktes  der  Kräfte  selbst, 
ohne  Rücksicht  auf  di^  angezogenen  Körper,  bestimmt  wird. 
So  ist  in  einem  grössern  Magneten  eine  grössere,  in  einem 
kleineren  eine  kleinere  absolute  Centripetalkraft.  Auf  ähnliche 
Weise  befindet  sich,  nach  seiner  Theorie  in  der  Sonne  eine 
grössere  absolute  Kraft,  als  in  der  Erde.  Diese  Vergleichung 
kann  man  aber  nur  bei  den  Mittelpunkten  ähnlich,  d.  h.  nach 
derselben  Function  des  Abstandes  anziehender,  Kräfte  anwen- 
den, bei  unähnlichen  findet  sie  nicht  statt.  Diese  absolute 
Grösse  ist  also  zu  bestimmen  durch  das  Bestreben,  welches 
ein  gegebener  Körper  in  einem  gegebenen  Abstände  vom  Mit- 
telpunkte hat,  sich  diesem  zu  nähern.  Statt  dieser  Betrach- 
tungsweise wende  ich  hier  den  Abstand  an,  in  welchem  der 
Körper  mit  einer,  seinem  Gewicht  gleichen  Kraft  nach  dem 
Mittelpunkte  hinstrebt  (§.  254.). 

Zweitens  hat  Newton  eine  beschleunigende  Grösse  der 
Centripetalkraft,  welche  bei  ihm  in  demselben  Sinne  genommen 
wird,  wie  hier  die  Centripetalkraft  selbst  (§.  261.);  sie  wird 
nämlich  gemessen  durch  das  Bestreben ,  ,  dlvidirt  durch  ,die 
Masse.  Drittens  führt  er  eine  bewegende  Grösse  der  Centri- 
petalkraft ein,  womit  er  nichts  anderes  bezeichnet,  als  das  Be- 
streben  selbst,  welches  die  Körper  haben,  sich  dem  Mittel- 
punkte der  Kräfte  zu  nähern.  DieGrösse  der  Bewegung  näm- 
lich,  welche  man  durch  das  Produkt  der  Bewegung  in  die 
Masse  zu  bestimmen  pflegt  und  welche  in  einer  gegebenen 
Zeit  erzeugt  wird,  ist  dem  Bestreben  selbst  proportional.  Setzt 
man  das  letztere  =p  und  die  Masse  =r:^,,so  ist  die  Zunahme 
der  Geschwindigkeit  in  einem  gegebenen  Zeittheilchen  propor- 
tional ^  (§.  154. )  und   multipUcirt  man   daher  diese   Zunahme 

in  die  Masse  A,   so   erhält  man  die  Zunahme  der  Grösse  der 
Bewegung,  welche  also  p  selbst  proportional  sein  wird. 
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Satz  32. 
Aufgabe. 
§.  264.  (Figur  28.)  Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Kräfte, 
welcher  die  Körper  in  irgend  einem  vielfachen  Verhältniss  der 
Abstände  nach  sich  zieht  und  es  werde  der  in  A  ruhende 
Körper  nach  ihm  hingezogen;  man  sucht  seine  Geschwindig- 
keit in  einem  beliebigen  Punkte  P  des  Weges  AC 

Auflösung. 
Es  sei  Ac^=^a  ,  AP=^x  und  v  die  Höhe,  welche  der  in  P 
stattfindenden  Geschwindigkeit  des  Körpers  zukommt.  Es  er- 
folge die  Anziehung  im  wfacben  Verhältniss  der  Abstände  und 
es  sei  f  der  Abstand  von  0,  in  welchem  das  Streben  des  Kör- 
pers nach  C  seinem  Gewicht  an  der  Oberfläche  der  Erde  gleich 
ist.  Die  bescVdeunigende  Kraft,  welche  den  Körper  nach  C 
treibt,  verhält  sich  daher  zur  Schv^  erkraft,  welche  ich  =r  1 
setze,  wie  CP^if^,  d,  h.  wie  {a — xY\f^  und  sie  kann  daher 

durch  ■    "7  ausgedrückt  werden.    Nimmt  man  nun  Ppz=idx 

an,   so  wird  dv  =:  ^ — tt^—  dx  (§.  213.)  Und  wenn   man   inte- 

fn 

grirt,  V  =  Const.^ —  /  ^  i\  fn    ^^®^'    ^'^^^  ^^^^   .t  — 0,   auch   v 
zrO  wird ,  vollständig 

""-"  (n^l)f^ 

Setzt  man  endlich  a  —  x  ^=  CP  =  y,  so  wird  auch 

""-     (n  +  1)/^' 
aus  welcher  Gleichung  man  die  Geschwindigkeit  des   Körpers 
in  jedem  Punkte  entnehmen  kann. 

Zusatz   1. 
$.  265.    Ist  ?i  +  l  eine  positive  Zahl,  so  verschwindet  3/"+^ 
für  3/  =  0.     In  diesem  Falle  ist  also    die  Höhe,    welche  der 
Geschwindigkeit    des  nach    C  gelangenden   Körpers    zukommt, 

=: j«|»  Ist  aber  n~\^\  negativ,    so  wird  für  ^z^iO  ,  ?y'*+^=a?; 

in  diesein  Falle  wird  also  die  Geschwindigkeit  des  nach  C  ge- 
langenden Körpers  :=:  ^  . 

Zusatz  2. 
§.  266.     Ist  n^\  =.  0  oder  n  =:z  — -1,    so  kann  man  aus 
der  getundenen  Gleichung  den  Werth  von  v  nicht  erhalten,  weil 
Eüler's  Mechanik.   I.  6 
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Zähler   und  Nenner  verschwinden  und  man  muss  ihn   alsdann 
aus  der  Diflferentialgleichiing   selbst  ableiten.    Diese  wird  jetzt 

dv  =    '   '^  ,  woraus  v  =  const. — f[os^(a—*cc) >   oder,  weil  für 
a — cc 

a?  =  0  auch  V  =  0  wird,  vollständig 


^'»<.-^.)=^'»K0 


folgt.  Diess  ist  der  wahre  Werth  von  v,  wenn  ti  =  —  1 
oder  die  Centripetalkraft  dem  Abstände  vom  Mittelpunkte  um- 
gekehrt proportional  ist. 

Zusatz  3. 
§.  267.     In   diesem   Falle,   wo   n  z=z  — 1  ist,  wird,   sobald 
der  Körper  nach  dem  Mittelpunkte  C  gelangt,    also  2/  =  0  ist, 

seine  Geschwindigkeit  =  <20,  weil  v  =  flog  f^j=:f\ogco 

wird.  Diess  ist  der  unterste  und  dem  Endlichen  gleichsam 
nächste  Grad  des  Unendlichen;  denn  wie  wenig  auch  ti  +  1  die 
Null  überschreiten  mag,  wird  plötzlich  die  Geschwindigkeit  in  C 
endlich  gross. 

Zusatz  4. 
§.  268.     Ist  w  +  1    positiv,   so  wird  die,   der  Geschwindig- 

keit  in  C  zukommende,  Höhe  =; — ^-ttt^  und  die  Geschwindig- 

(71 +  1)/« 

keiten    mehrerer,   zum    Mittelpunkt    C   herabsteigender  Körper 

71+1  ,    T 

— - —  TZ  -1-  JL 

stehen  im  V<erhältniss  a  ^  ,  d.  h.  im  -^y-  fachen  Verbältniss 
der  Abstände,   aus  denen  sie  herabgesunken  sind. 

Anm  erknng  1. 
§.  269.  Wohin  aber  der  Körper  sich  bewegen  wird,  nach- 
dem er  von  A  bis  C  gelangt  ist,  kann  man  nicht  so  leicht  be- 
stimmen. Man  sieht  zwar,  dass,  wenn  man  in  dem  gefundenen 
Ausdrucke  y  negativ  setzt,  die  der  Geschwindigkeit  in  Q  zu- 
kommende Höhe  sich  ergeben  wird  und  wenn  diese  positiv  ist, 
wird  der  Körper  wirklich  nach  Q  gelangen;  ist  sie  aber  nega- 
tiv, so  wird  dadurch  angedeutet,  dass  der  Körper  nie  in  die, 
jenseits  C  gelegene ,  Gegend  CQ  gelangen  wird.  Dies'fes  Ver- 
fahren kann  man  aber  nicht  immer  anwenden,  indem  es  oft  der 
Voraussetzung,  dass  die  anziehende  Kraft  gegen  den  Mittel- 
punkt diess-  und  jenseits  C  dieselbe  sei,  widerspricht.  Der  in 
P  befindliche  Körper  wird  nämlich  abwärts  gezogen  und  wenn 
er  nach  Q  gelangt,  durch  eine  gleiche  Kraft  aufwärts  getrieben 
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werden,  im  Fall  CQ=CPht  Dessbalb  wird  die  Kraft,  weiche 
den  Körper  in  Q  antreibt,  im  Vergleich  mit  der  früheren  ne- 
gativ und  muss   daher   durch   eine  negative  Zahl   ausgedrückt 

werden.    Die  durch  ^^ — j^~^  ^^er  ^  ausgedrückte  Kraft  in  P 

muss   daher   negativ  werden ,   wenn   man   —  y  statt  +  y  setzt, 
was  nur  möglich,   wenn  n  entweder  ungerade   oder   ein  Bruch 
von  ungeradem  Zähler  und  Nenner  ist     In  diesen  Fällen  wird 
sich  also   der  wahre  Werth  von  v  ergeben,   wenn   de^  Körper 
nach  0  gelangt  ist;   in   den  übrigen  wird,   weil  in  der  Rech- 
nung die,  den  Körper  in  Q  antreibende,  Kraft  mit  ihrem  wah- 
ren Werthe  nicht  übereinstimmt,  auch  die  für  v  sichergebende 
Grösse  nicht  die  richtige  sein.    Ist  nämlich  n   gerade,  so  wird 
die  anziehende  Kraft  in  Q,  wenn  y  negativ  gesetzt  ist,   gleich 
der  Kraft  in  P  und  strebt  nach  derselben  Richtung,  d.  h.  ab- 
wärts.    Der  über    den   Mittelpunkt  C  hinausgegangene  Körper 
vyürde  also    auf  der  geraden  Linie  CQ  in's  Unendliche  fortge- 
hen müssen,   was  auch   die  Rechnung   ergibt.     Da  dieses    der 
Voraussetzung  widerstreitet,  so  ist  es  klar,  dass  in  diesen  Fäl- 
len  die  Bewegung  des   Körpers,   nachdem   er    C  erreicht  hat, 
mittelst  der  gefundenen  Formel  nicht  erhalten  werden  kann.  Das 
Absurde  zeigt  sich  noch  deutlicher,   wenn  n  -=.  \    oder  einem 
andern  derartigen  Bruche  gleich  ist ,  in  welchem  Falle  y'^  ima- 
ginär wird,  wenn  man  — y  statt  y  setzt.     Diess  würde  anzei- 
gen, dass  der  über  C  hinausgegangene  Körper  nicht  nur  nicht 
nacii   C  hingezogen,  sondern  dass  die  anziehende  Kraft  selbst 
imaginär  werde,  was  niemand  einsehen  kann. 

Zusatz  5. 
§.  270.     Ist  daher  ?i  ungerade,  so  ändert  sich  der  Werth  von 

""  ^     (n  +  1)/-«' 

nicht,  wenn  man  — y  statt  -\- y  setzt,  indem  alsdann  w  +  I 
gerade  wird.  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  Q  wird  der 
in  P  stattfindenden  gleich,  wenn  CQ~CP  ist.  Auf  dieselbe 
Weise  wird  daher  der  Körper  sich  in  der  Richtung  CQ  von  C 
entfernen,  auf  welche  er  sich  vorher  in  der  Richtung  AC  ihm 
genähert  hatte  und  wird  bis  B  gelangen,  wo  CB  ■=  AC  ist 
und  wo  er  seine  ganze  Geschwindigkeit  verliert.  Er  wird  da- 
her nun  auf  gleiche  Weise  nach  C  und  weiter  nach  A  gelan- 
gen und  diese  wechselnden  Bewegungen  beständig  fortsetzen, 
wenn  kein  Widerstand  stattfindet. 

6  * 
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Zusatz  6. 
§.    271.     Der  Fall   ist  jedoch    auszunehmen,    in  welchem 
n  =  — 1,  obgleich  ungerade  ist.     Macht  man  nämlich  y  nega- 
tiv, so  wird 


V  :=  f  log  (  —  —  )  d.  h.  imaginär ; 


der  Körper  wird  also  nie  über  C  hinausgehen.  Es  scheint  da- 
her, als  ob  man  die  Sache  anders  beurtheilen  müsse,  im  Fall 
n  negativ ,  wenn  auch  ungerade  ist.  Ein  diesem  ähnliches  Bei- 
spiel werden  wir  unten,  für  7i  =  -^3  sehen  (§.  335.). 

Anmerkung  2. 

§.  272.  Diess  scheint  zwar  weniger  mit  der  Wahrheit 
übereinzustimmen ,  da  man  nämlich  kaum  einen  Grund  sieht, 
warum  der  Körper  mit  seiner  in  C  erlangten  Geschwindigkeit 
eher  nach  einer  andern  Richtung  als  CB  fortschreiten  sollte, 
besonders  da  die  Richtung  dieser  unendlich  grossen  Geschwin- 
digkeit dieselbe  ist.  Wie  dem  aber  auch  sei,  so  muss  man 
hier  mehr  der  Rechnung,  als  dem  Urtheil  vertrauen  und  wir 
müssen  erklären,  dass  wir  den  »Sprung  vom  Unendlichen  zum 
Endlichen  nicht  begreifen.  Wir  werden  noch  mehr  in  dieser 
Meinung  durch  ein  Beispiel  bestärkt,  welches  unten  (§.  655.) 
vollständig  auseinandergesetzt  für  7i  =  —  2  folgen  wird.  In 
diesem  Falle  ist  die  Geschwindigkeit  des  nach  C  gelangenden 
Körpers  auch  unendlich  gross  und  längs  CB  gerichtet;  nichts 
desto  weniger  aber  geht  der  Körper  nicht  über  C  hinaus,  son- 
dern kehrt  plötzlich  von  C  gegen  A  zurück ^  auf  gleiche  Weise,, 
wie  er  herangekommen  war.  Man  ersieht  hieraus,  dass  man, 
so  oft  die  Geschwindigkeit  in  C  unendlich  gross  ist,  das  Ur- 
theil über  die  weitere  Bewegung  des  Körpers  verschieben 
müsse ;  diess  braucht  jedoch  nur  bis  dahin  zu  geschehen ,  wo 
wir  zu  den  krummlinigen  Bewegungen  gelangen,  aus  denen 
die  geradlinigen  sich  noch  klarer  ableiten  lassen.  Auch  ist  die 
dort  anzustellende  Rechnung  diesem  Mangel  nicht  unterworfen, 
dass  sie  mit  der  Voraussetzung  nicht  übereinstimme;  sondern 
es  wird  die  Centripetalkraft  nach  jeder  Richtung  gleichgesetzt 
werden,  ohne  dass  die  Rechnung  diesem  widerspricht. 
Anmerkung  3. 

§.273.  Immer  aber,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  C  nicht 
unendlich  gross  ist,  was  geschieht,  wenn  n  +  1  positiv  ist, 
können  wir  die  ganze  Bewegung  des  Körpers  durch  Beurthei- 
lung  erkennen,  wenn  auch  die  Rechnung  nicht  ausreicht.  Ist 
nämlich  die  Geschwindigkeit  in  C  endlich  und  längs  CB  gerich- 
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tet^  was  nothwendig  der  Fall  sein  miiss;  so  ist  es  unmöglich, 
dass  der  Körper  seine  Bewegung  nicht  auf  CB  fortsetze.  Indem 
diess  geschieht,  wird  er  sich  ebenso  von  C  entfernen,  wie  er 
sich  vorher  ihm  genähert  hatte  und  wird,  wenn  CQ:=zCP  ist, 
in  Q  dieselbe  Geschwindigkeit  haben ,  welche  er  vorher  in  P 
hatte.  Diess  kann  man  aus  §.251.  ersehen.  Der  Körper  wird 
dalier  beständig  seine  wechselnden  Bewegungen  von  A  nach 
B  und  von  B  nach  A  fortsetzen. 


Satz  33. 
Aufgabe. 

§.  274  (Figur  29.)  Der  Mittelpunkt  C  zieht  in  einem 
beliebig  vielfachen  Verhältniss  der  Abstände  an  und  der  Kör- 
per hat  in  D  schon  eine  gegebene  Geschwindigkeit;  man  sucht 
auf  der  verlängerten  Linie  CDdeii  Punkt  A,  von  welchem  der 
Körper  seinen  Fall  gegen  C  beginnen  muss ,  um  in  D  eben 
dieselbe  Geschwindigkeit  zu  erlangen. 

Auflösung. 
Wie  vorher  bezeichne  7i  den  Exponenten  des  Abstände« 
und  f  denjenigen  Abstand,  in  welchem  die  Centripetalkraft  der 
Schwere  gleich  wird.  Es  sei  CD  =i  h,  die  der  Geschwindig- 
keit in  D  zukommende  Höhe  =:A  und  die  gesuchte  Entfernung 
CA  =  q.  Im  Vergleich  mit  der  vorigen  Aufgabe  haben  wir 
also  q  statt  a,  b  statt  y  und  h  statt  v  zu  setzen  und  erhal- 
ten so: 

^  ^  ^J  7t.1     ^^^^  'l  =  {b-^'  +  (n  +  l)hfn} 
{n  +  l)f^ 


In  dem  besonderen  Falle,  wo  ?i  =i  —  1  ist,  haben  wir 

h  =  /"log  (5)    oder     q  z=  b  .  ef y 
wo  e  die  Basis  der  hyperbolischen  Logarithmen  ist 

Zusatz   1. 

§.  275.    Ist  die  Centripetalkraft  dem  Abstände   direct  pro- 
portional, so  wird  w  =  I  und  daher 

q  =  SfW^\Wf, 
Diese  Grösse  ist  immer  endlich,  wenn  nur  ö,  f  und  h  es  sind- 
Aehnliches  ereignet  sich  stets,  wenn  w  +  1  positiv  oder  minde- 
stens =0  ist. 


Hosted  by 


Google 


86  Kapitel  IlL     Von  der  f/eradlinigen  Bewegung 

Zusatz  2. 
§.276.    Ist  ?i  +  l  negativ,  etwa  —  — m,  also  n  =  ■— m-  1, 
so  wird 


m 


welche  Höhe  so  oft  unendlich  wird,  als  h  =  '- — r-  ist.      Wird 

h  noch  grösser,  so  wird  q  negativ  oder  vielmehr  >  go  oder  auch 
imaginär.  In  diesen  Fällen  wird  also  der  Körper ,  wenn  er  auch 
aus  einer  unendlich  grossen  Höhe  herabgestiegen  ist,  doch  in  jD 
keine  so  grosse  Geschwindigkeit  erlangen  können. 

Zusatz  3,. 
§.  277.    Bleibt  n  +  1  negativ  ==  —  m  und  ist  Ä   unendlich 
weit  entfernt ,  also  </  =  oo ;  so  wird 

fm^i^juhb^  ~  0  oder  h  ==  '—; — 

Der  Abstand  vom  Mittelpunkt  C,  in  welchem  der  aus  unendli- 
eher  Entfernung  herabgestiegene  Körper  die  Geschwindigkeit 
V^h  hat,  wird  also 


mh 


Zusatz  4. 
§.  278.    Ist  die  Centripetalkraft   dem  Quadrat  des  Abstan- 

des  umgekehrt  proportional,  so  hat  man  m^=^\  und  q:==z  .    '   ■    . 
Ist  daher  h  =  y-,  so  wird  q  oder  ÄC  ==  oo. 

Zusatz  5. 
§.  279.  Verbindet  man  diese  Aufgabe  mit  der  vorhergehen- 
den, so  kann  man  leicht  die  Bewegung  eines  Körpers  bestim- 
men, welcher  von  D  aus  seinen  Fall  gegen  C  mit  der  Geschwin- 
digkeit \r h  beginnt.  x\us  dem  Vorhergehenden  ist  die  Bewe- 
gung des  Körpers  von  A  ab  bekannt  und  ein  Theil  derselben 
ist  die  von  D  an ,  mit  der  Geschwindigkeit  ^h  begonnene  Be- 
wegung.    Setzt  man  daher  CP  •==■  y  und  die ,  der  Geschwindig- 

keit  in  P  zukommende,  Höhe  =:i»;  so  haben  wir  i;==  ^. — .  ,;>—"- 

(§.  264.),  aber  q^\^  ==  6"+i  +  (n  +  l)hfn;  mithin  wird 
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+  h. 


J^n^l — .^w+i 


C/^  +  1}/" 

Zusatz  6, 
%.  280.  Dieser  Ausdruck  von  v,  vvelclier  gilt,  wenn  der 
Körper  von  1>  aus  mit  der,  der  Höhe  h  zukommenden  Geschwin- 
digkeit niederzusteigen  anfängt,  ist  nur  darin  von  demjenigen 
verschieden,  welcher  sich  ergibt,  wenn  der  Körper  von  der 
Ruhe  ab  zu  sinken  beginnt,  dass  er  jstets  um  A  selbst  grösser  ist 

Anmerkung. 
§.  281.     (Figur  28,)    Die  Zeiten,  in  denen,  bei  einer  belie- 
big  vorausgesetzten   Centripetal kraft,   der   Weg  AC  und  seine 
Theile  zurückgelegt  werden ,    lassen    sich    aus   den   bekannten 

Geschwindigkeiten  leicht  herleiten.   Da  allgemein  dt  -^^  — =--t=~  ? 

f^      V  V 

so  wird 

welcher  Ausdruck  der  zur  Beschreibung  von  AP  erfoderlichen 
Zeit,  für  einen  allgemeinen  Werth  von  n,  weder  integrirt,  noch 
auf  die  Quadraturen  bekannter  Curven  zurückgeführt  werden 
kann.  Für  verschiedene  Werthe  von  n  kann  man  ihn  jedoch 
ziemlich  geschickt  darstellen,  wesshalb  wir  zunächst  die  wei- 
tern allgemeinen  Betrachtungen  verschieben  und  in  den  nächsten 
Sätzen  die  vorzüglichsten  besondern  Fälle  untersuchen   wollen. 

Satz   34. 
Aufgabe. 
§.282.    {Figur  30.)    Die  Centripetalkraft  ist   den   Abstän- 
den vom  Mittelpunkte  C  proportional  und  der  Körper  sinkt  von 
.4  bis    C  herab;  man  soll  die  Zeit   bestimmen,  in  welcher   er 
einen  jeden  Theil  dieses  Weges  zurücklegt 
Auflösung. 
Man  setze   JC=  a,   den  Abstand  vom  Mittelpunkt  C,  in 
welchem  die  Centripetalkraft  der  Schwere  gleich  ist,  =/,   einen 
beliebigen  Theil  CP  des  Weges  ^=^y  und  die  der  Geschwindig- 
keit in   P  zukommende  Höhe  =  i;.    Die  Zeit,  in  welcher  der 

Weg  CP  zurückgelegt  wird,   ist  =  /  --^  ;  ich  vernachlässige 
hier  den  Factor  -j^,  welcher  dazu  diente*  diese  Zeit  in  Secun 
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den  auszudrücken    und   welcher  je  nach  Belieben  hinzugefügt 

^2 ^.2 

werden  kann.    Nach  §.  264  ist  für  /i  —  \,  v  =.  — Kf     >  ^^^^ 

üeber^C  construire  man  den  Kreisquadranten  AME  und  ziehe 
in  demselben  die  Ordinaten  CE  und  P3I.  Alsdann  ist  bekanntlich 

also  die  Zeit,  in  welcher  PC  zurückgelegt  wird,  =:  -^-^^  ▼  ^/ 

a 

AME    X^'If 
Ferner  wird  die  Zeit  des  ganzen  Falles  durch  JC~— ~ ~ 

und  die  dem  Weg  AP  entsprechende  Zeit  ==  "f-  Somit 

a 

kennen  wir  die  Zeit  des  Herabfallens  durch  einen  beliebigen 
Theil  des  Weges  und  zwar,  wenn  f  und  a  in  Scriipeln  ausge- 
drückt und  der  Factor  ^pjr  hinzugefügt  wird,  in  Secundepp 

Zusatz  1. 
§,  283.   DsiAME^iaTi;,  so  wird  die  Zeit  des  Herabfallens 

durch  AC  =  —\r2f.     Sie  hängt  nicht  von  der    durchlaufenen 

Höhe  ab  und  es  werden  daher  alle  Körper,  welche  zu  diesem 
Mittelpunkt  herabsteigen,  in  gleichen  Zeiten  dahin  gelangen, 
wie  gross  auch  a  sein  möge. 

Anmerkung. 
§.  284.     Diese   Gleichheit  der   Zeiten   folgt   auch   aus   dem 

Ausdruck '^    der   Geschwindigkeit,  in  welchem  a  und  y 

Eine  Dimension»  haben.  So  oft  diess  stattfindet,  werden  die 
Zeiten,  in  denen  beliebige  Wege  a  zurückgelegt  werden,  ein- 
ander gleich  sein  (§.  46.). 

Zusatz  2. 
§,  285.  Hat  man  ferner  einen  andern  Mittelpunkt  der  Kräfte, 
der  aber  mit  einer  verschiedenen  Wirksamkeit  begabt  ist,  so 
dass  der  Abstand,  in  welchem  die  Centripetaikraft  der  Schwere 
gleich  wird,  =:  F  ist;  so  verhalten  sich  die  Zeiten  des  Nieder- 
^teigens  zu  beiden  Mittelpunkten,    wie  \^'f:^F.     Die  Wirk- 
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«amkeiten  selbst  aber  verhalten  sich,  wie  F:/;  sie  sind  näm- 
lich den  Kräften  proportional,  welche  diese  Mittelpunkte  in 
gleichen  Abständen  ausüben.  Die  Zeiten  des  Herabsinkens  zu 
verschiedenen  Mittelpunkten  stehen  daher  im  halben  umgekehr- 
ten Verhältniss  der  Wirksamkeiten  eben  dieser  Mittelpunkte.  Die- 
ses Verhältniss  findet  bei  allen  ähnlichen  Mittelpunkten  der 
Kräfte  statt,  wenn  die  durchlaufenen  Wege  einander  gleich  sind, 
wie  wir  in  der  Folge  ^ehen  werden, 

Satz  35. 
Aufgabe. 
§.  286.  (Figur  31.)  Die  Centripetalkraft  ist  dem  Quadrat 
des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  C  umgekehrt  proportional  und 
ein  Körper  sinkt  von  A  bis  C  herab :  man  sucht  die  Zeit,  in 
welcher  derselbe  einen  beliebigen  Theil  des  Weges  AC  zu- 
rücklegt. 

Auflösung. 

Es   bleibe  AC  =  a,   ferner  /*,    CP  =  y  und  v  dasselbe 
wie  im  vorigen  Satze.     Da  n~ — 2,  so  ist  nach  §.  264,   i;= 

/2  ±:^l_^lsodt=  •%=p^=^^  -^It=  und   die 

Zeit  des  Niedersteigens  durch  PO  =  —L^  1  —pdz-^^.    Es 

f    J   Sfay-^y^ 
ist  aber 

Beschreibt  man  daher  über  AC  den  Halbkreis   AMC  und   er- 
richtet in  P  die  Ordinate  PM,  so  wird 

CM  ==   r~-ß^i^   und  PM  ^  Vm,-^^- 

J    M  ay-^-y"^  ^ 

Mithin   wird   die    Zeit   des  Niedersteigens   durch    CP  =  jL^ 

f 
{CM—PM)^  die  Zeit  des  ganzen  Niedersteigens  durch  JC  = 

—  ~:    AMC  und  die  dem  Herabsteigen  durch  AP  entsprechende 

Zeit=  ^  {AM^PM). 
f 

Zusatz  1. 

§.  287.    Da  AMC^^lait  ist,  so  wird  die  Zeit,  in  welcher 

der  Körper  von  Ji  bis   C  herabsteigt, 
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Tca  \a 

Die  Zeiten,  in  welchen  mehrere  Körper  zum  Mittelpunkt  C  her- 
absteigen, stehen  also  in  dem  |ten  Verhältniss   der  Abstände. 

Zusatz  2. 
§.  288;,  Die  Zeiten,  in  denen  Körper  zu  verschiedenen 
Mittelpunkten  dieser  Art  herabsteigen,  stehen  in  einem  Ver- 
hältniss, welches  aus  dem  Iten  directen  der  Ai>stände  und  dem 
halben  indirecten  Verhältni.cs  der  Wirksamkeiten  zusammenge- 
setzt ist.     Die  letztere  ist  nämlich  f^  direct  proportional. 

Anmerkung. 

jT.  289.     (Figur  30.)     Ist   die   Centripetalkraft    dem  Cubus 
des  Abstandes  umgekehrt  proportional,  so  hat  man  n  =  — .  3 

und  daher  v=\f^  —-HJL,    Die  Zeit  des  Niedersteiarens  durch 
CP  wird  also 

oder,  weil  für  ^  =  0  auch  iC  =  0  ist,  vollständig 

«VT 

die   Zeit    des    ganzen    Niedersteigens    durch    AC  oder     T  = 
-=r:,  also  auch   die  Zeit   des  Niedersteijijens  durch  AP  oder 

/•V7 


Da  nun  PM  =  '^a^-iß  ist,  so  wird  t  =.~^AC-~ PM\, 


In  diesem  Falle  kann  man  also  die  Zeit  des  Niedersteigens 
algebraisch   ausdrücken,   was   auch    geschehen   wird,    wenn  n 

einen  Werth   der  Reihe  —  -^\   —  -^  ;  —  -ä-  ; ^  ;  ^tc.  hat. 

Wir  wollen  nun  wenigstens  untersuchen,  wie  gross  die  Zeiten 
des  ganzen  Niedersteigens  durch  AC  sein  werden. 

Satz  36. 
Aufgabe. 
§.  290.    (Figur  31.)    Man  soll  die  Zeit  des  Herabsteigens 
durch   AC  zum  Mittelpunkt   C  bestimmen,    wenn    die  Centri- 
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petalkraft  —- ^ ,  -  proportional  ist,  wo  a  der  Abstand  des  Kör- 

pers  vom   Mittelpunkte  und  m   eine   ganze  positive   Zahl   be- 
zeichnet. 

Auflösung. 
Behalten  a,  f,  y  und  v  die  frühere  Bedeutung  bei,  so  ist 

hier  n  =  —^ ^-- ,  also 

Im  —  1 

v^tai:z±f' 


%n  —  1  ^  ^^-'     a  '^^-  ^  -- 1;  2m- i 


a'^"*"'  •2/-'""' 


(2m-l)r"*-^  \  a^'»-^  ^2^2m-i 

Diess  Integral  muss  von  y  ^  Q  V\^  y  ^  a  genommen  werden, 
um  die  gesuchte  Zeit  des  ganzen  Niedersteigens  durch  AC  zu 


2 


erhalten.  Setzt  man  y'^"'-^  =  %  und  a^^-^^  6,  so  wird  y^^-^ 
__  y^^;^,  :^  ^^^^ "^ ^  z  ^"^^^  f/2  und  so,  wenn  man  diese 
Werthe  substituirt; 

Um  r^^~    zu    finden,  setzen   wir   6  —  z  ==  i^^,    also 
dz  =  —'2udu,  wodurch 

P'iil"  ^  _  r^du^b^u^r-^  =  -  ^fduWn-^-~(m^i) 

^m-2^2   _|_    (;^__l)2j/5>"^-3  2^4  _    etC.  J 

=  Const.  —  2^^{6"*-l— U??i--1)^'"~^«*^+  H^--l)2 

/^m-3^^4    _    etc.). 

Das  Integral  muss  aber,  weil  von  ?/ =  0  bis  3/  =  a,  oder  von 
zr=  0  bis  z  =  b,  nun  von  i*^  =  6  bis  w^  ==  0  genommen 
werden,  weil  wir  die  Zeit  des  ganzen  Niedersteigens  haben  wol- 
len.   Wir  erhalten  daher 
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Setzt  man  endlich    statt  6"*— 2   seinen   Werth   a,   so   wird  die 
ganze  Zeit  des  INiedersteigens  durch  AC 

2m 

«^'"~'  ^ÖTÖ iT?n  r«-l.  (>»-l)(»'~2) 

'iW-  V2(2m-l)/-a J73-  + j^^Tg 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  wird  stets  abbrechen,  so  oft  m 
eine  positive  ganze  Zahl  ist  und  in  diesen  Fällen  lässt  sich  die 
Zeit  algebraisch  darstellen. 

Zusatz  1» 
§,  291.    Es  sei  w  ==  1,  also  n  =  — 3,   so  wird  der  Aus- 
druck in  der  Klammer  =  1  und  die  Zeit  des  INiedersteigens 

durch  ^C  =  ^  V^2/  =  ~r^,  wie  oben  (§.  289.)  gefunden 

worden  ist. 

Zusatz  2. 

§.  292.    Ist  m  =2,  also   w  —  ^ — %,   so   wird  der   Werth 
der  Reihe  =  1  —  3  =  I  und  die  Zeit  des  Niedersteigens  durch 

Für  m  =  3,  wird  71  =  — J,  die  Reihe  =  1  —  ^  +  ~  r=  -i- 

o         5         0.5 

und  die  Zeit  des  Niedersteigens  =  -^  V^iÖ/  ö~~R*  Eben  so  für 

A  ^      V     T>    i.  1       3   ,    3.2        3.2.1 

m  =:  4  ,  n  =-  — -=-,   die  Keihe  =  1  --  — --f 


7'  3^1.2.5     1.2.3.7 

2.4.6        ,  ,.       ry    .^         2.4.6  «T   ^.-_- 

=  O-.-?'  ^^""  ^'^  ^"**==  3:0  7?  ^^^^- 

Zusatz  3. 

§.  293.    Hieraus  schliesst  man,  dass  der  Werth  der  Reihe 
allgemein  werde 

^  2.4.6 (2m>--2) 

3.5.7 (2m  — 1) 

und  die  Zeit  des  Niedersteigens  durch  AC 
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Im 

2.4.6 (2m -2)  a^'»-^  ^^:^ ^   . 

,  - — 2^-— «1         ,  71— -1     .    . 

werde,  wenn  n  ==  -^r =— ,  also  m=:-- — ■--  ist 

2m  — 1  271  +  2 

Zusatz  4. 
§.  294.    Setzt  man  nach  und  nach  72  =  1  ,  2  ,  3,4,  etc., 

so  erhält  man  die  entsprechenden  Werthe  der  Reihe  =  1,-^, 

o 

irr  9  r,W   i  ^to.    Setzt  man  hingegen  nach  und  nach  für  m 
3.5     0.5.7 

1        *^        f^         T 

die  zwischenliegenden  Werthe  ^  '  9"  '  9"  >  9-  >  etc.,   so   erhält 
man  die  entsprechenden  Werthe  der  Reihe  =  0  ^  j  q  •  9-  ^^ 

1.3  1     1.3.5  1 

0-2'''  2:4:6-2 '''  ''**'• 

Zusatz  5. 

§.  295.  Auch  für  die  letztern  Werthe  von  m,  nämlich  |, 
I  ,  I  ,  l  3  etc.  wird  daher  die  Zeit  des  Niedersteigens  durch 
24C  bekannt.  Ist  nämlich  7?i  =  1,  so  wird  n  —  — ^,  in  wel- 
chem Falle  die  Zeit  stets  unendlich  klein  wird.     Ist^i^^l^   so 

wird  n  =  '—2  und  die  Zeit  r=  .^-^ .      y  4yr  ~  — _  —   wie 

oben  (§.  287.)  gefunden  ist.    Für  tti  ==  |,  wird  71  =  -—|  und 

die  Zeit  =^^YT'^^W'     Für   m  =.  i,   wird    n  =--  —1   und 

die  Zeitr^     2.4.6./.    ^  ^f' 

Zusatz  6. 
§.  296.    Ist  allgemein  7?i  =  -^— ^  so  wird  n  =  "    ^- 
und  die  Zeit  des  Niedersteigens 

.3.5 (2/:- 

2.4.6 U 


2/c 


_  J-3.5 (2A-1)  ^    ^_^  ^^ 
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Satz  37. 
Aufgabe, 
§.  297.     (Figur  31.)    Man  soll  die  Zeit  des  Niedersteigetis 
durch  AC  bestimmen,  wenn  die  Centiipetalkraft  proportional  ist 

■  '  _    ,   wo   a   den    Abstand  des  Körpers  vom  Mittelpunkt  der 

Kräfte  und  m  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Auflösung. 

Y        1 

..     .  ,   ,  ,                       m  — 1          1—711      ,                 cT—y"^ 
Es  ist  daher  n  =  — = ?  also  v  ^=.  ^ ^ 

m  I 

^mf  "*  (tt"*— 2/"").    Ferner   wird   das  Element   der  Zeit  dt  ~ 
y  — — ^ und  die  zur  Beschreibung  des  We- 


Sfv      i/'       r^^zii     XI 
\   mf  '"^   {a'^^y"^) 

ges  PC  erfoderliche  Zeit 

t=    i.^r ^y- 


S  rnf   "^  V  a^'  —  y^ 


Setzt  man  a^'  =  b  und  y^  ==  z,  so  wird  dy ^=^1711^—^ dz,  also 

]^  =  1/  ^    /«"^^  /     ,-     '■— '     Nimmt    man  das    letzte   Integral 
t  #^«-/         t/    V  h—z 

so  wie  im  vorigen  Satze,  so  wird 


/ 


V^t  ""  *^"~    1.3"^         172X 

(m-  l)(m -2)  fm  — 3) 


].2.3:7  +  etc.j 

2m— i  2m— 1 


und  daher,  wenn  man  a  ^"*  statt  6  ^"*  und  die  Reihe  in  der 
Klammer  =:S  setzt,  die  ganze,  zur  Beschreibung  von  ^C  erfo- 
derliche, Zeit  _________ 

4  /  ^wt— 1       i — m 

T  :=.  2  V??i.  a  ^   ,f~^   .  ,S. 
So  oft  also  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  wird  die  Reihe  ab- 
brechen und  die  gesuchte  Zeit  algebraisch  ausgedrückt. 

Zusatz  1. 
§.  298.    Ist  ??i  —  1,  also  /^=:0  und  daher   die   Centripetal- 
kraft   constant    und    der  Schwere   gleich;   so  wird    *S=1    und 
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2'~2V^a.    Diess  haben  wir  schon  §.  219.  gefunden,  indem  hier 
nur  das  dortige  m  nicht  beachtet  ist. 

Zusatz  2. 
§.  299. 

Fürm=2,  also  wr=- ^  wird  >S==1  und  T  —  yicü  f-\  ^f% 

2  4  2  4 

„    m~Z      „    n=z~l  „    ;S=r:    •    und  Tz=z~<2alf-~\\f^' 

„    w=4      „    n  —  —\    „    Ä=:^-^imdr=g^*-^2ai/*~IV^4. 
etc. 

Zusatz   3. 
§,  300.    Für  einen   allgemeinen   Werth   von   m  wird  n  =r 
\^m        ^  __  2.4.6.... (2m--.2)        , 

^         3.5.7....  (2m— 1)  ^^  /       V« 


w. 


Zusatz  4. 
§.  301.  Wendet  man  die  oben  (J.  294.)  gefundenen  Werthe 
von  >S  für  m-=ip-{-\  an^  wo  p  irgend  eine  positive  ganze  Zahl 
bezeichnet,  so  kann  man  ebenfalls  die  ganzen  Zeiten  des Nie- 
dersteigens  angeben.  Ist  etwa  m-=z\,  so  wird  n^=zl,  S=:i7r 
und  so  T=:2V^J/'.  \%=:\'jtSf''lf,  ganz  wie  im  §.  283.  gefunden  wor- 
den ist,  wo  wir  ebenfalls  wrrl  oder  die  Centripetalkraft*  den 
Abständen  proportional  angenommen  haben. 

Zusatz  5. 
§.  302.    Ist  m=|  oder  ?^  =  — J,  so  wird  >S=^.^und  T 

—  2  Vla^f-'^  .  2  '  2  "^  ^  2  ^^^f~^'  ^^^  ^=  2  oder  w=:— | 
wird  *S  =  ö^-^  und  T  =  ,j^j-^  V^lOöl /"-T  Allgemein  wird 
...  1-m     o     1.3....(2m~-2)    7t  ^^    .  ^_  1.3.5... (2m~~2) 

^"'  ^  =  "liT  -^"^2.4....(2m:ri)'2  ""^  ^"2:4~:C7:(2^:=T) 

'2  '  V   4ma''"^~/"' 

Anmerkung. 
§.  303.    Man  ersieht  hieraus,    in  welchen  Fällen    die    Zei- 
ten des  Niedersteigens  algebraisch   dargestellt  werden  können, 

■  2wi,        1 1  1  — .  'rn 

nämlich  wenn  n  ==  -^^- — r^  oder  n  =2 ist,   wo  />?  eme 

2m — 1  m 
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beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeiehuet.  Ob  es  ausser  die- 
sen noch  andere  geben  werde,  bezweifle  ich.  Ferner  stellen 
sich  noch  Fälle  dar,  in  denen  die  Bestimmung  der  Zeit  von 
der  Quadratur  des  Kreises  abhängig  ist  und  diese  finden  statt, 

wenn  w  = oder    :=  -= — -:--    ist,   wo    m   wieder    eine 

m  1  +  "2m 

beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Diess  sind  aber 
noch  nicht  alle  Fälle,  welche  auf  die  Quadratur  des  Kreises 
zurückgeführt  werden;  denn  auch  der  besondere  Fall,  in  wel- 
chem n  =  —  1  ist,  hängt  von  dieser  Quadratur  ab ,  wie  wir  im 
folgenden  Satze  zeigen  werden.  Dieser  Fall  weicht  aber  darin 
von  dem  obigen  ab,  dass  im  Ausdruck  der  Zeit  nicht  tt,  son- 
dern V^;r  vorkommt.  Ausserdem  enthält  nur  die  ganze  Zeit 
des  Medersteigens  den  Ausdruck  V^tt,  während  die  Zeit  des 
Niedersteigens  durch  einen  beliebigen  unbestimmten  \yeg  nicht 
anders,  als  mittelst  der  Quadratur  transcendenter  Curven  dar- 
gestellt werden  kann. 

Satz  38. 
Lehrsatz. 
§.  304.     (Figur  31.)    Ist  die  Centripetalkraft  dem  Abstände 
vom  Mittelpunkte  C  der  Kräfte  umgekehrt  proportional ;  so  ist 

die  Zeit  des  ganzen  Niedersteigens  durch  AC  =  __!?,  wo  a, 

f  und  7t  die  trübere  Bedeutung  haben. 

Beweis. 
Da  die  in  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Geschwindigkeit 

zukommende  Höhe  =/ log  (-)   ist    (g.   266.),    so    wird    die 

Geschwindigkeit  selbst  =  \  flog  {—)  ""^^  ^^^  zur  Beschrei- 
bung des  Weges  PC  erfoderÜche  Zeit 

Um  die  Zeit  des  ganzen  Niedersteigens  durch  AC  zu  erhal- 
ten, muss  man  das  Integral  von  ^=-0  bis  y=a  erstrecken. 
Setzt  man  ferner  y~az,  so  wird 

,  __     a      P  dz a      P       dz 

'"  "^J  y  1^7(1)""  V7J  \^3i^' 
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und  die  ganze  Zeit  des  Niedersteigens 

dz 


^'^v-ff 


cz 


VfJ     ^  — logj 

0 

In    den    Commentariis    Academiae    Scientiarum    Petropolitanae 

/i      fi^ 
in  der  Progres- 
o     'V— iogx; 
sion   1  ;  2  ;  6  ;  24  ;    etc.   dasjenige   Glied   ausdrückt,    dessen 
Index  =::  — I  ist  und  welches  nach  einer  andern  Methode  =  V^ 
gefunden  worden  ist.    Es  wird  daher 

Znsatz. 
§.  305.    Wenn  also  mehrere  Körper  nach  dem  Mittelpunkt 
C,  von  verschiedenen  Entfernungen  aus,  herabsteigen,  so  sind 
die  Zeiten  ihres  Niedersinkens  den  Abständen  proportional. 
Anm  er  kun  g  1. 
§.  306.     Ich  habe  in  diesem  Satze  den  Bruch   — rvernach- 

lässigt,  mit   welchem    man    das    Integral    /  -^-^    multipliciren 

muss,  um  die  Zeit  in  Secunden  zu  erhalten,  wenn  die  Längen 
in  Scrupeln  ausgedrückt  sind  (§.  221.).  Auf  ähnliche  Weise 
werde  ich  auch  in  der  Folge  die  Zeiten  bezeichnen ,  wenn  sie 
nicht  in  Secunden  verlangt  werden,  um  Zweideutigkeiten  zu 
vermeiden.  Man  sieht  nämlich  leicht  ein,  dass  man,  um  die 
Zahl  der  Secunden  zu  erhalten,  die  hier  gefundenen  Ausdrücke 
der  Zeit  nur  durch  250  zu  dividiren  nnd  die  Längen  in  Scru- 
peln   auszudrücken  braucht,    wie   wir    schon   öfters   eingeprägt 

haben. 

Anmerkung  2. 

P^        dz 
§.  307.    Es  erscheint  ganz  paradox,  dass    /    — -r-        -jrr= 

J         V   — l02^  Z 

Vtc  werde,  indem  man  diess  auf  keine  Weise  direct  bewei- 
sen kann.  Ich  habe  es  nur  a  posteriori  erkannt,  wie  man  aus 
der  erwähnten  Abhandlung  ersehen  kann.     Die  beiden  Integrale 

/-r^^  ^^"^  V   ^  /  ■  /-     ^    "  =  ^'^  '  aresin  1     ergreben 
V^  -  log  2  ^      J    \^I  -  z2  ^ 

zwar  denselben  Werth  V  tc,  sie  sind  aber  nicht  einander  all- 
gemein gleich  und  können  auch  nicht  mit  einander  verglichen 
werden. 

Euler's  Mechanik  I.  7 
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Satz  39. 

Lehrsatz. 

§.  308.     (Figur  31.)     Ist  die   Ceiitripetalkraft  proportional 

a«   und   sinken  mehrere  Körper   aus   verschiedenen   Abständen 

zu  demselben   Mittelpunkte  herab;    so    sind    die   Zeiten   ihres 

Herabsteigens  proportional  a  '^  ,  wo  a  den  Abstand  jedes  Kör- 
pers vom  Mittelpunkte  bezeichnet. 

Beweis. 

Der  Abstand  ^C  eines  beliebigen  Körpers  vom  Mittelpunkte 

sei  :=:«   und  /die  Entfernung^,   in  welcher   die  Centripetalkraft 

der  Schwere  gleich  ist.    Ist  hierauf  der  Körper  nach  P  gelangt, 

so  setze  man  CPz=:y  und  es  wird  die,  der  Geschwindigkeit  in 

^7l4-l rfiTl-i-l 

diesem  Punkte  zukommende,  Höhe  v  =:-^ .x  ,.  -•»   Die  Zeit, 

(n  +  l)/« 

in  welcher  der  Körper  den  Weg  CP  zurücklegt,  ist  also 

Dieses  Integral  kann  zwar  nicht  allgemein  dargestellt  werden, 
jedoch  siebt  man,  dass,  wenn  di/  als  von  Einer  Dimension  an- 
gesehen wird,    die   einzelnen  Glieder  Functionen    von   a  und  y 

von  der  Dimension  1  —  ^^-i-= -^^^^   sein  werden.     Setzt  man 

daher  nach  der  Integration  yz=za,    so  erhält  man   die  Zeit   des 

ganzen  Niedersteigens,    welche   alsdann    eine   Function  von    a 

1  __  --~- 

von   der  Dimension  — ^^   oder   ein  Vielfaches  von  a    ^     sein 

wird.  Da  nun  der  andere  Factor  nur  f  und  Zahlen  enthält, 
al^o  seinen  Werth  nicht  ändert,  wie  auch  der  Werth  von  a 
variiren  möge;  so  werden  die  verschiedenen  Zeiten  des  Nieder- 

steigens  proportional  a  ^  . 

Zusatz  1. 
§.   309.      Damit  also   alle    Zeiten   einander    gleich    werden^ 

1— 7t 

muss  a  ^  constant  sein,  was  für  einen  beliebigen  Werth  von 
a  geschieht,  wenn  n=z\  ist,  d.  h.,  vvenn  die  Centripetalkraft 
den  Abständen  direct  proportional  ist  (§.  283.). 

Zusatz  2. 
§.  310.     Zugleich  erhellt  auf  ähnliche  Weise  hieraus,  dass, 
wenn  die  Centripetalkraft  dem   Quadrat  des  Abstandes  umge- 
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kehrt  proportional  oder  «  =  —  2  ist,  die  Zeiten  des  Meder- 
steigens  alsdann  im  |ten  Verhältniss  der  Abstände  vom  Mit- 
telpunkt stehen  (§.  287.). 

Zusatz  3. 
§.  311.     Hat  man  mehrere  ähnlich  anziehende  Mittelpunkte, 
deren  Wirksamkeit  aber  verschieden  ist  und   steigen    mehrere 
Körper  aus  gleichen  Entfernungen  zu  ihnen  herab;   so  verhal- 
ten sich,    weil    a  constant  ist,    die  Zeiten  zu    einander   wie 

n 

f^,  WO  also  f  als  veränderlich  betrachtet  wird.  Die  Wirksam- 
keit, welche  wir  E  nennen  wollen,  ist  aber  der  Centripetal- 
kraft  in  einer  gegebenen  Entfernung,  nämlich  z=i\  proportional; 

1  *  ~ 

daher  wird  /«  proportional  ~  und  die  Zeit  t  proportional  f-  , 

jlLi 

d.h.  -^(§.285.). 

Zusatz   4. 
§.  312.     Sinken  zu  verschiedenen  derartigen  Mittelpunkten 
Körper  aus  verschiedenen  Entfernungen  herab ,  so  sind  die  Zei- 

1 — n        n  i — n  -m 

ten  des  Niedersteigens  proportional  a  ^   .  /"  ^  ,  d.  h.  a  ^   .        __'. 

\  E 

Anmerkung. 

§.  313.  Aus  dem,  was  wir  über  die  Centripetalkräfte  ge- 
sagt haben,  ersieht  man  vollständig,  wie  man  die  Bewegung 
der  Körper  finden  müsse,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Centri- 
petalkraft  eine  Centrifugalkraft ,  d.  h.  eine  Kraft  setzt,  welche 
den  Körper  vom  Mittelpunkte   forttreibt.    Alles   bleibt   nämlich 

wie  bisher,  nur  müssen  wir  statt  des  Ausdrucks  ^,    welcher 

die  Centripetalkraft  ausdrückte  (§.  264.),  seinen  negativen  Werth 
anwenden.  Es  scheint  aber  nicht  überflüssig  zu  sein,  über 
diese  Fälle  etwas  hinzuzufügen;  man  wird  hieraus  gewisse  all- 
gemeine Regeln  erkennen,  welche  sich  auf  die  Erzeugung  der 
Bewegung  durch  Kräfte  beziehen  und  die  man  aus  der  Rech- 
nung allein  nicht  ableiten  kann.  Es  handelt  sich  hierbei  um 
die  Wirkung  der  Kräfte  auf  ruhende  Körper,  auf  welche  un- 
sere Rechnung  weniger  genau  passt,  indem  man  in  dieser  das 
Increment  der  Geschwindigkeit  als  unendlich  klein,  im  Vergleich 
mit  der  bereits  vorhandenen  Geschwindigkeit  ansieht.  Die  Rech- 
nung ergibt  wirklich  ptwas  Absurdes,  wenn  nicht  das  erste 
Element   des  Weges  in   einem   unendlich  kleinen  Zeittheilch^.n 
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zurückgelegt  wird.  Um  diess  zu  erklären,  bediene  ich  mich 
des  Orvindsatzes,  dass  ein  K()rti&r-^^-vtijeljch£ii_Mdl_im  zurück- 
stosseuden  Mittelpunkte  der  Kräfte  selbst  befindet  ,^ort  immer 
vf rjiarrpn^ird .  wenn  die  Centrilngalkraftin  demselben"PirnFte~~^ 
unendiicÜrklein  oder  —0  ist.  Diess  tritt  ein ,  wenn  die  Ceiitri 
fwgalkraft  der  Potenz  a"  proportional  ist,  wo  n>  0  oder  positiv. 

Satz  40. 
Aufgabe. 
§.  314.  (Figur  30.)  Vom  Mittelpunkt  C  der  Kräfte,  wel- 
cher die  Körper  im  Verhältniss  «"  von  sich  forttreibt,  wo  a 
den  Abstand  des  Körpers  vom  Mittelpunkte  bezeichnet,  geht 
ein  Körper  längs  der  geraden  Linie  CP  aus;  man  sucht  seine 
Geschwindigkeit  im  beliebigen  Punkte  P  und  die  Zeit,  in  wel- 
cher er  den  Weg  CP  zurücklegt. 

Auflösung. 
Es   sei  f  der   Abstand,    in   welchem    die   Centrifugalkraft 
der  Schwere  gleich  ist,  man  setze   CP  =  y  und    die,   der  Ge- 
schwindigkeit in  P  zukoUimende  Höhe  =:v.    Die  Kraft,  welche 

den   Körper  in   P  antreibt,     ist  daher   =  ^^  und  dv  ~      f^ 

(§    213.),  weil   der  Körper  mit  beschleunigter  Bewegung    fort- 
getrieben wird.    Da  also 

so  wird,    weil   der  Körper   nach  der  Voraussetzung   in    C   gar 
keine  Geschwindigkeit  hat,  also  für  3/  — 0  auch  i;=0  ist, 

Constans  =  0,  wenn  72  +  1  positiv  und  Constans  —  go,vrenn 
n  +  1  negativ  ist;  also  in  diesen  Fällen  respective 

V  nn   ,    ^   .,,  ^    und  V  =  QO . 
(72 +  !)/•« 

Ferner  erhält  man  die  Zeit,  in   welcher  der  Körper   den  Weg 
CP  zurücklegt,  oder 

y  '^ 

Da  für  2/=0  auch  ^  =  0  ist,  so  wird 

Constans  =0,   wenn   1  —  n  positiv   und  Constans  =00, 
wenn  1  —  n  negativ  ist. 

Im  letztern  Falle  wird   /—oo,   d.  h.    der  Körper  wird  nie 
aus  C  heraustreten.    Demnach  haben  wir 
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so  oft  1  —  n  und  l'\-7i  positive  Zahlen  sind. 

Zusatz   1. 

§.  315.  Damit  1  +  ^  und  1  — n  positiv  werden,  muss  n 
zwischen  den  Grenzen  ~1  und  +1  liegen.  Ueberschreitet  n 
die  Grenze  — 1,  so  wird  die  Geschwindigkeit  überall  =^  ; 
tritt  es  über  die  Grenze   +1,  so  wird  die  Zeit  =oo. 

Zusatz  2, 

§.  316.  Aus  der  Natur  der  Sache  ergibt  sich  aber,  dass, 
wenn  n>0  ist,  der  Körper  nie  aus  C  heraustreten  wird  (§.313.). 
Nothwendig  muss  daher ,  wenn  n  zwischen  0  und  -|-  1  liegt, 
die  hier  angewandte  Rechnung,  welche  eine  endliche  Zeit  er- 
gibt, uns  täuschen. 

Zusatz    3. 

§.  317.  Diese  Zeiten  ergeben  sich  aber  aus  den  Geschwin- 
digkeiten und  es  muss  sich  daher  auch  in  diesen  etwas  Absur- 
des befinden,  so  oft  n  zwischen  0  und  -f  1  liegt.  Diese  Ge- 
schwindigkeiten können  nämlich  nicht  erzeugt  werden,  weil  der 
Körper  nie  aus  C  heraustritt. 

Anmerkung  1. 
D  §.  318.  ( Figur  32. )  Es  sei  die^  Curve  ÄB'l  so  beschaffen, 
dass,  wenn  die  Abscisse  AP=^y,  die  Ordinate  PM=zv  sei. 
Diese  Curve  wird,  wenn  7i  zwischen  0  und  -\- \  liegt,  die  Ei- 
genschaft haben,  dass  sie  in  A  selbst  mit  der  Axe  zusammen- 
fällt und  an  diesem  Orte  eine  unendlich  grosse  Krümmung, 
nämlich  einen  verschwindenden  Krümmungshalbmesser  hat, 

Zusatz   4. 

§.  319.  So  oft  also  die  Scale  der  Geschwindigkeiten  oder 
vielmehr  der,  den  Geschwindigkeiten  zukommenden  Höhen  eine 
derartige  Form  hat,  wird  man  annehmen  müssen,  dass  sie 
durch  keine  Kraft  erzeugt  werden  könne.  Ergibt  auch  die  Rech- 
nung ein  anderes  Resultat,  so  existirt  doch  der  Fall  nur  in  der 
Einbildung  und  nicht  in  der  Natur. 

Anmerkung  2. 

§.  320.  Der  Grund  dieser  Abweichung  der  Rechnung  von 
der  Natur  liegt  ohne  Zweifel  in  dem  Princip  der  Bewegung 
und  man  wendet  hier  fälschlich  ein  sonst  allgemein  gültiges 
Gesetz  über  die  durch  die  Kraft  hervorgebrachte  Zunahme  der 
Geschwindigkeit  an.  Weil  nämlich,  wie  wir  schon  bemerkt 
haben  (§.  313.  )>  dieses  Gesetz  nur  dann  gilt,   wenn  der  Kör- 
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per  schon  eine  endliche  Geschwindigkeit  hat^  so   wendet  man 
es  im  Anfang  der  Bewegung   stets  unüberlegt    an.     Da  jedoch 
dieser  Fehler  nur  im  ersten  Elemente  stattfindet,  wird  er  mei- 
stens unendlich  klein  und  desshalb  nicht  zu  beachten  sein.    Er 
ist  aber  unendlich  klein ^   so   oft  das  erste  Element   des  Weges 
in  einem  vinendüch    kleinen    Zeittheilchen    zvuückgelegt    wird; 
alsdann  kann  er  nämlich  weder  in  den  Geschwindigkeiten,  noch 
in  den   Zeiten    einen    bedeutenden  Unterschied    hervorbringen. 
Diess  ereignet  sich,  wenn  die  Kraft,  durch  welche  der  Körper 
im  Anfang  der  Bewegung  selbst  angetrieben  wird,  von  endlicher 
oder  auch  unendlicher   Grösse  ist;  in   diesem  Falle  wird  näm- 
lich das  erste  Element  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheilchen 
durchlaufen.     Ist  aber  die  Kraft,  wie  in  unserm  Falle,  im  An- 
fang unendlich  klein  oder  ==0,  so  ist  zur  blossen  Beschreibung 
des  ersten  Elements  nicht  nur  eine  endliche,  sondern  eine  un- 
endlich  grosse  Zelt  erfoderlich ,    weil   ein  ruhender   und  durch 
keine  Kraft  angetriebener  Körper  niemals  seinen  Ort  verlassen 
wird.     In  den  übrigen  Fällen,   in  denen  n  nicht  nur  ^0,   son- 
dern auch    >  1  ist,   wird   der  Fehler  so  gross,   dass   auch    die 
Rechnung  für  das  erste  Element  eine  unendlich  grosse  Zeit  er- 
gibt.    Liegt  aber  n  zwischen  0  und  1,  so  nimmt  man  den  Feh- 
ler der  Rechnung  wahr  und   zwar    desshalb,    wie   es    scheint, 
weil  in  diesen  Fällen  die  Scale  der  Kräfte  (Figur  33, )  die  Ge- 
stalt der  Curve  AM  hat,   welche  die  Axe  AP  in   A  unter   ei- 
nem rechten  Winkel  schneidet.     Sogleich    nämlich ,   in   dem  A 
sehr  nahe    liegenden   Punkte   a  hat   die  Linie   ab,   welche   die 
Kr?ift  ausdrückt,  einen  unendlich  grössern  Werth  als  Aa.    Eben 
so  verhält  es   sich  bei   der  Berechnung    der  Bewegung,   wenn 
man    den,   das  Element  durchlaufenden,  Körper   durch   die    im 
Anfang  wirkende,  oder  durch  die  am  Ende  des  Elements  statt- 
findende Kraft  angetrieben  sich   denkt.     In  diesem  Falle  ist  es 
aber  einleuchtend,  dass  ein  Fehler  entstehen  mnss ,    wenn  man 
den  Körper,   das  ganze  Element  Aa  hindurch,   als  durch  die 
Kraft  ab  angetrieben  ansieht, 

Satz  41. 

Aufgabe. 

§.  321.     (Figur  34.)     Die   Centripetalkraft  ist  irgend  einer 

Function  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte   C  proportional  und 

-der  Körper  steigt  von  A  zu  demselben  herab;  man  sucht  seine 

Geschwindigkeit  in   einem  beliebigen  Punkte  P  und  die  Zeit, 

in  welcher  er  den  Weg  AP  zurücklegt. 
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Auflösung. 
Es  stelle  die  Curve  B3ID  die  Scale  der  Kräfte  oder  das 
Gesetz  der  Centripetalkraft  dar,  so  dass  der  Körper  in  P  durch 
eine  Kraft  PM  gegen  den  Mittelpunkt  C  getrieben  wird,  welche 
Kraft  sich  zur  Schwere  verhält,  wie  die  Linie  PM  zur  con- 
stanten  Linie  AE;  die  letztere  soll  nämlich  die  Schwere  aus- 
drücken. Es  sei  nun  AP=x,  PM=p,  AE=2l  und  die  der 
Geschwindigkeit  in  P  zukommende  Höhe  =:v.  Die  beschleu- 
nigende Kraft  ist  daher  z=:  p  und  wenn  man  das  Element 
Pp  =  da:     annimmt,     dv    =  pdx    (§.  213.),     woraus    v   = 

/  pdx  folgt.     Da  aber  /  pdx  ^   ABMP,  so  wird 

ABMP 

wo  der  Divisor  AE  =:  1  hinzugefügt  ist,  um  die  Gleichung  ho- 
mogen zu  machen.  Da  man  nun  v  kennt;  so  wird  die ,  zur 
Beschreibung  des  Weges  AP  erforderliche  Zeit 

da: 


J  V'v     J    \ 


j  pdx 


welchen  Äusdjuck  man,  da  /?  als  durch    x   gegeben  vorausge- 
setzt  wild,  mittelst  der  Quadraturen  bestimmen  kann. 

Zusatz  1. 
§.  322.  Man  ersieht  hieraus,  dass,  wenn  sich  der  Körper 
mit  der  in  C  erlangten  Geschwindigkeit  rückwärts,  d.  h.  nach 
oben  bewegt,  seine  aufsteigende  Bewegung  der  niedersteigen- 
den ähnlich  werden  und  er  in  P  dieselbe  Geschwindigkeit  ha- 
ben wird,  welche  er  vorher  hatte.  Ferner  wird  auch  die  Zeit 
des  Aufsteigens  durch  CP  der  Zeit  seines  Niedersteigens, 
durch  denselben  Raum,  gleich  sein. 

Zusatz  2. 
§.  323.  Wir  haben  hier  vorausgesetzt,  dass  der  Körper 
in  A  keine  Geschwindigkeit  habe  und  seine  Bewegung  von 
der  Ruhe  an  beginne.  Die  Rechnung  wird  aber  nicht  schwie- 
riger, wenn  man  ihm  in  A  irgend  eine  Geschwindigkeit  bei- 
legt; man  muss  in  diesem  Falle  /  pdx  so  nehmen,  dass  es 
für  a:==iO  die,  der  Anfangsgeschwindigkeit  zukommende,  Höhe 
ergebe.  Die  aus  1  pdx  ^  unter  dieser  Bedingung  hergeleitete, 
Zeit  ergibt  sich  wie  oben. 
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Anmerkung  1. 

§.  324.     Wir  haben  zwar  angenommen,  classs  p  eine  Func- 
tion von   w   sei  imd  sich   daher  nicht   auf   den  Mittelpunkt  C, 
sondern  nur  auf  den  Anfangspunkt  A    der  Bewegung    beziehe. 
Nichts  desto  weniger  ist  der  Fall  der  Aufgabe  in  der  Auflösung 
enthalten.     Ist    nämlich  p   eine  Function  der    Entfernung    CP 
=  2/  vom  Centrum,  so  hat  man,    wenn   AC  ==^  a    gesetzt   wird, 
y  =  a-^a;  und  es  ist  daher  p  eine  Function  von  a — ^,  d.h. 
von  X  und  einer  Constanten,  wie  wir  angenommen  haben.    Un- 
sere Auflösung  erstreckt  sich   aber  noch  weiter,  indem  sie  die 
Bewegung   eines,    durch     eine    beliebige    Kraft    angetriebenen, 
Körpers  bestimmt,  ohneRücksicht  auf  irgend  einen  festen  Punkt, 
wenn  nur  die  Kräfte   überall  dieselbe  Richtung  behalten.     Ge 
schiebt  diess  nicht,    so  wird  der  Körper  sich    nicht    auf  einer 
geraden,    sondern   auf  einer   krummen   Linie   bewegen,   wovon 
später  die  Rede  sein  wird, 

Anmerkung  2. 
§.  325.     Wir  haben  bis  jetzt  die  geradlinigen  Bewegungen 
eines  Körpers  aus  einer  gegebenen  Kraft  abgeleitet,  jetzt  müs- 
s^n_,,wäriimgel£ehrt  aus  einer_g:egebenen  Bedingung  der  Bewe- 
gung das  Gesetz  der  Kräfte  ableiten.    Es  könn^Tinnrentwede^ 
die   ixeschwmdigkeiten,    oder   die  Zeiten  gegeben    sein,  beide 
Fälle  lassen  sich  auf  eine  doppelte  Weise   behandeln.     Entwe- 
der betrachtet  man  nämlich   eine   einzige  nieder-    oder   aufstei- 
gende  Bewegung,    in   deren    einzelnen   Punkten   man   die    Ge- 
schwindigkeiten   oder  die,    zur  Beschreibung   einzelner    Theile 
des  Weges   erfoderlichen,   Zeiten   als   gegeben  ansieht.     Oder 
man    betrachtet    eine    unbestimmte   niedersteigende  Bewegung 
zu  einem  festen  Punkte  aus  verschiedenen  Höhen,   wobei  man 
die  letzten  Geschwindigkeiten   oder    die   Zeiten,    in  denen  die 
einzelnen  ganzen  Wege  zurückgelegt  vverden,  als  gegeben  an- 
sieht.    Hieraus  entspringen   vier  Grandaufgaben,   deren   Auflö- 
sungen wir  hier  geben  müssen.     Ausserdem  werden  noch   an- 
dere Fragen  aufgestellt,   bei   denen  man  weder   die  Geschwin- 
digkeiten ,  noch  die  Zeiten  allein  als  gegeben  ansieht ,    sondern 
eine  aus  beiden  zusammengesetzte  Bedingung.     Von  diesen  an 
und  für  sich  unzähligen  zu  erdenkenden  Aufgaben,  werden  wir 
die  ausgezeichnetem  anführen ,  aus  deren  Auflösungen  man  die 
übrigen  zugleich  ersehen  kann. 
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Satz  42. 
Aufgabe. 
§.  326.  (Figur  25.)  Gegeben  ist  die  Geschwindigkeit  in 
den  einzelnen  Punkten  des  geradlinigen  Weges  AP,  welchen 
ein  Körper  durchläuft;  man  suc' t  das  Gesetz  der  Kraft,  welche 
durch  Antreibung  des  Korpers  diese  Bewegung  hervorzubrin- 
gen vermag. 

Auflösung. 
Hat  der  Cörper  einen  beliebigen  Weg  AP^=^x  zurückge- 
legt, so  sei  die,  der  Geschwindigkeit  in  P zukommende,  Höhe 
=  1;,  welche  letztere  als  gegeben  und  zwar  als  eine  Function 
von  X  und  Constanten  angesehen  wird.  Die  gesuchte  Kraft 
welche  in  P  wirkt,  sei  ~/?,  welche  also  aus  der,  dem  Ele- 
ment Pp^=^dx  entsprechenden,  Beschleunigung  dv  des  Körpers 
gefunden  werden    kann.     Da  nämlich   clv=:pdx   (§.  213.),  so 

so  wird  ^?  =  — — ,   oder   es   wird   die   gesuchte  Kraft  sich    zur 

Schwere  verhalten,  wie  das  Increment  der,  der  Geschwindig- 
keit zukommenden,  Höhe  zum  gleichzeitig  durchlaufenen  Ele- 
ment des  Weges, 

Zusatz   1. 
§.  327.    Ist  1;  =  ^   oder    der  beschriebene  Weg  die,    der 
Geschwindigkeit   zukommende,  Höhe  selbst,   so  wird  dv=:^dx 
und  p  =  h     Die  Kraft,    welche  diese  Bewegung  hervorbringt, 
ist  daher  gleichförmig  und  der  Schwere  gleich. 

Zusatz  2. 
§.    328.      Sind    die    Geschwindigkeiten    den    durchlaufenen 

Wegen  proportional,  so  wird  t;  =  — ,  wo  /eine  der  Gleichar- 
tigkeit wegen   erfoderliche    Constante    bezeichnet;    ferner  wird 

dv  -  "^^f^  und  p  =  ^.    Die  Kraft  ist  also  dem  durchlaufe- 

f  f 

neu  Wege  proportional. 

Anmerkung  1. 
§.  329.  Aus  dem  Frühern  ist  bekannt,  dass  dieser  Fall 
nicht  existiren  kann.  Da  nämlich  die  Kraft  im  Anfangspunkt 
A  selbst  =:  0  ist,  so  wird  der  Körper  niemals  aus  diesem 
Punkte  heraustreten  können,  sondern  stets  daselbst  verbleiben. 
Diess  ergibt    sich   auch  aus   der  Berechnung  der  Zeit,  indem 

diese  t=  /  -^z=i  SfJ  1  — =:  VT^iog^  +  Const,  und  da,  für 

rj      \  V  J       ^ 
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X  z=  0    auch    t  ^  0,    also    C  =  —  V^flogO  ist,    vollständig 
t  =  cc   wird. 

Zusatz  3. 
§.  330.     (Figur  35.)     Damit  diess  nicht  geschehe,   muss 

~=-~  eine  Grösse   sein,   welche   für   v  =  0  nicht  verschwindet, 
dx 

sondern  endlich  oder   unendlich    wird.  ^  Ist  also  A3J!  die  Scale 

der,  den  Geschwindigkeiten  zukommenden,  Höhen,  in  welcher 

AP==^x  und  PMz=:v  ist,   so   darf  dieselbe  in  A  nicht  mit  der 

Axe  zusammenfallen,    sondern    muss   mit   ihr    einen  endlichen 

Winkel  bilden. 

Anmerkung  2. 
§,  331.  Diess  ist  nur  von  den  Fällen  zu  verstehen,  in  wel- 
chen die  Geschwindigkeit  des  Körpers  als  in  A  verschwindend 
vorausgesetzt  wird  und  die  Scale /4 71/ daselbst  die  Axe  schnei- 
det. Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  der  Körper  in  A 
schon  eine  Geschwindigkeit  hat,  mit  welcher  er,  wenn  auch 
die  Kraft  =0  wäre,  doch  aus  A  heraustreten  und  sich  der 
Wirksamkeit  der  Kraft  unterwerfen  könnte,  so  dass  zum 
Durchlaufen  des  Weges  AP  keine  unendlich  grosse  Zeit  er- 
f oderlich  sein  würde. 


Satz   43. 
Aufgabe. 
§.  332.    (Figur  34.)     Gegehen  ist  die  Zeit,  in  welcher  der 
auf  ^C  fortschreitende  Körper  den  ^Neg  AP  zurücklegt,  man 
soll  das  Gesetz  der  Kraft  bestimmen,  durch  welche  diese  Be- 
wegung hervorgebracht  wird. 

Auflösung. 
Es  sei  wieder  der  Weg  AP~x,  die  Zeit,  w^orin  er  durch» 
laufen  wird,  =:  \^t,  weil  das  Quadrat  der  Zeit  nur  von  Einer 
Dimension  ist,  die  gesuchte  Kraft  =p  und  die,  der  Geschwin- 
digkeit in  P  zukommende,  Höhe  =  v.  Dieser  bedarf  man  zur 
Bestimmung  von/?,  obgleich  sie  aus  der  Rechnung  herausge- 
hen muss.    Es  ist  wie  vorhin  dv  =  pdx  ,  v  z=z  8    pdx    und 

— ■  Diiferentiirt  man  die  letzte  Gleichung,  so 

wird 


Hosted  by 


Google 


eines  freien  Punktes  im  leeren  Räume.  107 

1    dt  da-  A    P    1  ^tda:^ 

Differeiitiirt  man  die  letzte  Gleichung  noch  einmal,  indem  man 
dx  constant  setzt,  so  wird 

,  idtdx^    Stdcc^dtddt      ,  ida:       Stdxddt 

P'^^'  =  -dP dir—  '^''  P  =  -df — rfF— 

Zusatz  1. 
§,  333.     Setzt  man  t^iT^,  so  wird 

welcher  Ausdruck  einfacher  als  der  vorhergehende  und  den  ein- 
zelnen Fällen  leichter  anzupassen  ist. 

Zusatz  2. 

§.  334.  Setzt  man  die  Zeiten  den  beshriebenen  Wegen 
proportional,  so  wird  Tzzzx  und  weil  dx  constant  ist,  ddT 
=  0.  Die  Kraft  ist  also  =0  und  der  Körper  setzt  diese  gleich- 
förmige Bewegung  vermöge  eines,  ihm  inwohnenden  Bestre- 
bens fort. 

A  n  m  e  r  k  u  n  g. 

§.  335.  Man  muss  hierbei  bemerken,  dass  man  für  T  eine 
solche  Function  von  x  anzunehmen  hat,  welche  sowohl  für 
^  =  0  verschwindet,  als  auch  mit  zunehmendem  x  selbst 
grösser  wird.  Es  ist  nämlich  nicht  möglich,  dass  ein  Körper 
seine  Bewegung  fortsetzt  und  die  Zeit  derselben  kleiner  wird. 
Setzen  wir  z.  B.  T  ^=.  \^2ax—x^,  welche  Grösse  nur  bis  zu 
einem  gewissen  Werthe  von  .r  zunimmt,  hingegen  kleiner  wird, 

wenn  x  noch  mehr  anwächst;  so  erhält  man  dT=:  {a--x)dx_^ 

S^'lax—x'^ 

und  ddT  =  —  -j^ ^r- >  also  p  — — .    Ist  ÄC:=2a, 

(zax  —  x^^  ^         (a — x)^  ' 

so  wird  der  Körper  also  in  P  durch  eine,  dem  Cubus  des  Ab- 
standes  vom  Mittelpunkt  C  umgekehrt  proportionale,  Kraft  an- 
getrieben. Die  Zeit  gilt  aber  nur  bis  C,  wo  x=:a  wird;  die- 
sen Fall  haben  wir  schon  oben  (§.  289.)  besprochen.  Man 
muss  daher  wahrscheinlich  schliessen,  dass  der  Körper  von  C 
aus  nie  weiter  gehen  wird ;  man  kann  sich  aber  auf  keine  Weise 
eine  Vorstellung  davon  machen,  wie  diess  geschieht,  da  doch 

die  Geschwindigkeit  Vv^^^-jtt  = in  diesemPunkte 

°  dl  a  —  x 

=:<20   ist.    Es  kommt  noch  hinzu,   dass  für  x  "!>  a,   d.   h.  jen- 
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seits  C,  aus  dem  vorigen  Ausdruck  die  Geschwindigkeit  sich 
negativ  ergibt,  der  Körper  sich  also  nicht  von  C  entfernen, 
sondern  ihm  nähern  muss.  Diess  letztere  ist  aber  unmöglich, 
weil  nach  dem  Vorhergehenden  der  Körper  den  Punkt  C  gar 
nicht  verlassen  kann. 

Zusatz  3. 

§.  336.     Da  das  Zeitelement  dT  ^=  — 7^=,  so  ist  an  jedem 

V  V 
Orte  die  Geschwindigkeit  ^^07  =  -jjjy    Aus  dem  gegebenen  Ge 

setze  der  Zeiten  ergibt  sich  also  auch  zugleich  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  an  den  einzelnen  Orten,  was  übrigens  auch 
aus  der  Verbindung  der  Geschwindigkeiten  mit  den  Zeiten,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Kraft,  folgt  (§.    37.). 

Satz  44. 
Aufgabe. 
§.  337.     (Figur  36.)    Ein  Körper  steigt  so  auf  der  geraden 
Linie  ÄP  herab,  dass  er   mit  der  Geschwindigkeit,  welche  er 
in  P  hat,   in  derselben  Zeit  den  Weg  PM,   nämlich  die  Ordi- 
nate der  Curve  AM  gleichförmig   zurücklegen  könnte,    in  wel- 
cher er  AP  durchläuft;   man  soll  das  Gesetz   der   antreibenden 
Kraft  bestimmen,  welche  eine  solche  Bewegung  hervorbringt. 
Au  flösung. 
Es  sei  AP  =^  X  unA  PM  =^  s ,  alsdann  ist,  weil  die  Curve 
AM  gegeben,   5  eine  Function  von  .r.     Es  sei  ferner  die  Kraft, 
welche  den  Körper  in  P  antreibt,  =/9  und  die,   der  Geschwin- 
digkeit an  demselben  Orte  zukommende  Höhe  =1;,  endlich  die 
Zeit,  in  welcher  der  Weg  AP  durchlaufen  wird,   =  J".    Da  der 

Weg  s  in  der  Zeit  T  mit  der  Geschwindigkeit  V^i;  gleichförmig 

zurückgelegt  ward,  so  hat  man  T  ~  —~  {%.  30.).    Es  ist  fer- 

ner  v  ^=-  t   pdx  und   2"  =  I  ^—-zzzj  —  ■ ,  mithin  wi^d 

s  i        dx  ,  s  C  dx 

-- — =  /      r  oder      _—_:=::  /  —7^^. 

Dlfferentiirt  man  die  letzte  Gleichung,  so  erhält  man 
ds  _^    sdv    ^  dx       1       dv__2ds '2dx 
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und  hieraus  durch  Integration 

rdx  -2  f- 

logv  =  2logs  —  2  /  —  oder  v  =^  s'^  .  e     "^   * 


*  düB 


WO  e  die  Basis   der  hyperbolischen  Logarithmen   ist.    Differen- 
tiirt  man  dieselbe  wieder,  so  wird 

dv=i2nlx='2e     ^    '  \sds — sdx\  <iA^x  p  ~%e     ^    «   \asaxk 

Hieraus  erhält  man  die  gesuchte  Kraft,  weil  ä  als  Function  von 
X  vorausgesetzt  wird. 

Zusatz  1. 

— 

^.  ^tjw.     x^o,  V  . —  o  t^  *  ,  so  erhält  man  hieraus  die  Ge 

schwindigkeit,  welche  der  Körper  in  P  hat,  oder 

-/-T. 

/dx 
—    hinzuzufügen     habe, 

werden  wir  gleich  sehen. 

Zusatz  2. 

§.  339.     Auch  die  Zeit  1\  in  welcher  der  Weg  AP  durch- 
laufen wird,  kann  man  hieraus  leicht  ableiten.     Es  wird  nämlich 


da; 

\v  =2   s.e 


f- 
T  =  4^=2  e^ 


dx 

Da  nun   T  verschwinden  muss,  wenn  man  ^=:0  setzt,  so  muss 

das  Integral/ —   so   bestimmt   werden,   dass  für  .r  =:  0  auch 
*'     s 

/—  rdx 

e*^    *  =  0  werde ,    d.  h.   für  diesen  Werth  von  x  muss  §  — 

«^      s 

=  —00  werden. 

Zusatz  3. 

6.  340.    Es  sei  s^=^nx^  so  wird  /  — =—  /  —  =  --  los  x 
^  ^     s       n*/     X       ?i 

L_~_  logO  +  Const.   =  ^ 
s       n  n 

logO  +  logc  =  r—QO;  mithin  bleibt  c  beliebig  und  es  wird 
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T  ^=^  e^   ^  z=i  c  .  X  ^, 
Ferner  ergibt  sich  p  =  -  ^^^     ^  x  "     und   Sfv—^x   " 


Zusatz  4. 
§.  341.     Setzt  man  sz^ux,  so  muss   offenbar   die  Bewegung 
auf  AP  eine  gleichförmige  sein,  was  auch   die  Rechnung  zeigt 

Es  wird  nämlich  n=^\\  also  ;?=:0  und  V^i>  =  —  =  Constans. 

'  c 

Zusatz  5. 

§.  342.    Ist  /2  <  1,  so  wird  im  Punkt  A,  d.  h.  für  x  =r.  0, 

Vi;  =  ^ ,  also  die  Geschwindigkeit  in  A  unendlich  gross     Fer- 

•  4                   2n(n  —  1)        1         ,    ,      „..  ^ 

ner  wird  jt?   = ^ ^ — - — ,  d.  h.   für  ^=0  ,  p  —  cc, 

C  2 — n  '   t 

X     » 

Zusatz  6. 

n—i 

§.  343.    Ist  n>l  und  <2,  so  wird  Vv  =2  -  ^   "   ,  d.  h. 
in  A  für  x:=zO  ,  \^v~0.     Ferner  wird  p  ==  — -^ — -— 

X     «    ' 

d.  h.  in  J,  p=:QO. 

9_^ 

Die  Kraft  p  nimmt  also  in  diesem  Falle  im  ~ fachen  Ver 

n 

hältniss  der  durchlaufenen  Wege  ab. 

Zusatz    7. 
§.  344.     Ist  n  =:  2y   so   wird  die  Kraft  gleichförmig,  näm- 

lieh  p  =  ~2   undV'y^TV^.     Diese   Eigenschaft  haben   wir 

schon  in  §.  230.  gefunden  und  dargethan,  dass  unter  der  Vor- 
aussetzung einer  gleichförmigen  Kraft  ein  von  der  Ruhe  an  her- 
absteigender Körper,  nach  Zurücklegung  eines  beliebigen  Weges, 
eine  so  grosse  Geschwindigkeit  erlangen  wird,  dass  er  mit  die- 
ser in  derselben  Zeit  den  doppelten  Weg  gleichförmig  zurück- 
legen könnte. 

Zusatz  8. 
§.  345.    Ist  71  >  2,  so  treten  diejenigen  Fälle  ein,   welche 
in   der  Natur  nicht  stattfinden   können   (§.  316.),    obgleich   die 
Rechnung  etwas  anderes    ergibt.    Es  wird   nämlich  in  A   die 
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Geschwindigkeit  V^v  =z.  0  und  zugleich  die  antreibende  Kraft 
p  rrr  0,  wesshalb  der  Körper  nie  aus  A  heraustreten  kann. 
Für  einen  unbestimmten  Weg  AP^=zx,  wird  aber  T  =  cx"^, 
d.  h.  endlich, 

Anmerkung. 
§.  346.  In  diesem  Satze  ist  also  die  Bedingung  der  Be- 
wegung durch  die  Geschwindigkeit  und  Zeit  vermischt  gegeben, 
und  hieraus  muss  das  Gesetz  der  Kräfte  abgeleitet  werden 
Mehr  derartige  Beispiele  anzuführen,  würde  überflüssig  sein, 
da  man  schon  aus  diesem  einen  die  Weise,  wonach  man  die 
übrigen  zu  lösen  hat,  ersehen  kann. 

Satz  45. 
Aufgabe. 

§.  347.  (Figur  37.)  Gegeben  sind  die  Geschwindigkeiten, 
welche  ein  Körper  im  Mittelpunkte  Verlangt,  wenn  er  aus  ver- 
schiedenen Entfernungen  zu  diesem  herabsteigt;  man  soll  das 
Gesetz  der  Centripetalkraft  bestimmen,  welche  eine  derartige 
herabsteigende  Bewegung  hervorbringt,  vorausgesetzt,  dass  der 
Körper  diese  verschiedenen  Bewegungen  von  der  Ruhe  ab  be- 
ginne. 

Auflösung. 

Es  stelle  CM  die  Scale  der  Höhen  vor,  welche  den  Ge- 
schwindigkeiten zukommen,  die  der  Körper  in  C  erlangt,  so 
dass  PM  die  Höhe  ist,  welche  der  Geschwindigkeit  zukommt, 
die  der,  Körper  bei  seiner  Bewegung  von  P  bis  C  erlangt.  Die 
Curve  Z>7V  aber  sei  die  gesuchte  Scale  der  Kräfte,  deren  Ordi- 
nate jPiV  nämlich  die  Centripetalkraft  darstellt,  welche  den  Kör- 
per in  P  antreibt.  Die  Linie  CB  endlich  bezeichne  eine  Cen= 
tripetalkraft,  welche  der  Schwere  gleich  ist.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen wird  die  Höhe,  welche  der  Geschwindigkeit  des 
von  P  nach  C  herabsteigenden  Körpers  zukommt,  oder  PM  = 

^:^  (§.  321.).     Setzt  man  nun    CP  =  y  ,  P3I  =:  v  ,  PN 
CB 

■=,  p  und   CB  =  1 ;  so  wird 

i;  =  /  pdy ,  also  dv  =  pdy  und  ;?  —  -^^, 

wo  V  als  Function  von  y  gegeben  ist. 

Zusatz  1. 
§.  348.    Es  seien  die  in  C  erlangten  Geschwindigkeiten  den 
Wegen  proportional,  also  V^v  =  C,y,    wo   C  eine  Constante 
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bezeichnet,    so   wird   die   Centripetalkraft  den  Abständen  vom 
Centrum  proportional. 

Zusatz   2. 
§.  349.     Sind  die  in  Verlangten  Geschwindigkeiten  den  nten 
Potenzen   der  Abstände  vom  Mittelpunkte    C  proportional,   ist 

also  Vv  =  C.^/";  so   wird  v  =  C^y^^  und  p  :=  ^    =  'iwC^ 

^2n— 1^  d.  h.  die  Centripetalkraft  wird  de\'  (2?z  —  l)ten  Potenz  der 
Abstände  proportional. 

Zusatz   3. 
§.  350.     Da   die  In    C  erlangte   Geschwindigkeit  =  0   sein 
muss,  wenn  ?/=0  ist  und   da  ausserdem    einem   grössern  Ab- 
stände ?/  eine  grössere  Geschwindigkeit  entsprechen  muss  ;   so 
ist  n  nothwendig  positiv. 

Zusatz   4. 
§.  351.    Die  Kraft  p  wird  constant,  wenn  w=:|  oder  %i—\ 

=0  ist.    Ist  n<4  oder  2n  — 1<0,  so  wird  P^\=— um-        Ist 

71  >  2  oder  2w  —  1>0,  so  wird  p  ■=  Cy^^—^.  In  jenem  Falle 
ist  daher  die  Centripetalkraft  in  C  =  <^  und  nimmt  ab,  wenn 
die  Abstände  zunehmen;  in  diesem  Falle  ist  sie  (7=0  und  nimmt 
zu,  wenn  die  Abstände  zunehmen. 

Zusatz  5. 

§.  352.    Da  PM  =  ^^7^'  »o  ist  die  Curve  CM  auch  die 

Scale  der,  den  Geschwindigkeiten  zukommenden,  Höhen ;  im  Fall 
der  Körper  von  C  längs  CP  ausgeht,  die  Centripetalkraft  in 
eine  Centrifugalkraft  übergeht  und  die  Bewegung  von  der  Ruhe 
an  beginnt. 

Anmerkung. 
§.  353.     Obgleich  auf  diese  Weise   die  Aufgabe   auf  §.  326. 
zurückgeführt  wird,  indem  man  die  Centripetalkraft  in  eine  Cen- 
trifugalkraft verwandelt;   so   ist    dojji_dje  Z^]t_des_Au 
durch  CP}  für  den  F allein  er  j^^^^  nicht  gleich  d  er 

^eirT[es~Nied  ersteijwsjdurclw 

Inpetalkratt  stattfindet.  Es  deutet  nämlich  die  Gleichheit  der 
ISeschwindigkeiten ,  welche  in  beiden  Fällen  bei  gleichen  We- 
gen erzeugt  werden,  keinesweges  eine  Gleichheit  der  Zeiten 
an,  sondern  es  geht  auch  aus  dem  Anblick  selbst  das  Gegen- 
theil  hervor.  So  oft  nämlich  die  Centripetalkraft  in  C  =  0  ist, 
verschwindet    auch   die    Centrifugalkraft    in   demselben   Punkte, 
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wesshalb  die  Zeit  des  Aufsteigens  durch  CP=^'^  wird  (§.313.), 
da  doch  die  niedersteigende  Bewegung  in  endlicher  Zeit  erfolgt. 
Aus  jener  Aehnlichkeit  der  Geschwindigkeiten  ergibt  sich  da- 
her kein  Hülfsmittel,  um  die  folgende  x\ufgabe  zu  lösen.  Wir 
werden  aber  im  folgenden  Satze  als  gegeben  voraussetzen  die 
Zeiten,  in  denen  die  einzelnen  niedersteigenden  Bewegungen 
erfolgen;  die  Auflösung  ist  nicht  nur  sehr  schwierig,  sondern 
man  kann  auch  auf  keine  Weise  aus  der  Scale  der  Zeiten  die 
Scale  der  Kräfte  ableiten.  Wir  werden  daher  hier  nur  beson- 
dere Fälle  betrachten ,  deren  Auflösung  unsere  Kräfte  nicht 
libersteifft. 


Satz  46. 
Aufgabe. 

§.  354.  (Figur  38.)  Die  Zeiten,  in  denen  ein  Körper  aus 
beliebigen  Entfernungen  CP  zum  Mittelpunkte  C  der  Kräfte 
gelängt,  stehen  in  irgend  einem  vielfachen  Verhaltniss  der  Ab- 
stände; man  soll  das  Gesetz  der  Centripetalkraft  bestimmen. 

Auflösung. 
Es  seien  jene  Zeiten  den  wten  Potenzen  der  Abstände  pro- 
portional und  DJS  die  gesuchte  Scale  der  Centripetalkraft,  so 
dass  die  Ordinate  itv  die  Kraft  darstellt,  durch  welche  der  in 
ITT  befindliehe  Körper  gegen  C  gedrängt  wird,  wobei  CB  die 
Schwerkraft  darstellt.  Unter  diesen  Voraussetzungen  steige  der 
Körper  von  einem  beliebigen  Punkt  P  herab  und  man  setze  PC^=^a, 
so  wird  die  Zeit  des  Herabsteigens  durch  PC  proportional  a",  oder 
=  C.a^,  wo  C  eine  constante  und  von  a  freie  Zahl  bezeich- 
net, weil  a,  wegen  Veränderlichkeit  des  Punktes  P,  selbst 
veränderlich  ist.  Es  sei  nun  der  Körper  nach  dem  beliebigen 
Punkte  7t  gelangt  und  man  setze  Ctt^.t,  so  wird  die,  der 
Geschwindigkeit  an  diesem  Orte  zukommende,  Höhe 

ßNvTt      PNDC-TtvDC  .^  ^,.,  . 

Setzt  man  daher  PiVDC  =  A,  TtvDC  ^  X  und  CZ?  =  1,  so 
wird  jene  Höhe  v  =z  A  —  X  und  die  Geschwindigkeit  in  7t  oder 
^v  =  V^A—  X.  Es  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  X  eine 
gewisse  Function  von  a:  und  constanten  Grössen ,  aber  frei  von 
a  ist ,  indem  die  Fläche  nvDC  unabhängig  vom  Punkte  P  und 
für  jede  angenonimene  Lage  des  letztern  denselben  Werth 
behält,  wenn  nur  der  Abstand  Ctc  derselbe  bleibt.  Ferner  muss 
Euler's  Medianik.  I.  ^ 
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A  dieselbe  Function  von  a,  als  Ä'  von  x  sein,  indem  JIl  in  ^ 
übergeht,  wenn  man  :rr=a  setzt.  Die  Zeit,  in  welcher  bei  die- 
ser niedersteigenden  Bewegung  derWeg  CiTr  zurückgelegt  wird, 
ist  nun 

wo  das  Integral  für  ^  =  0  verschwinden  muss.  Setzt  man  liin- 
gegen  nach  der  Integration  ^=:c/,  wodurch  X  in  A  übergeht, 
so  erhält  man  die  ganze  Zeit  T  des  INiedersteigens  durch  CR 
0a  aber  T=C,a'^i  also  eine  Function  von  a  von  der  Dimension 

w  ist,  so  muss  auch  das  unbestimmte  Integral    /  -r.^  n 

Dimensionen  von  a  und  ^  enthalten.    Nimmt  man  «,  .rund  da: 

als    von    der    Dimension    =  1   an,    so    wird     "■-  eine 

y  A  —  X 

Fttttction  von  «,  w  und  d:c  von  der  Dimension  n  sein;  offenbar 
muss  V^A'—X  also  1  — ?2  und  A-^X  (2 — ^n)  Dimensionen  von 
a  und  a:  enthalten.  Nun  enthält  aber  X  kein  a,  also  muss  es 
eiae  Function  von  a:  von  der  Dimension  2— 27i  oder 
X  ==  /*. 42-2-2/1  und  eben  so  A  =  b\a^~^^' 
sein.  Man  kann  zwar  zu  /^.^:2-2m  ej^e  Constante,  etwa  b.c^^^^ 
hinzufügen,  allein  da  dieselbe  alsdann  auch  in  A  enthalten 
sein  wird;  so  ergibt  sich 

A  —  Xzzsbi  «2-2«  __.  ^2-2«  j. 

X  bezeichnet  aber  die  Fläche  CitvD^  welche  für  ^  =^  0  ver- 
schwinden muss  und  wenn  daher  2 — 2w>0  oder  positiv  ist, 
wird  b.c^^^  =^  0,  hingegen  wenn  2--^2w<0  öder  negativ  ist, 
6.^2-2«=— 00. 

Da  nun  unsere  Aufgabe  darin  besteht,  das  Gesetz  der  Cen- 
tripetalkraft  zu  fmden,  so  kommt  es  nicht  darauf  an,  ob  Z>.c2-2rt 
—  0  oder  =r^  —  oo  wird.  Setzt  man  nämlich  die  Centripetalkraft 
in  %-:=^p  =  ^v,  so  wird 

C%VD   =    fpdx   =r   6,a-2-2«    _|.    6.c2-2n 

und  indem  man  differentiirt 

p  =^  (2-2n)6.:ri-2n; 

also  die  Centiipetalkraft  der  (1  — 2?^)ten  Potenz  des  Abstandes 
proportional. 

Zusatz  1. 
§.  355.    Damit  alle  zum  Centrum  C  herabsteigenden  Bewe. 
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gongen  isochronisch ,  oder  alle  Wege  in  gleichen  Zeiten  zurück- 
gelegt werden,  muss  man  ?i=0  setzen.     In  diesem  Falle  wird 

d.  h.  die  Centripetalkraft  direct  den  Abständen  proportional. 
Dass  in  diesem  Falle  die  Zeiten  constant  sind,  haben  wir  schon 
oben  bemerkt  (§.  283). 

Zusatz  2. 
§.^56.    Setzt  man  n=:l,   also  die  Zeiten   den  Abständen 
proportional,   so  wird   die  Centripetalkraft   den  Abständen   indi-, 
rect  proportional. 

Zusatz  3. 

§,  357.    Ist  n  ^=z  },,  so  wird  t  =  C\x  und  p  =  ft  =  con- 
stans,  wie   wir  schon  früher  (§.  217.)    gefunden   haben.    Ist  n 

>|,  so  wird  p  =:  (2~2?i)  -^^^3^,  also  die  Centripetalkraft  grös- 
ser, wenn  der  Abstand  kleiner  wird;  ist  w<|,  so  wird  p  ==: 
{2—^n)bx^~'^'^  und  es  nimmt  die  Centripetalkraft  mit  dem  Ab- 
stände zu, 

Anmerkung. 
§.  358.    Diese  Eigenschaften   folgen   alle  aus   §.  308.,   wo 
wir  bewiesen  haben,  dass,  wenn  p  =   C.x'^,   alsdann  t  =  C. 

X    2    wird.     Dieser  Satz  stimmt  vorzüglich  mit  unserm  jetzigen 

iiberein,  indem,    wenn  man  n  statt  — 7^-   setzt,    1 — 2^   statt  n 

gesetzt   werden    muss.     Die   jetzige    Aufgabe   schien    mir   aber 

nicht  überflüssig,  indem  wir   hier   a  priori,   aus  der  gegebenen 

Bedingung   der  Zeiten,    das    Gesetz    der    Centripetalkräfte    auf 

analytischem  Wege  abgeleitet,  dort  aber  den  umgekehrten  Weg 

eingeschlagen  haben.    Ausserdem  war  es   vorher  nicht   gewiss, 

oh    ausser    diesen    gefundenen   Gesetzen    der    Centripetalkräfte 

nicht   noch    andere    Genüge    leisten    konnten.     Die    Auflösung 

selbst  wird  uns  in  der  Folge  vom  besondern  Nutzen  sein.     Da 

sie    nämlich    rein    analytisch    ist    und    eine    früher    noch    von 

niemand   angewandte  Methode   enthält,    so  kann   sie   noch   zur 

Lösung  mehrerer  anderer  Aufgaben  führen ,  welche  nach  andern 

Methoden  vergebens  versucht  werden.     So  lange   eine  derartige 

Methode  unbekannt  war,  konnte  man  weder  diese  isochronischen 

niedersteigenden  Bewegungen,  noch   die  tautochronische  Curve 

a  priori  finden;  sondern  es  verfielen  die  Geometer,  welche  ent 

weder  eine   den   Abständen   proportionale   Centripetalkraft  oder 

die  Cyclaide  untersuchten,  zufällig  auf  jene  Eigenschaften > 

8  ^ 
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Satz  47. 
Aufgabe. 
§.  359.    (Figur  39.)    Gegeben  ist  die  Scale  BND  der  Kräfte, 
durch  welche  ein,  auf  dem  Wege  AC  herabsteigender,   Körper 
angetrieben  wird;  man  soll  unzählige  andere  Scalen,   wie  ßvd 
finden,  bei  denen  der  angetriebene  Körper  in   C  dieselbe   Ge- 
vschwindigkeit   erlangt.     Vorausgesetzt   wird,   dass   der  Körper 
seine  Bewegung  in  A  stets  von  der  üuhe  an  beginne. 
Auflösung. 
Ist  BND  die  Scale  der  Kräfte,  so  wird  die  Höhe,  welche 

der  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  C  zukommt,  ==        ^,^ —  ^ 

wo  CE  die  Schwerkraft  tlarsteüt  (§.   321.);   für  ßv$,  als  Scale 

der  Kräfte,  ist  jene  Höhe  liingegen  ==:  —ß^jp-    Es  muss  daher 

hiernach  sein 

ABDC  =  AßW, 
eine  Eigenschaft,  welche  unzählige  Curven  haben  können.    In 
einem  jeden  Punkte  P  des  Weges  AC  kann  zwar  dieselbe  Ei- 
genschaft >  dass 

ABNP  =  Aßt^P 
sei,  nur  dann  stattfinden,    wenn  die  Curve  |?^d  auf  die  andere 
BND  fällt.    Es  wird  demnach  ein   gewisser  Unterschied  zwi- 
schen diesen  beiden  Flächen   stattfinden,  w^elchen    wir    Z  nen- 
nen wollen,  so  dass 

AßvP  ;=  ABNP^Z 
sei,  wo  Z  so  beschaffen  sein  muss,  dass  es  verschwindet,  wenn 
P  in  A  und  in  C  fällt.  Construirt  man  daher  über  der  Axe 
AC  eine  beliebige  Curve  AMC,  welche  in  A  und  C  mit  der 
Axe  zvisammentrifft ,  so  kann  man  ihre  Ordinate  PM  statt  Z 
annehmen,  weil  sie  in  A  und  C  =  0  wird.  Damit  aber  aus 
derselben  Curve  AMC  unzählige  Scalen  ßvS  abgeleitet  wer- 
den können,  darf  man  statt  Z  nur  irgend  eine  Function  von 
P3I  anwenden,  welche  Function  jedoch  verschwinden  muss, 
wenn  P31  —  0  ist.  Setzt  man  nun  AC  =  a,  AP  =^  x,  PN 
:=z  y,  Pv  z=i  Y  und  PM  =  z,  wo  «,  o?,  3/,  z  und  Z,  welches 
letztere  eine  Function  von  z  ist,  als  gegeben  angesehen  wer- 
den können;  so  wird  Y  die  unbekannte  Grösse  sein,  welche 
durch  die  Gleichung 

/  Ydx  zzz  I  ydx — Z,  oder  wenn  man  differentiirt,  durch 
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bestimmt  wird,  nach  welcher  letztern  Gleichung  man  die  Cuive 
ßv8  construiren  kann. 

Zusatz   1. 
§.  360,     Es  sei  Z  =  ni^,   so  wird  dZ  =  ^nzdz  und   Y  =z 

y  —  2nz  -^  .     Ist  aber  MR  die  Normale  an  der  Curve  AMC 
dx 

und  im  Punkt  My  so  ist  die  Subnormale  PR  =:^  und  daher 

dz 

Nv  =  PN—Pv  "  y—Y  =  'ln,PR\   d.  h.    wenn   Nv  einem 

beliebig  vielfachen  der  Subnormale    PR  gleich    ist,   wird  ßv§ 

als  gesuchte  Curve  Genüge  leisten, 

Zusatz  2. 
J.  361.    Wir  können  auch  dZ  —  pxdz   setzen,    wo  p  eine 
beliebige  Function  von  z  bezeichnet.     Hier  haben  wir  nicht  nö- 
thig,  darauf  zu  sehen,  dass  für  z  =  0,  Z  verschwinden  muss* 

indem  wir   für  jede  belie|)ige  Function  p  das  Integral    /  pzdz 

stets  so  annehmen    können?    dass  es   für  2  =  0  verschwinde« 
Wir  haben  daher 

Y^y  —  P~z=i  y^-p.PR  oder  Nv  =:  p.PR, 

woraus  eine  unbegrenzt  vielfache  Construktion  hervorgeht. 
Anmerkung. 
§.  362.  Man  muss  hierbei  bemerken,  dass  für  BND  und 
AMC  nicht  nothwendig  reguläre  Curven,  welche  durch  bestimmte 
Gleichungen  darzustellen  sind,  angewendet  werden  müssen.  Man 
kann  vielmehr,  zur  Construktion  der  Curven  ßv8 ,  auch  ganz 
unreguläre  und  in  keiner  Gleichung  enthaltene  Curven  anwen- 
den. Die  Construction  zur  Bestimmung  der  Subnormale  ergibt 
sieh,  nämlich  auf  gleiche  Weise. 

Satz  48. 
Aufgabe. 
§.  363.  (Figur  39.)   Gegeben  ist  die  Scale  BND  der  Kräfte, 
welche  den  Körper  bei  der  Zurücklegung  des  Weges  AC  a;ntrei- 
ben;  man  soll  unzählige  andere  Scalen,  wie  ßv8  finden,  weichebe- 
wirken, dass  der  Körper  in  derselben  Zeit  den  Weg  ^Czurücklegt. 
Auflösung. 
Es  sei  die  Zeit,   in  welcher  der  beliebige  Weg  AP,  unter 
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Einwirkung  der  Scale  jßiVZ)  der  Kräfte,  zurückgelegt  wird,  =/ 
hingegen  die  demselben  Wege  entsprechende  Zeit,  unter  Ein- 
wirkung der  Scale  |3vd,  n=  T  und  man  setze  T  ^=.  t-{-  Z,  wo 
Z  verschwindet,  wenn  P  in  ^  oder  in  C  fällt.  Setzt  man  da' 
her  wie  vorhin  Z  gleich  einer  Function  der  Ordinate  PM  an 
der  Curve  ABIC,  welche  letztere  in  A  und  C  mit  der  Axe  zu- 
sammenfällt; so  muss  diese  Function  so  beschaffen  sein,  dass 
sie  für  PM  ==?;=:  0  verschwindet.  Setzt  man  nun  AP  =  w, 
PN  =  y  und  Pv  =   F,  so  wird 

t  =    f      'Il_  und   T  =:  r-j£^~, 

/dor  P       dv 

—        -■  '  =:  /  — ■  -h  Z,  woraus   F  zu  bestimmen 

^fYdx    ^J    ^fydx 


ist.     Man  erhält  durch  Differentiation        ^^^  ^       ^^ 


^jYdx      ^    ^  J  ydx 


dx\r  /•    ^ 

+    rfZ  und  hieraus    V^/*  TT  7   =r -— ^^-7r:=:z  oder  1  Ydx 

dx^  f  ydx 
— ' ^ — ■  X ,  y  und  Z  sind  gegeben  und  man  kann 

daher  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  construiren ;  setzen  wir 
sie  =P,  so  erhalten  wir 

dP 


f 


Ydx  =  P  und  daher    F  =    ,   . 

dx 


Zusatz   1. 
§.  364.    Es  sei  dZ  =  pidz,   wo  wie  vorhin  p   eine  belie- 
bige Function  von  z  bezeichnet.     Ferner  ist  -^gleich der  Sub- 
normale  PR,  welche  wir  mit  r  bezeichnen  wollen  und  es  wird 
daher 

p-  __ /iff =  __/^l__  ,„d  F=  f*. 

{1    i    it^r  ..         .»        {l+rnS!  rvdx\'^  dx 

dx 


97_ -_-______». 


Zusatz  2. 
§.  365.     Es  sei   J5iVi>  eine  der   Axe  AC  parallele  Linie, 
so  (lass  die  Kraft  gleichförmig  ist;  es  ist  nämlich  immer  eine  solche 
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gegeben,  welche  bewirkt,  dass  der  Körper  in  einer  gegebenen 
Zeit  den  Weg  AC  zurücklegt.     Setzt  man  nun 

AB 


--  PN 

=  6,  so  wird 

/  yd'^' 

=:  6a; 

P  — 

bx 

und  r 

_  dP 

JL       — — 

[l^rpSf  bxf 

dx' 

Anmerkung. 

§.  366.  Diese  zwei  letzten  einander  sehr  ähnlichen  Auf- 
gaben habe  ich  desshalb  aufgestellt,  weil  sie  eine  besondere 
x^uflösungsweise  erfodern,  deren  Nutzen  sich  künftig  zeigen 
wird.  Uebrigens  sind  sie  selbst  nicht  ohne  Eleganz  und  mussten 
in  dieses  Kapitel,  in  welchem  wir  alle  Fälle  betrachten,  die 
sich  auf  geradlinige  durch  Kräfte  hervorgebrachte  Bewegungen 
beziehen,  nothwendig  eingerückt  werden.  Es  schien  aber  nicht 
zweckmässig,  sie  besondern  Fällen  anzupassen,  weil  wir  sonst 
eine  sehr  weitläuftige  Rechnung  erhalten  hätten.  Wir  verlassen 
nun  diese  Gegenstände  und  gehen  zur  geradlinigen  Bewegung 
im  widerstehenden  Mittel  über. 
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Kapitel     IV. 

Von  der  geradUnujien  Bewegung  eines  freien  Punktes   im 
widerstehenden  Mittel. 


Erklärung  18. 

§.  367.  Das  Gesetz  des  Widerstandes  ist  die  Kraft 
oder  die  Function  der  Geschwindigkeit  des  Körpers,  welcher 
der  Widerstand  selbst  proportional  ist.  Ist  etwa  der  Wider- 
stand dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional,  so  heisst 
das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  das  Gesetz  des  Widerstände». 

Zusatz  1. 

§.  368.  Man  erkennt  daher  aus  dem  Gesetz  des  Wider- 
standes, wenn  sich  mehrere  gleiche  Punkte  mit  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  bewegen,  wie  die  Verminderungen  der  Be- 
wegungen sich  zu  einander  verhalten.  Ist  ferner  die  Abnahme 
der  Geschwindigkeit  Eines  Punktes  gegeben ,  so  findet  man  auch 
die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  der  übrigen  Punkte. 

Zusatz  2. 
§.  369.     Ist  für  Einen  Grad  der  Geschwindigkeit  das  Ver- 
hältniss  des  Widerstandes  zur  Schwere  gegeben,  so  wird  die. 
ses  Verhältniss  auch   für  alle  Grade  aus  dem  Gesetz  des  Wi- 
derstandes  bekannt.     Hieraus  findet   man    ferner  die   Wirkung 
des  Widerstandes  auf  den  sich  bewegenden  Körper. 
Anmerkung  1. 
§.  370.    Die  Kraft  des  Widerstandes  ist  mit  der  Schwere 
gleichartig,  wie   wir  sehen  werden,  wenn  von   der  Bewegung 
der   Körper   in  Flüssigkeiten   die  Rede  sein  wird.     Man  kann 
daher  stets  eine   absolute  Kraft  angeben,  welche  auf  den  Kör- 
per dieselbe  Wirkung  ausübt,  als  der  Widerstand.    Diese  Kraft 
ist  aber  von  der  Geschwindigkeit  abhängig,   wesshalb  in  ihrem 
Ausdruck  die  letztere  oder  die  ihr  zukommende  Höhe  enthalten 
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sein  wird.  Auf  diese- Weise  fuhren  wir  die  Bewegung  eines 
Körpers  im  widerstehenden  Mittel  auf  eine,  durch  absolute 
Kräfte  erregte,  Bewegung  zurück  und  da  wir  die  Gesetze  der 
letztern  im  zweiten  Kapitel  dargestellt ^haben,  werden  wir  alle 
Aufgaben  mittelst  derselben  lösen  können. 

Anm  erkung  2. 
§.  371.  Die  Richtung  der  Kraft  des  Widerstandes  werden 
wir  bei  diesen  Untersuchungen,  als  stets  mit  der  Richtung  der 
Bewegung  zusammenfallend,  aber  entgegengesetzt  annehmen 
(§.  117.)^  Die  an  ihre  Stelle  zu  setzende  absolute  Kraft  wird 
daher  die  Bewegung  stets  verzögern,  ohne  dass  die  Richtung 
sich  ändert.  Wird  also  der  Ausdruck  der  Kraft  des  Wider- 
standes negativ,  so  hat  sie  eine  entgegengesetzte  Richtung  und 
wird  die  Bewegung  des  Körpers  beschleunigen.  Dieser  Fall 
kann  zwar  in  ruhenden  Flüssigkeiten  nicht  stattfinden,  wohl 
aber  wird  er  in  der  Rechnung,  wenn  man  aus  der  gegebenen 
Bewegung  des  Körpers  den  Widerstand  sucht,  oft  vorkommen. 

Zusatz  3. 
§.  372.  Ein  Körper,  welcher  sich  im  widerstehenden  Mit- 
tel bewegt  und  durcb  keine  andere  Kraft  angetrieben  wird, 
muss  daher  längs  einer  geraden  Linie  fortschreiten.  Diess  ge- 
schieht, weil  seine  von  Natur  geradlinige  Richtung  durch  die 
Kraft  des  Widerstandes  nicht  geändert  wird. 

Zusatz  4. 
§.  373.  Kommt  ausserdem  eine  absolute  Kraft  hinzu,  deren 
Richtung  beständig  mit  der  der  Bewegung  übereinstimmt,  so 
wird  der  Körper  auch  im  widerstehenden  Mittel  geradlinig  fort- 
schreiten. Weder  diese  absolute  Kraft,  noch  die  Kraft  des 
Widerstandes  ändern  nämlich  die  Richtung  der  Bewegung. 

Anmerkung  3. 
§.  374.  Wir  werden  daher  in  diesem  Kapitel,  wo  wir  nur 
geradlinige  Bewegungen  betrachten  wollen,  keine  andere  ab- 
solute Kräfte  mit  der  Kraft  des  Widerstandes  verbinden,  als 
solche,  deren  Richtungen  mit  der  der  Bewegung  übereinstim- 
men. Wir  dürfen  daher  alle  im  vorigen  Kapitel  angewandten 
Kräfte  in  diesem  als  mit  der  Kraft  des  Widerstandes  verbun- 
den betrachten.  Ehe  wir  jedoch  absolute  Kräfte  einführen, 
wollen  wir  untersuchen,  wie  die  Kraft  des  Widerstandes  allein 
der  Bewegung  hinderlich  ist;  um  so  leichter  werden  wir  vom 
Einfachen  zum  Zusammengesetztem  fortschreiten  können. 
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Anmerkung  4. 

§.  375.  In  jenem  Ausdruck  des  Widerstandes  oder  jener 
Function  der  Geschwindigkeit  können  ausser  der,  der  letztern 
zukommenden  Hübe  v  constante  Grössen  enthalten  sein,  jedoch 
schliessen  wir  alle  veränderlichen  und  von  dem  Orte  des  Kör- 
pers abhängigen  Grössen  aus.  Es  kann  nämlich  der  Widerstand, 
welchen  ein  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  sich  bewegen- 
der Körper  erleidet,  grösser  oder  kleiner  sein,  je  nachdem  die- 
ser nach  einem  andern  Orte  gelangt.  Diess  ereignet  sich, 
wenn  die  Flüssigkeit,  in  welcher  der  Körper  sich  bewegt,  an 
dem  einen  Orte  dichter  und  am  andern  lockerer  ist,  in  welchem 
Falle  man  in  dem  Ausdruck  des  Widerstandes  auf  den  Ort 
Rucksicht  nehmen  muss.  Es  ist  jedoch  nicht  angemessen, 
beim  Gesetze  des  Widerstandes  auf  den  Ort  Rücksicht  zu 
nebmen,  indem  wir  durch  ersteres  das  Verhaltniss  des 
Widerstandes  ausdrücken  wollen,  im  Fall  der  Körper  sich 
an  demselben  Orte  mit  verschiedenen  Gesciiwindigkeiten  be- 
wegt. Den  Unterschied  aber,  welcher  aus  der  Verschieden- 
heit des  Ortes  entspringen  kann ,  werden  wir  unter  dem  Expo- 
nenten des  Widerstandes  begreifen,  welcher  zugleich  die  In- 
tensität des  Widerstandes  angeben  wird. 
Erklärung  19. 

§.  376.  Der  Exponent  des  Widerstandes  ist  die 
Höhe,  welche  derjenigen  Geschwindigkeit  zukommt,  bei  der 
der  Körper  einen  der  Schwerkraft  gleichen  Widerstand  erlei- 
det. Ein  mit  dieser  Geschwindigkeit  sich  bewegender  Körper 
wird  nämlich  eben  so  stark  durch  den  Widerstand  verzögert, 
als  ein  aufwärts  geworfener  Körper  durch  die  Schwerkraft. 

Zui^atz  1. 

§.  377.  Hat  also  ein  im  widerstehenden  Mittel  sich  be- 
wegender Körper  die  der  Höhe  v  zukommende  Geschwindigkeit 
und  ist  V  dem  Exponenten  des  Widerstandes  selbst  gleich,  so 
wird,  während  der  Körper  um  den  kleinen  Weg  dx  fortschrei- 
tet, dv  zzz^—da:;  weil  in  diesem  Falle  die  Kraft  des  Wider- 
standes der  Schwere  gleich  ist,  welche  wir  immer  =  1  setzen 
und  weil  erstere  die  Bewegung  verzögert. 

Zusatz  2. 

§.378.  Ist  daher  das  Gesetz  und  der  Exponent  des  Wi- 
derstandes gegeben,  so  kann  man  die  Verminderung  der  Be- 
wegung bestimmen.  Aus  dem  Exponenten  ersieht  man  näm- 
lich, eine  wie  grosse  Geschwindigkeit  der  Körper  haben  müsse, 
damit  die  Kraft  des  Widerstandes  der  Schwere  gleich  sei  und 
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aus  dem  Gesetz  des  Widerstandes  erkennt  man  das  Verhält- 
niss,  in  welchem  die  verschiedenen  Geschwindigkeiten  durch 
den  letztern  vermindert  werden. 

Anmerkung. 
§.  379.     Der  Exponent  des  Widerstandes  ist  entweder  con- 
stant  oder  veränderlich,  nämlich  von  dem  Orte,  an  welchem  der 
Körper   sich  befindet,   abhängii^.     Jenes   ist  der  Fall   in    einem 
gleichförmigen  Mittel  oder  einer  Flüssigkeit,  welche  den  Körpern 
überall  denselben  Widerstand  entgegensetzt,  wenn  sie  sich  näm- 
lich stets  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen.     Ein  wider- 
stehendes Mittel  dieser  Art  heisst   ein   gleichförmiges,    weil  es 
sich  an  allen  Orten  ähnlich  ist.     Der  Exponent  des  Widerstan- 
des ist  aber  veränderlich  in  einem  ungleichförmigen  Mittel  oder 
einer  Flüssigkeit,  wenn  auch   an  jedem   Orte  für   sich  der  Wi- 
derstand dasselbe  Gesetz  befolgt.    Je  dichter  nämlich  das  Mit- 
tel ist,  in  welchem  der  Körper  sich  befindet,  einen  desto  grös- 
sern Widerstand  erleidet  dieser,   wenn  er  sich   auch  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  bewegt.     Grösser   ist  die   Geschwin- 
digkeit, weiche  einen  der  Schwere   gleichen  Widerstand  erlei- 
det,  in  einem  lockern,   kleiner  in  einem  dlchtern  Mittel.     Weil 
aber  die  Dichtigkeit  und  Lockerheit   des  Mittels  vom  Orte  ab- 
hängt, muss  offenbar  der  Exponent  des  Widerstandes,  wenn  er 
veränderlich  ist,    auch  vom  Orte  des  Körpers  abhängig  sein. 
Erklärung  20. 
§.  380.     Aehnliche   widerstehende   Mittel  heissen   dieje- 
nigen,   welche    dasselbe    Gesetz    des    Widerstandes    befolgen; 
unähnliche   hingegen  die,   welche   im   Gesetze    von    einander 
verschieden  sind.     So  sind  Wasser  und   Quecksilber  derartige 
ähnliche  Mittel,  indem  beide  im  doppelten  Yerhältniss    der  Ge- 
schwindigkeit zu  widerstehen  scheinen. 

Zusatz. 
§.  381.  Sind  \{\ähnliche  Mittel  unter  sich  verschieden,  so 
besteht  der  ganze  Untersclüed  im  Exponenten  des  W^iderstandes 
oder  in  ihrer  Dichtigkeit  und  Lockerheit.  So  ist  im  Wasser 
der  Exponent  des  Widerstandes  grösser,  als  im  Quecksilber, 
weil  dieses  dichter  als. jenes  ist. 

Anmerkung. 
§.  382.  Da  ähnliche  Mittel  auf  gleich  geschwinde  Körper 
verschiedene  Widerstände  ausüben  können,  je  nachdem  ihre 
Dichtigkeiten  verschieden  sind,  so  kann  man  die  letztern  durch 
den  Widerstand  messen,  welchen  jene  Mittel  auf  einen,  mit 
gegebener   Geschwindigkeit  sich  bewegenden  Körper   ausüben. 
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In  Flüssigkeiten  sind  nämlich,  wie  wir  später  sehen  werden, 
wo  von  der  Bewegung  der  Körper  in  ihnen  die  Rede  sein  wird, 
die  bei  gleichen  Geschwindigkeiten  hervorgebrachten  Wider- 
stände den  Dichtigkeiten  der  erstem  proportional.  Diese  Eigen- 
schaft übertragen  wir  auf  andere  Mittel,  welche  ein  beliebiges 
Gesetz  des  Widerstandes  beobachten;  weil  andere  Gesetze,  als 
das  des  doppelten  Verhältnisses  der  Geschwindigkeit,  rein  imagi- 
när sind  und  nur  zur  üebung  in  der  Analysis  angewandt  zu  wer» 
den  pflegen. 

Satz  49. 
Aufgabe. 
§.  383.  (Figur  40.)  Ein  Körper  bewegt  sich  auf  der  gera- 
den Linie  AP  in  einem  beliebig  widerstehenden  Mittel,  dessen 
Gesetz  und  Exponent  des  Widerstandes  bekannt  sind,  mit  ge- 
gebener Geschwindigkeit  im  Punkt  P;  man  soll  die  Abnahme 
der  letztern  bestimmen,  während  er  das  Element  Pp  des  We- 
g«s  zurücklegt. 

Auflösung. 
Man  setze  Pp  =  dx ,  die  der  Geschwindigkeit  in  P  zu- 
kommende Höhe  =  V  und  den  Exponenten  des  Widerstandes 
■=:q.  Es  bezeichnet  \q  also  die  Geschwindigkeit,  bei  welcher 
der  Körper  in  P  durch  eine,  der  Schwere  =  1  gleiche,  Kraft 
des  Widerstandes  in  seinem  Fortgange  verhindert  werden  würde. 
Wäre  also  v  =:  q,  so  würde  die  Kraft  des  Widerstandes  =1 
und  dv  =  — dx  sein  (§.  376.  und  377.).  Es  sei  aber  V  die 
Function  der  Geschwindigkeit  Vv,  durch  welche  das  Gesetz 
des  Widerstandes  ausgedrückt  wird  und  Q  eine  ähnliche  Fun- 
ction von  S^q,  so  dass  V  in  Q  übergehe,  wenn  man  darin 
q  statt  i;  substituirt.  Der  Widerstand,  welchen  der  mit  der 
Geschwindigkeit  V^q  sich  bewegende  Körper  erleidet,  ist  daher 
=  l  und  bezeichnen  wir  den  Widerstand,  welchen  der  mit  der 
Geschwindigkeit  V^-u  sich  bewegende  Körper  erleidet,  mit  F'; 
so  haben  wir 

liV  ::=^  Q:V  (§.  367.),  also   V  =  ^. 

Da  diese  Kraft  des  Widerstandes  die  Bewegung  verzögert,  ha- 
ben wir 

Vdx 


dv  =z 


Q 
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Zusatz   1. 

§.  384.    Da  V  eine  Function  von  v  und  constanten  Grössen? 

q  und  also  auch  Q  entweder  constant  oder  eine  gewisse  Function 

von   a:   ist   (§.   375.);    so   werden   in  der   Gleichung    d!t;  =  — 

Vdx 

-  ^y  ■  die  Veränderlichen  leicht  getrennt,  indem 

dv  dx 

T  ^       Q 
ist,  aus  deren  Integration  oder  Construction  man  die  Bewegung 
des  Körpers  längs  AP  erhält« 

Zusatz  ^. 

y 
§•  385.     Da  F'  ~  7^  ist,    so  kann  man   hieraus   die  Dich- 
tigkeit des  Mittels  findeur    Da  wir  diese  nämlich  durch  denje- 
nigen Widerstand  messen,  w  eichen  ein  mit  gegebener  Geschw  in- 

digkeit  sich   bewegender  Körper  erleidet,  so  muss   man   in  -^ 

statt  V  eine  constante  Grösse   setzen,    wodurch   man  den  Wi- 

1 

derstand  proportional  -ji  erhält.    Daher  wird  auch    die  Dichtig- 

keit  des  Mittels  direct  ^und  indirect  Q  proportional. 

Anmerkung. 

V 

§.  386.  Es  bezeichnet  hier  —  nicht  nur  die  anregende,  son- 
dern die  verzögernde  Kraft  des  Widerstandes  selbst,  wess- 
halb  wir  nicht  nöthig  haben,  di«  Masse  des  Körpers  in  die 
Rechnung  einzuführen.  Uebrigens  setzen  wir  hier  diese  Masse 
constant,  oder  die  Massen  der  verschiedenen  Körper  einander 
gleich.  Ich  will  nämlich  diese  Betrachtung,  v^ eiche  nur  in  Ei- 
nem Falle  in  Anwendung  kommen  kann,  nicht  mehr  als  nöthig 
ausdehnen  und  verwickelt  machen. 


Satz  50. 

Aufgabe. 
§.  387.    (Figur  40.)    In  einem  gleichförmigen  Mittel,  wel- 
ches Im  beliebig   vielfachen  Verhaltniss  der  Geschwindigkeiten 
widersteht,  soll  man  die  Geschwindigkeit  des  sich  bewegenden 
Körpers  an  den  einzelnen  Orten  bestimmen. 
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Auflösiing. 
Es  bewege  sich  der  Körper  auf  der  geraden  Linie  AP  und 
es  komme  seine  Geschwindigkeit  im  Punkt  A  der  Höhe  c  zu. 
Der  durchlaufene  Weg  AP  werde  =^:v  und  die ,  der  Geschwin- 
digkeit in  P  zukommende,  Höhe  z=^  y  gesetzt.  Der  Exponent 
des  Widerstandes  sei  constant  und  "^,  das  Gesetz  des  letz- 
tern oder  V  =  v^;  also  der  Widerstand  selbst  der  %nten  Po- 
tenz der  Geschwindigkeit  proportional.    In  der  obigen  Gleichung 

Vdcr 
dv  =  ——TT—   ^vird  also    V  ^=  v"^   und,  wegen  der  ähnlichen 

Form  von   V  und  Q,  Q  =z  k^^,  also 

.     v^  dx        ,  dv dx 

Intemrt  man  die  letzte  Gleichung,  so  wird    rr =  (7 —    — 

"  1— m  A»* 


c 


1— m 


und  da  für  x  ■=.^,  v  =  c  wird,    C  :=  ^ oder   vollständig 

1 — m  ^ 

1— m 

k^  \    —         JTn  --—  ^ 

vorausgesetzt,  dass  m<l  sei.    Ist  dagegen  ?wSl,  so  wird 

m 

__  c.>^'"-i 

m — 1 

Der  besondere  Fall,  in  welchem  m  =;  1  ist,  ergiebt  sich  nicht 
aus  diesen  Formeln,  sondern  wir  erhalten  ans  der  ursprüngli- 
chen DiiFerentialgleichung  die  folgende; 

J^z=L  —  ^,  also  logt»  =  C  —  1^  und  für  a;  =  0,  ioffe?  =  €., 
V  k  k  ^ 

mithin  vollständig 

logt;  =  iogo  —  -T  oder  i;  =:  c.e     ^\ 

Für  jeden  Werth  von  m  wird  also  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers,  an  einem  beliebigen  Ort  der  geraden  Linie  AP^  be- 
kannt. 

Zusatz   1. 
§.388.    Ist  der  Widerstand  des  Mittels   dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  proportional,  so  haben  wir  m  =  L     In  diesem 
Falle,  welchen  man  allein  als  in  der  Natur  existirend  annimmt, 
gilt  der  besondere  Werth 
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V  ^=  c ,  e     ^. 
Hieraus  erhellt,    class  der  Körper  erst  dann   seine  ganze   Ge- 
i«cJiwindigkeit  verlieren  wlrd^  wenn   er  einen  unendlich  grossen 
Weg  X  zurückgelegt  hat 

Zusatz  2. 
§.  389.     Widersteht  das  Mittel   in   einem   grössern  Verhält- 
nisse als  dem  doppelten  der  Geschwindigkeit,  so  ist  m>  1  und 

m 
P    hm — 1 


V  A:^«+(m— 1)  C^-^.x 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man  sogleich,  dass  die  Geschwin- 
digkeit nur  dann  verschwinden  wird,  wenn  a:=zoo. 

Zusatz  3. 
§.  390.  Dieser  Fall  ist  darin  von  dem  vorigen,  wo  /?2~1 
war,  verschieden,  dass,  wenn  dort  die  Anfangsgeschwindigkeit 
V  c  rr:  OD  war,  auch  die  Geschwindigkeit  ^v  überall  eben  so 
gross  ausfiel.  In  diesem  Falle  aber,  wo  7W>1  ist,  wird,  wenn 
c  =  OD    ist 

m—  1 


(m  •—  1)  ^ 

also  V  stets  von  endlicher  Grösse,  ausgenommen,  wenn  .^=0, 
also  v=z<uo   und  wenn  a:=:oo    also  v^=^0. 

Zusatz  4. 

§.  391.  (Figur  41.)  üebrigens  wird  in  diesem  Falle,  wo 
7W>1,  der  Körper,  ehe  er  nach  A  gelangt,  immer  irgendwo, 
etwa  in  C  eine  unendlich  grosse  Geschwindigkeit  gehabt  ha- 
ben. Um  den  Ort  C  zu  bestimmen,  erhält  man  für  x  nothwen- 
dig   einen  negativen  Werth    aus   der   Gleichung    Ä»»  -f  (rn  •—  1) 

^m— i^r=:0,  nämlich  x  =  AC  - 


(m  — 1)  c"»-^* 

Z  u  s  a  t  z  5. 
§.392.     (Figur  40.)     Steht  der  Widerstand   in  einem  klei- 
nern Verhältniss,   als  dem  doppelten  der  Geschwindigkeit,   ist 
also  m<l;  so  wird 

l—m 


%/  SllHi- 


(1  —  m)x 


km 
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Die  Gescliwindigkeit  verschwindet  daher  im  Punkt  C,  wenn  man 
annimmt 

X  =  AC  =^  —^ . 

1 — •/« 

Ist  demnach  der  Körper  nach   C  gelangt,  so  wird   er  dort  be- 
ständig ruhen  und  nicht  weiter  gehen. 

Zusatz   6. 

§.  293.  Ist  m=0,  so  wird  der  Widerstand  constant  und 
auf  gleiche  Weise  auf  einen  ruhenden,  oder  sich  bewegenden 
Körper  wirken;  es  geht  in  diesem  Falle  der  yViderstand  in  eine 
absolute  und  der  Schwere  gleiche  Kraft  über.  Da  nämlich  für 
v=:Ä  der  Widerstand  der  Schwere  gleich  gesetzt  wird,  so  er- 
leidet der  Körper  eben  so  viel  Widerstand,  mit  welcher  andern 
Geschwindigkeit  er  sich  auch  bewegen  mag. 
Anmerkung  1. 

§.  394.  Wir  haben  in  diesen  Zusätzen  die  wesentlichen 
Unterschiede  der  Bewegung  auseinander  gesetzt,  je  nachdem 
m  =  1  >  1  oder  <  1  ist.  Diese  Unterschiede  können  folgen- 
dermassen  kurz  zusammengefasst  werden: 

Ist  rw  =  1,  so  wird  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  wäh- 
rend seines  ganzen  Laufes  weder  =:x  ,  noch  =0; 

Ist  m  >  1,  so  wird  die  Geschwindigkeit  an  Einer  Stelle 
=  00  ,  nirgends  aber  =0; 

ist    m    <    1,    so   wird  sie   nirgends  —  oo  ,  aber    an  Einer 

Stelle  =0. 

Anmerkung  2. 
§.  395.  Diese  Verminderung  der  Geschwindigkeit  bleibt 
dieselbe,  nach  welcher  Seite  hin  der  Körper  sich  auch  bewe- 
gen mag,  weil  sich  überall  derselbe  Widerstand  zeigt..  Diese 
Bewegung  ist  aber  derjenigen  nicht  ähnlich,  welche  durch  eine 
entgegenwirkende  absolute  Kraft  eine  Verminderung  erleidet, 
indem  im  letztern  Falle  der  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
hin  sich  bewegende  Körper  eben  so  sehr  beschleunigt  wird,  als 
er  vorher  verzögert  wurde.  Um  aber  die  im  widerstehenden 
Mittel  verminderte  Bewegung  wieder  herzustellen,  damit  sie  eben 
so  stark  beschleunigt  werde,  als  sie  vorher  verzögert  wurde, 
müsste  man  die  widerstehende  Kraft  negativ  annehmen  und  in 
eine  forttreibende  verwandeln.    Alsdann  wird 

,  Vdx 

dv  =  -^, 

also  die  Geschwindigkeit  eben  so  stark   vermehrt,  als   vorher 
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vermindert.  Hat  man  daher  die  Kraft  des  Widerstandes  in  eine 
forttreibende  verwandelt,,  so  wird  die  Bewegung  des  Körpers 
eine  retrograde  und  er  kehrt  so  von  P  nach  A  zurück,  dass 
er  in  den  emzelnen  Punkten  des  Weges  AP  dieselben  Ge- 
schwindigkeiten wieder  erlangt,  weiche  er  vorher  daselbst  hatte. 

Anmerkung  3. 
§.  396..  In  den  Fällen,  wo  m<l  ist  und  der  Körper  end- 
lich zur  Ruhe  gelangt,  triift  man  auf  dieselbe  Schwierigkeit, 
deren  wir  oben  (§.  316.)  erwähnt  haben,  wenn  wir  die  Bewe- 
gung dadurch  zur  umgekehrten  machen  wollen,  dass  wir  die 
Kraft  des  Widerstandes  in  eine  antreibende  verwandeln.  Ist 
nämlich  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  wenn  er  nach  C  ge- 
langt ist,   =0,   so    verschwindet    auch    die    forttreibende   Kraft 

j—9    vorausgesetzt,    dass   /n  >- 0  sei  und    wird   daher  nie    den 

Körper  aus  C  forttreiben  können.  In  diesem  Falle  kann  die 
abnehmende  Bewegung  nicht  in  eine  zunehmende  verwandelt 
werden.  Die  Rechnung  zeigt  zwar  das  Gegentheil,  indem,  wenn 
man  CP^=^y  setzt,  die  der  Geschwindigkeit  in  P  zukommende 

1 — m 

Höhe,  weil  c  =  0  und  3/=  — x  ist,  i;  —  %/  ^i-JZ^^JJ/  wird. 
Allein  aus  dieser  Gleichung  folgt  etwas  Absurdes,  indem  der 
Exponent  von  y,  d.  h.  >-  1^  also  die  Scale  der,  den  Ge- 

schwindigkeiten zukommenden,  Höhen  die  gerade  Linie  ^C  in 
C  berührt.  So  oft  sich  diess  ereignet,  wird  der  Körper  nie 
aus  dem  Punkte  C  heraustreten  können,  wenn  auch  die  Rech- 
nung etwas  Anderes  zeigt  (§.  319.). 


Satz  51. 
Aufgabe. 

§.  397.  (Figur  40.)  Es  bewegt  sich  ein  Körper  in  einem 
gleichförmigen  widerstehenden  Mittel,  dessen  Widerstand  irgend 
einer  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist;  man  soll 
die  Zeit  bestimmen,  in  welcher  der  B^örper  einen  beliebigen 
Weg  AP  zurücklegt. 

Auflösung. 
Es   bleibe    die    Bezeichnung    und   Voraussetzung   dieselbe, 
wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  alsdann  haben  wir,  wennm>l  ist, 
Euler's  Mechanik.     I.  9 
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m 

V  =  ,_,  '■^"'~" (§.  387.) 

\r  k^  -\-  ( m —  1 )  c^—^  ,  X 
und  wenn  t  die  gesuchte  Zeit  bezeichnet, 

^f  _    dx   _  dx{k^^{7n'-\)c^-^.x]  ^^-^ 
Vi;  4/  .^^ 

Integrirt  man,  so  wird 


(— ^^'^'"-^•raV 


2  m— 1 


und  da  für  ^=0,  auch  t=0,  also  0= 31— f ___^ 

2m— 1  Tre 

(2m-~\)c     ^     Z:  2m-2 
vollständig 


(2m  — l)c    ^    .^2,71-2 

Diess  ist  die  Zeit,  welche  der  Körper  gebraucht,  um  den  We^ 
AP  =  X  zurückzulegen,  und  zwar  so  wohl  für  ?w  >  1,  als 
auch  m  <  1. 

Für  m=:l   bedarf  man   einer  besondern  Rechnuno-,  indem 

X 

alsdann  1;  ==  c .  e  -  ^ ,  und  daher  (Z<  ==  -^  ==  ^^      vollstän- 

X 

dig  also  t  =  ^^^Z  '^^  wird. 

V  c 

Was  für  einen  Werth  m  daher  auch  haben  mag,  so  kann 
man  mittelst  dieser  Formeln  die  jedem  Wege  entsprechende 
Zeit  bestimmen. 

Zusatz    1. 
§.  398.     Ist  der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Gechwindig- 
keit  proportional,    also  m  =  l,  so   wird  die   Zeit,    in  welcher 
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der  Körper  einen  unendlich    grossen  Weg  beschreibt  und  also 
seine  Geschwindigkeit  verliert ^  ebenfalls  =oc. 

Zusatz  2. 

§.  399.     Ist  m>l,  so  wird  2m >1  und  auch  2??z>2,  also 

die  oben  gefundene  Formel  gehörig  geordnet.     Da  in  diesem 

Falle  x;  =  0  wird,  wenn  cc^^co  ist  (§.  389.),  so  wird  die  Zeit, 

nach  welcher  alle  Geschwindigkeit  verloren  geht,  auch  hier  =(^  . 

Zusatz  3. 
§.  400.  (Figur  41.)  Weil  aber  in  diesem  Falle  der  Kör- 
per, ehe  er  nach  A  gelangt,  irgendwo  in  C  eine  unendlich 
grosse  Geschwindigkeit  gehabt  haben  muss,  so  erhält  man 
auch  die  Zeit,  in  welcher  er  von  C  nach  A  gelangt,  indem 
man  k^-{-(m — l)c"»"-^^  =  0  setzt  (§.  391.).  Hierdurch  wird 
jene  Zeit 

—  2Ä-»^    

(2m-l)c~^ 

Zusatz  4. 
§.  401.     Ist  m,  <1,    so  hat  man  die  beiden  Fälle  von  ein- 
ander zn    unterscheiden,  in    denen   ??i  >  l   und  m<i   ist.     Ist 
m>|,   also  2m  —  1  positiv,  so  wird  die  Zeit,   in  welcher  der 
Körper  den  Weg  AP  zurücklegt 

2ni — 1  om- — m 


_  2  i  k^  —  (1  -  m)  c-Ci-^^: 

"   2-2m 

(2m— 1)6« 

m 

2      .  /.        2-2m 

21^  2— 2m 

2k7n 

(2m  —  1)  { ci-"* k^^il—  m) 

2m— 1 

a:]  2~2m        (^<2m- 

2ni~-  1 
-1)C        2 

Zusatz  5. 
§,402.  (Figur  40.)  Da  nun  der  unter  dieser  Voraussetzung  sich 
bewegende  Körper  seine  ganze  Geschwindigkeit  verliert,  wenn  er 

nach  C  gelangt,  wo  :r  ^  ^C  =  ^"zf^  (§•  Wh,),   so    wird 

die  Zeit,  in  welcher  er  diesen  Weg  zurücklegt,  ==:=qo  ,  indem 
der- Nenner  in  t  verschwindet.  Diess  geschieht  also,  wenn  m 
zwischen  1  und  2  liegt. 

Zusatz  6. 
§.  403.    Ist  aber  m<|,  also  2m  — 1  negativ,    so  wird  die 
dem  Wege  AP  entsprechende  Zeit 

9  -»^ 
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1  1 — Im  m—2m- 


1 9^       _li!^  1  —  2m 

_  ^        ^^^^  .  ^  2— 2m 
^  — m 

2k  ^-^"^  { c^-"^  ^"^  -  (1  -~  ni)  X  \  ^-^^ 
l-2m 

Für  ^  =  JC  =  — '-^,  wo  der  Körper  seme  ganze  Bewe- 

1— m 

gung  verliert,  wird  aber  die  Zeit 

2.C       2      ./.m 


l-2m      ' 
also  endlich. 

Anmerkung  1. 
§.  404.    In  diesen  Formeln  ist  der  Fall  nicht   inbegriffen, 
in  welchem   m  =.  \,   d.  h.  der  Widerstand   den  Geschwindig- 
keiten proportional  ist;   derselbe  muss   aus  eler  Differentialfor- 
mel abgeleitet  werden.    Da  nun  für  m  =  i, 

V     V"^  . .        »  i 

~  =  -— =  ist,  so  wird 

Q      \fk 

1f  —  i^  —  dx{M--lc-^x]"''^  _    "^dx STk    ^ 

und 

fc=:2  VTlog  {  Const.  --  (2  \f"ck  ^x)]  ^  2  VXlog  {^1^^~  ) 

weil  für  x=.0,  auch   ^=  0  und   daher  Const.  =:  2^ck  ist. 

Zusatz  7. 
§.  405.     In  diesem  Falle,  wo  m  =   i  ist,   wird  der  Weg 
AC,  nach   dessen  Durchlaufung   alle  Geschwindigkeit  vernich- 
tet ist,  oder 

a^  =z  AC  =:  2V^, 
daher  die  zur  Beschreibung  desselben  erforderliche  Zeit  z=:ck> 

Zusatz  8. 
§.  406.    Aus  dem  Bisherigen  schliesst  man,  dass  die  Zeit, 
in  welcher   der  Körper   seine   ganze   Geschwindigkeit  verliert, 
unendlich  gross    ist,  wenn  2rw  =  oder  >1,   hingegen  endlich, 
wenn  2m  <  1  ist. 
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Anmerkung  2. 
§.  407.  Wird  die  Kraft  des  Widerstandes  in  eine  forttrei- 
bende  verwandeli^in  weichem  Falle  die  Bewegung  eine  retro- 
"grade  und"auf  ähnliche  Weise  vermehrt  wird,  auf  welche  sie 
vorher  vermindert  wurde;  so  müssen  die  Zeiten  dieselben  sein, 
weiche  wir  hier  erhalten  haben.  Da  nämlich  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers,  welcher  den  Weg  ^P  durchläuft,  an  den- 
selben Orten  dieselbe  ist,  mag  er  sich  von  Ä  nach  P  mit  ver- 
zögerter, oder  umgekehrt  von  P  nach  Ä  mit  beschleunigter 
Bewegung  begeben,  so  kann  zwischen  beiden  Zeiten  kein 
Unterschied  stattfinden.  Dennoch  gilt  diese  Regel  in  den  Fällen 
nicht,  in  welchen  der  Körper  den  ganzen  Weg  AC  in  einer 
endlichen  Zeit  zurücklegt,  weil  der  in  C  ruhende  Körper  von 
keiner  antreibenden  Kraft  etwas  merken  wird  (§.  396.).  Man 
kann  aber  dieser  Regel  stets  vertrauen,  wenn  der  Körper  eine 
endliche  Anfangsgeschwindigkeit  hat. 

Satz  52. 
Aufgabe. 
§.  408.   (Figur  42.)  Ein  in  einem  beliebigen  widerstehenden 
Mittel  sich  bewegender  Körper  wird  durch   eine  beliebige   ab- 
solute Kraft  angetrieben ;   man  soll  das  Increment  oder  Decre- 
ment  der  Geschwindigkeit  bestimmen,   während    er   ein   belie- 
biges Element  Pp  des  Weges  zurücklegt. 
A  u  f  1  ö  s  u  n  g. 
Die  Geschwindigkeit  des  Körpers   in  P   komme   der  Höhe 
V  zu  und  es  sei  Pp=zdx,    Ferner  sei  p  die  absolute  oder  viel- 
mehr beschleunigende  Kraft  in  P,  q  der  Exponent  des  Wider- 
standes,   V  die  Function  von  v,    welcher  der  Widerstand  pro- 
portional  ist  und   Q   eine  ähnliche  Function  von  q.     Demnach 
wird  der  Körper,  während  er  das  Element  Pp  zurücklegt,  durch 

die  Kraft  des  Widerstandes  ^    verzögert  (§.  383.),    inzwischen 

aber    durch   die  absolute  Kraft   p  beschleunigt.     Der    Körper 

V 

wird  also,  während  er  Pp  zurücklegt,   durch  die  Kraft  P  —  ji 

beschleunigt  und  es  ist  daher 

dv  —  \P~~'n)  ^^^' 
Zusatz  1. 
§.  409.    Ist  daher  p>  ~,  so  wird,  während   der  Körper 
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sich  durch    das  Element   Pp   bewegt,   seine  Geschwindigkeit 

F  V 

grösser;  hingegen  kleiner;  wennp<^  ist.  Ist /?=  g,  so  wird 

die  Geschwindigkeit  weder  grösser  noch  kleiner,  sondern  bleibt 
unv,erändert ,  während  das  Element  Pp  zurückgelegt  wird. 

Zusatz  2. 
§.410.     Ist  die  absolute  Kraft  der  Bewegung  entgegenge- 
setzt und  verzögert  also  dieselbe,  so  wird 
°  j/ 

dv  =^  — '  pdx  —  -^  dx, 
Q 

In  diesem  Falle  wird  also  der  Körper  durch  beide  Kräfte  ver- 
zögert. 

Anmerkung  1. 

§.  411.  Zieht  die  absolute  Kraft  den  Körper  abwärts,  wie 
wir  in  der  Aufgabe  vorausgesetzt  haben  und  bewegt  sich  der 
Körper  aufwärts,  so  hat  er  die  absolute  Kraft  und  die  Kraft 
des  Widerstandes  entgegengesetzt.  Alsdann  wird  also  jene 
Gleichung 

dv  :=  —  pdx  —  -X   d.%\ 

Hieraus  erhellt,  dass  die  aufsteigende  Bewegung  der  nieder- 
steigenden nicht  ähnlich  sein  wird,  well  im  ersten  Falle  die 
antreibende  Kraft  nicht  in  Bezug  auf  die  im  zweiten  Falle  an- 
treibende negativ  ist.  Damit  also  die  aufsteigende  Bewegung 
der  niedersteigenden  ähnlich  werde  und  der  Körper  bei  beiden 
Bewegungen  an  denselben  Orten  dieselbe  Geschwindigkeit  habe, 
muss  man  die  Kraft  des  Widerstandes  beim  Aufsteigen  in  eine 
forttreibende  verwandeln.     Alsdann  wird 

dv  ~  —  pdx  +  ^dx  ■=:  -—  (p  "^71  |   ^^^^ 

woraus  man  ersieht,  dass  der  durch  pP  aufsteigende  Körper 
eben  so  stark  verzögert  wird,  als  er  vorher  beim  Niedersteigen 
durch  Pp  beschleunigt  wurde. 

Anmerkung  % 

Vi 
§.  412.  Die  gefundene  Gleichung  dv=-pdx  —  -^  dx  kann 

in  dieser  grössten  Allgemeinheit,  wegen  der  Un Vollkommen- 
heit der  Analysis,  weder  in  Bezug  auf  die  Variabein  getrennt, 
noch  construirt  werden;  man  kann  daher  nicht  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  P  bestimmen  und  noch  viel  weniger  die 
Zeit  angeben,  in  welcher  er  den  Weg  AP  zurücklegt.  Wir 
müssen  daher  diese  allgemeine  Gleichung  verlassen  und  zu  be- 
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sondern  Fällen  herabsteigen ,  in  denen  die  Gleichung  zerlegt 
und  die  Geschwindigkeit  bestimmt  werden  kann.  Auf  dreifache 
Weise  lässt  die  Gleichung  eine  Trennung  des  Unbestimmten 
X  und  V  zu.  Der  erste  Fall  findet  statt,  wenn  x,  der  zweite, 
wenn  v  nur  in  Einer  Dimension  vorkommt.  Der  dritte  Fall 
tritt  ein,  wenn  x  und  v  in  derselben  Zahl  der  Dimensionen 
vorkommen,  oder  wenn  sich  die  Gleichung  auf  eine  andere* 
welche  diese  Eigenschaft  hat,  zurückführen  lässt. 

Zusatz  3. 
§.  413.     Im   ersten  Falle  müssen  p  und   q,  also    auch  Q 
constant  sein  und  wir  erhalten  alsdann 

,7^  _       Qdv 


also  X  von  v  getrennt.    Ist  ferner  p  =:  -~,  so  wird 


M/i/t/       — 

PQ- 

V 

Ist  ferner  p 

A 

dx 

dv 

Q^ 

A~F' 

WO  Q  eine  Function  von  x,    V  eine  Function  von  v  und  daher 
eine  Construction  möglich  ist. 

Zusatz  4. 
§.  414.    Damit  v  nur  in  Einer  Dimension  vorkomme,  muss 
V  ~  V  und  daher  auch  Q  =  q  sein,    und  es  geht  die  allge- 
meine Gleichung  über  in 

,  j  vdx 

dv  =  pdx , 

q 

welche  letztere  eine  Trennung  der  Unbestimmten  zulässt, 

Zusatz  5, 
§.  415.  Damit  man  sehe,  wann  die  Gleichung  homogen  wird, 
setze  man  F  —  i;«,  q  ==  xß ,  also  Q  =  x^'ß.  Ferner  sei 
p  ==  xy  und  es  habe  v  die  Dimension  ö,  während  x  von  der 
Dimension  =  1  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  geht  die  all- 
gemeine Gleichung  über  in 

,  ^^  ,  v^dx 

dv  =  xy  dx  ' —  -    -  o  > 

wo  d.v  die  Dimension  ö  hat,  das  zweite  Glied  von  der  Dimension 
y  +  1  und  das  dritte  von  der  a^  +  l  — a(3  ist.  Es  muss  daher 
ö  =  7  +  1  =  cid-{-l'—aß  =  ay  +  a^l—ciß  oder 

y(a— 1)  =  (>:(/?'— 1)  sein,   d.  h.  a  —  i:  ci  =  ß'—l:'y. 
In  diesem   Falle  kann  die    Gleichung    homogen   und  die   Ge- 
schwindigkeit bestimmt  werden. 
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Anmerkung  3. 
§•  416.  Für  F,  q  und  p  darf  man  keine  andere  Functionen, 
als  respective  Potenzen  von  v  und  x  annehmen.  Da  in  V  kein 
X,  und  in  q  und  p  kein  v  enthalten  sein  darf,  ausserdem  aber 
die  Anzahl  der  Dimensionen  von  x  und  v  überall  dieselbe,  oder 
auf  dieselbe  zu  redueiren  sein  muss,  so  sind  nothwendig  Po- 
tenzen für  diese  Grössen  anzunehmen.  Desshalb  habe  ich 
F  =  v*,   ^  =  X?  mxA  p  ■=.  xy  gesetzt  und  die  obige  Proportion 

a  —  l:a  =:  ß  ~\:y 
hergeleitet.  Ich  habe  zwar  die  Coefficienten  vernachlässigt,  welche 
unbeschadet  dieser  Reduction  hinzugefügt  werden  können,  in- 
dem durch  sie  die  Homogeneität  nicht  gestört  w  erden  kann 
So  könnte  man  q  ■=.  Bxß  und  p  =  Cx^  setzen,  die  obige 
Proportion  würde  hierdurch  tiicht  geändert  werden  können. 
Statt  X  kann  man  nicht  nur  den  durchlaufenen  Weg  AP,  son- 
dern auch  die  Summe  des  letztern  und  einer  Constanten 
setzen,  wenn  nur  sein  Differential  z=z  dx ,  oder  einem  Viel- 
fachen von  dx  gleich  wird.  Zu  a;«  braucht  man  keinen  Coef- 
ficienten  hinzuzufügen,  weil  F  nur  das  Verhältniss  des  Wider- 
standes angibt. 

Zusatz  6. 
§.  417.     Ist    das  widerstehende  Mittel   gleichförmig,    aL^o 
j3=  0,  so  wird  die  Proportion 

«—l:«  =:  — l:y,  also  y  =z . 

1  —  a 

a 

Ist  daher  F  =  v^  so  wird  die  absolute  Kraft  p  r=z  B .  x  i~« 
und  so  die  Gleichung,  welche  die  Geschwindigkeit  bestimmt, 
homogen. 

Anmerkung  4. 
§.  418,  Wir  werden  diese  geradlinigen  Bewegungen  im 
widerstehenden  Mittel  so  behandein,  dass  wir  zuerst  die  ab- 
solute Kraft  constant  setzen,  dann  aber  zu  beliebigen  Centri- 
petalkräften  übergehen.  Nachdem  diess  geschehen,  werden 
wir  wie  im  vorigen  Kapitel  die  umgekehrten  Aufgaben  betrach- 
ten und  aus  gegebenen  Eigenschaften  der  Bewegung  so  wohl 
die  absolute  Kraft,  als  auch  die  Kraft  des  Widerstandes  ab- 
leiten. 

Satz  53. 
Aufgabe. 
§.  419.  (Figur  42.)  Wir  setzen  eine  absolute  Kraft  und  ein 
gleichförmiges  widerstehendes  Mittel  voraus;  man  soll  die  Ge- 
schwindigkeit eines  niedersteigenden  Körpers  an  den  einzelnen 
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Orten  bestimmen,  wenn  der  Widerstand   dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  ist. 

Auf!  r>  s  u  n  g. 
Es  mögen  x  und  v  die   bisherige  Bedeutung  haben,   g  sei 
die  gleichförmige  Kraft  und   k   der  Exponent  des  Widerstandes. 
Da  das  Gesetz  des  Widerstandes  ~v  ist,  so  wird   der  letztere 

selbst  =  y-.     Wir  erhalten  demnach  die  Gleichung 

7  7  vdx      ,        ,  kdv 

dv  =  qdx  —  -- —  oder  dx    =-    — ,— —  , 
''  k  gk—v 

und  wenn  wir  integriren: 

X  =  Const.  —  k\^^{fjk  —  v). 

Kommt   die   Anfangsgeschwindigkeit   in  A  der  Höhe    c    zu,    so 

ist    für   ^  ~  0,    i;  =  c,   mithin  Const.  =  k  \o^{gk  —  c)    und 

vollständig  x  =  /i:log  |  "^ 1 ,   oder 


gk  —  v 

X  X 

Hieraus   ergibt   sich   ferner  e^,v  :=  c  -\-  gk  (e^  —  1)     und 

X  X 

V  =^  c.e     ^  -{-gk  {1  —  e     ^)  oder  auch 

X 

V  ~  e~^{c  —  gk)  i-  gk. 

Zusatz   1. 
§.  420.    Fängt  der  Körper   seine  Bewegung   in  A    von   der 
Ruhe  an,  so  ist  c  =  0  und  daher  in  diesem  Falle 

X 

V  =  gkil  —  e"'^'). 

Dieser  Ausdruck  wird    desto   grösser,    je   grösser  x  ist,    kann 
jedoch    nie    eine    bestimmte    Grenze   übeschreiten,    indem    für 

X 

^  =  00  ,  6     fc  zz:  0,  also  V  =2  gk  wird. 

S^gk  ist  also  die  Asymptote  der  Geschwindigkeiten,  welche 
der  herabsteigende  Körper  jedoch  erst  erreicht,  nachdem  er 
einen  unendlich  grossen  Weg  zurückgelegt  hat. 

Zusatz  2. 
§.  421.  Wäre  die  Anfangsgeschwindigkeit  dieser  iVsymptote 
gleich,   also  \^c    ■=  \^gk,   so   würde   die   niedersteigende  Be- 
wegung   gleichförmig    werden,    indem    alsdann    v    :=  gk  =c 
wäre.    Diess  erhellt  auch  aus  der  Differentialgleichung 
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j             j          vdx 
dv  =  gdx j- , 

nach  welcher,  wenn  einmal  v  ^=.  gk  ist,   stets  «Zt;  =:  0  wird. 

Zusatz  3. 
§.  422.     Wäre  c<,gk,  so  würde   der  Körper   mit  einer  be- 
schleunigten Bewegung  herabsteigen,  jedoch  erst  nach  Zurück- 
legung   eines    unendlich    grossen  Weges    die   Geschwindigkeit 

V^  erlangen.  Wenn  nämlich  c<5rÄ;  ist,  so  wird  e  ^{c—-gk) 
stets  negativ,  also  v<^gk, 

Zusatz  4. 
JJ.  423.     Ist   die   Anfangsgeschwindigkeit    Vc  >  ^^gk,   so 

wird  e^^i^c — gk)  positiv  und  daher  überall  v  >  gk.  Wird  x  —  cc, 
so  geht  V  m  gk  über.  Der  Körper  schreitet  also  in  diesem 
Falle  mit  verzögerter  Bewegung  fort. 

x\nmerkung  1. 
§.  424.    In  der  Gleichung 

X 

V  •=:  e     ^(c  —  gk)-\~gk 
muss  auch  der  Fall  enthalten  sein,   in  welchem  der  Körper  im 
leeren  Räume,  nur  unter  Antrieb  der  absoluten  Kraft,   herab- 
steigt.     Man    erhält  diesen,   wenn    man    den   Widerstand   ver- 
schwindend klein  oder  ä  =  oo   setzt,   indem   alsdann   die  Kraft 

des  Widerstandes  oder  ^  =  0  wird.  Es  scheint  zwar  schwie- 
rig, den  Werth  von  v  für  /^  =  oo   aus  obiger  Gleichung  her- 

X 

zuleiten ,  entwickelt  man  jedoch  e     ^  in  die  Reihe 

substituirt  diesen   Werth  in    obige  Gleichung  und   multiplicirt, 

so  ergibt  sich 

o^        o^  fix 

v^c ^+  gp-^-'-'-^^^  +  ^^-^p -••••  +  . ^^^   "^^    ^^^^' 

/£  ir:  x>  ,  i;  =  c  +  gx. 
Diese  Gleichung  stimmt   mit  derjenigen  überein,    welche   wir 

schon  oben  (§.  239.)  gefunden  haben,  indem  das  dortige  ^  hier 

bloss  mit  Y/  bezeichnet  ist,   weil  g  nicht  die  absolute,  sondern 
die  beschleunigende  Kraft  darstellt. 
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A  n  m  e  r  k  u  n  g  '2. 
§.  425.    Hat  k    zwar    keinen    unendlich,    aber    doch    sehr 
grossen  Wertb,   was   der  Fall   ist,   wenn  sehr  schwere  Körper 
in  einem  sehr  lockern  Mittel  herabsinken  ;  so  wird  die  vorher- 
gehende Reihe  grossen  Nutzen  leisten,  indem  man 

^  2 

k  — —    1  —  ^     i-   ^ 

setzt,  wo  der  alsdann  zu  begehende  Fehler  unmerklich  wird. 
Fängt  in  diesem  Falle  der  Körper  seine  niedersteigende  Be- 
wegung von  der  Ruhe  an,  ist  also  c  =:  0,  so  wird 

v  =  ^  (jk  (^1-|  +  ^1^  ^rOk  =  gx  -^  , 

welcher  Werth  von  v  sehr  nahe  richtig  sein  wird.  Will  man 
aber  durchaus  nichts  vernachlässigen,  so  erhält  man 


V  -^gx      -^  +  ^^^2       24/^3  +   120/^4        ^^^- 

durch  welche  unendliche  Reihe  der   wahre   Werth  von   v  dar- 
gestellt wird. 

Satz  54. 
Aufgabe. 
§.  426.  (Figur  42.)  Man  soll  die  Zeit- bestimmen,  in  welcher 
ein  Körper  im  gleichförmigen  widerstehenden  Mittel  durch  den 
Weg  AP  herabsteigt,  w^enn  eine  gleichförmige  absolute  Kraft 
ihn  antreibt  und  der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist. 

Auflösung. 
Haben   x,   c^  v  und  k  die   Bedeutung  des    §,   419.,   so   ist 
wie  dort 

V  —  fjk-{-e~'~^{c'-^fjI^; 
hieraus  erhält  man,  wenn  i  die  gesuchte  Zeit  bedeutet, 
j    dx   dx 


Vv 


\  gk  +  e     ^{c~gk) 


Um  diesen  Ausdruck   zu    integriren,    setzen   wir  e      ^  ~z  und 
c—gk  =  b,  alsdann  wird 

^,  — kdz 

dt  -=■ 
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Ferner  setzen  wir  gk-\-bz  —  r^,  also  z  "^  '^^  '  und  erhalten  so 

drST^         drSfl 
ir    _  ][  j/ ____L_£ 

also  ^  =  Const.  +   \  -  ^og  f^^^I^Ä^  ,     oder    weil     r     = 
V  gk-^-e'^ic  —  gk)  und  für  f  =  0,  ^  =  0,  also 

Demnach    wird    die   Zeit    des  Niedersteigens    durch  AP    oder 

'^        VV  c"  Kc-gk)  ^-gk-  ^gk  / 
Uieser  Ausdruck  wird  einfacher 


Zusatz  1. 
§.  427.     Ist  die   Anfangsgeschwindigkeit,   also  c  =  0,  so 

wird 
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Anmerkung  1. 
§.  428.     Die    allgemeine  Formel   der    dem  Weg    AP  ent- 
sprechenden Zeit,  für  die  Anfangsgeschwindigkeit  —  V^c,  wird? 
indem  man  wie  vorhin 

setzt: 
t=.  2  i/"^  log  /^ ^  V  6  " f (c-ff^^+ff&  +  VP  ^  V  e ^  \ 

^  ff    V  Vc+Vf/Ä:  y 

Aus  dieser  Formel  erhalten   wir,  indem  wir   c  — 0   setzen,    un- 
mittelbar wie  oben 

Zusatz  2. 
§.  429.  Setzt  man  c~gk,  in  welchem  Falle  die  Bewegung 
gleichförmig  wird  (§.  421.),  so  ergibt  sich  die  Zeit  des  Nieder- 
steigens  durch  AP  aus  der  vorletzten  Gleichung 


f  =  2  y  ^  iogß2fc,^ 


;:7-  ^ 


Vffk 

Denselben  Werth  findet  man  auch  aus  der  Natur  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  indem  die  Zeit  in  diesem  Falle  gleich  ist 
dem  Quotienten  des  Weges  durch  die  Geschwindigkeit. 

Anmerkung  2. 
§.  430.  Man  erhält  diese  Zeiten  in  Secunden   ausgedrückt, 
indem  man  die  gefundenen  Werthe  durch  250  divldirt  und  die 
Linien  c,  k  und  x  in  Scrupeln  ausdrückt  (§.  222.). 
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Anmerkung  3. 
§.  431.  Setzt  man  die  Anfangsgeschwindigkeit,  also  auch 
c  =  0  und  ist  die  Zeit  gegeben,  in  welcher  der  Körper  den 
Weg  AP  zurücklegt,  so  kann  man  auch  den  letztern  bestimmen. 
Ist  die  Zeit  t  in  Secunden,  k  und  x  in  Scmpeln  ausgedrückt, 
so  wird         _  — 

u  ^ 

Ferner  wird  

^r^  250  f\/   Ä 

ek^l=zle         ^    ^  — 62fc  |2  also  ß2Ä:3z:^  +' 


\  250  ty  |. 

X  =  2/dog  ) ^_-__ 


und  X  = 
250fV^p  -2/aog 


-  250  t\      C 

e  '       +1 

wo  X  in  Scrupeln  gefunden  wird. 

Anmerkung   4. 
§.  432.  Ist  k  eine  sehr   grosse  Zahl  und  wünscht  man  die, 
dem  Wege  AP  entsprechende,   Zeit    genähert  zu  wissen,  wo- 
bei die  Anfangsgeschwindigkeit  V^c  =  0  ist,  so  haben  wir 

Da  k  sehr  gross  ist,  wird  \     l  —  e    ^  sehr  nahe  =:  0  und 
_  ____ +  g  etc. 

m /  —  ~  'V    "T  X  'v    X  ^X     *▼    X 

Ferner  wird  sehr  nahe  \  1  -e     ^  ==  ^"^^  +  g^^^"^  , 
log  W  l~e"^^  +  l^~~  vT       27^      12/^V^^'       480FV^I' 
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demnach 

_  2V"^     .    1  a^V^   ,      1   w^\rx 

Zusatz  3. 
§.  433.  Verschwindet  der  Widerstand,   ist  also  k=^oo,   so 
ergibt  sich   die  Zeit  des  Niedersteigens  durch   den  Weg   AP, 
während  der  Körper  nur  durch  die  absolute  Kraft  g  angetrieben 

wird.     Diese  Zeit  folgt  aus  der  letzten  Formel,   weil  j~0  ist, 

.  __  2V5; 

wie  wir  scbon  oben  (  §.  218.)  gefunden  haben,  wenn  man  die 
Zahl  m  vernachlässigt  und  r/  statt  -|  setzt,  wie  wir  hier  ange- 
nommen haben. 

Satz  55. 
Aufgab  e. 
§.  434.  (Figur  43.)  Ein  Körper  wird  in  einem  gleichförmigen 
Mittel,  welches  im  doppelten  Yerhältniss  der  GeschvTindigkeit 
widersteht,  von  B  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  auf- 
wärts geworfen  und  es  treibt  ihn  eine  gleichförmige  Kraft  g 
nach  unten  zu  an;  man  soll  seine  Geschwindigkeit  an  den  ein- 
zelnen Orten  bestimmen. 

Auflösung. 
Die  Geschwindigkeit   in  B   sei  =  V~c,   die  in  P  =:  V^v, 
man  setze  BP~x  und  den  Exponenten  des  Widerstandes  ~y^. 
Da  nun  die  Bewegung  durch  die  absolute  Kraft  g  und  den  Wi- 
derstand Y  verzögert  wird,  so  hat  man 

7        vdx       17  kdv         1  7  1      /Const.N 

dv=  —qdx T",  also  dx=  —  -j---  und.x=:/dog(  — -_  ), 

^  k  gHv  ^\gk+vj 

Da  aber  füi'  x=0,  t;=c,  also  ^—^^^^si—r^r)  ^'^^^>  so  er- 
hält man 

a:  =  il<.l.^«it?^  oder  ,f-9*  +  « 


''^^^U) 


'  gk  -\-v 
Es  wird  demnach 

V  =  e"'^  {gk-\-c)  —  gk 
und    die    Geschwindigkeit    in    dem   beliebigen    Punkte   P   oder 
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v-^=^; 


e      ^(gk  +  c)—gL 

Zusatz  1. 
§.  435.  Es  gelange  der  auf  diese  Weise  geworfene  Körper 
bis  nach  A  und  hier  sei   seine  Geschwindigkeit  =0.     Man  er- 
hält daher  die  ganze  Höhe  cc  ^  BA,  indem  man  v  =:  0  setzt, 

also  6^  =  "^^-^  oder  x=zk[og(^^)  ^  BA. 
gk  ^  V    g1^    J 

Zusatz  2. 

§.  436.  Es  verschwinde  der  Widerstand,  oder  es  sei  k=zcc , 

so  dass  die  Bewegung  im  leeren  Räume  erfolgt;    alsdann  ist 

_  — 
e     ^  =1 — -j-  etc.,  V  =  (c^gx)  (1  —  y-  etc,)~ gk  =  c — gx, 
k  k 

weil  y^  =  0  ist.     Dieselbe   Gleichung   erhält  man,    wenn  man 

den  Körper  als  durch  die    absolute  Kraft  g  allein  abwärts   an- 
getrieben ansieht. 

Zusatz  3. 
§,  437.    Ist    das    widerstehende   Mittel  von    sehr  geringer 
Dichtigkeit,  so  dass  k  eine  sehr  grosse  Zahl  bezeichnet,   so 
kann  man 


p        Ä:  —  1  _  £    4-  J±_     __    J±_ 
"  k     ^2i^2  6y^3 

setzen  und  erhält  auf  diese  Weise  sehr  nahe  richtig 

Damit    dieser   Ausdruck   einen    sehr   genäherten  Werth    von   v 
darstelle,   muss  nicht  nur  /<:  sehr  gross,  sondern   ausserdem    x 

X 

viel  kleiner  als  k  sein ,  wodurch  alsdann  c      ^    sehr  wenig  von 
1  verschieden  sein  wird. 

Anmerkung  1. 
§.  438.  Wir  bemerken  nun,  dass  die  niedersteigende  Be- 
wegung des  Körpers  durch  AB  der  aufsteigenden  nicht  ähnlich 
wird,  wenn  man  das  Mittel  in  beiden  Fällen  als  widerstehend 
ansieht.  Man  kann  sich  jedoch  in  Gedanken  vorstellen,  die 
erstere  Bewegung  werde  der  letztern  dermassen  ähnlich,  dass 
der  Körper  bei  beiden  im  Punkt  jP  dieselbe  Geschwindigkeit 
habe.  Zu  diesem  Ende  muss  man  sich  bei  der  niedersteigenden 
Bewegung  so  wohl  die  absolute  Kraft  als   beschleunigend ,   als 
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auch  das  Mittel  als  forttreibend  vorstellen.  Da  nämlich  bei 
der  aufsteigenden  Bewegung  beide  der  letztern  entgegenwirkend 
waren  5  muss  man  sie  sich  bei  der  niedersteigenden  Bewegung 
als  diese  befördernd  denken,  damit  die  Bewegung  eine  voll^ 
kommen  retrograde  werde. 

Zu  satz  4. 
§.  439.  Setzt  man  demnach  die  Höhe  AP=^y  und  die  Ge- 
schwindigkeit bei  dieser   niedersteigenden  Bewegung   =  Vi;; 

vdi/  ~ 

so  ward  dv  =  ffdi/-\-  -r   >  w^oraus  v=igk(^e  ^  — 1)  folgt. 

Anmerkung  2. 
§.  440,   Diese   letztere   Gleichung    stimmt  mit   der    frühern 
iiberein,  welche  wir  erhalten  haben,    als    wir   die   aufsteigende 
Bewegung  betrachteten.    Es  ist  nämlich 

V  \  g  k    —  ^  __  ^ 

v^gk  ^     ,      e     ^—yk~e     ^  {c-\- gk)'—gk, 

wie  wir  oben  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  gefunden  haben. 
OiFenbar  hat  also  der  Körper  bei  dieser  niedersteigenden  Be- 
wegung in  den  einzelnen  Punkten  P  dieselbe  Geschwindigkeit, 
welche  er  beim  Aufsteigen  hatte ;  es  muss  sich  daher  auch 
für  beide  Bewest^^jaaen  dieselbe  Zeitdauer  ergeben. 

Satz  56. 
Aufgabe. 
§,  441.  (Figur  43.)  Ein  Körper  wird  von  B  aus  mit  gege- 
bener Geschwindigkeit  aufwärts  geworfen  und  bewegt  sich  in 
einem  Mittel,  welches  im  doppelten  Yerhältniss  der  Geschwin- 
digkeit widersteht,  während  eine  absolute  Kraft  g  abwärts  auf 
ihn  .wirkt;  man  soll  die  Zeit  bestimmen,  welche  der  Körper 
zur  Zurücklegung  des  Weges  BP  braucht. 

Auflösung. 
c,  V,  X  und  k  haben  die  Bedeutung  der  vorigen  Aufgabe, 

alsdann  ist  nach  derselben  v=.e'^  ^  (c +^/i:)—^/i:  also,  wenn /die 
gesuchte  Zeit  bezeichnet 

dx  dx 


dt 


v-j  y; 


Eiiler's  Mechanik  I.  10 
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Zum  ßeWf  der  Integration  setzen  wir,  wie  früher ,  e     ^    z=z    z 
und  c  +  gh  ==  b,  so  wird 

dt  =  —  ^ '  ..         ~. 

^\bz  —  gk 

Ferner  sei  bz — ^gk  =  r^,  also  z  =:  — ^^j~-  >  so  wird 

^    r-zl^^  =  Const.  ~  2  4/"^  arc.tg  ( -I-^) 

und  da  für  ^=0,  cc  =  0,  r=:V bz—  gfc  ~  V  e^^ ic^qk)—fß 
=  V^c  wird , 

Const.  =  2i/"i  arc.  tg  (i^— )• 
Wir  erhalten  daher  vollständig 

=  2  Sf'^  arc.  tg  i  ^^-V  gke~'^{c-^rgh)-g^k'']  ^ 
'^    .(/^  +    Vc.c     ^(c+gk)---cgk     ' 
indem  allgemein  arc.  tg  a  —  arc.  tg  j3  =  arc,  tg  (  t-j— ^ )• 

Zusatz  1. 
§.  442.     Da  man   die    ganze  Höhe  AB  erhält,  zu  welcher 
der  Körper  ansteigen  kann,  indem  man  ^=:^ i5=Ä log  T^i^J? 

also  e     ^  ^=:  —]— T-  setzt;  so  erhält  man  die  Zeit  des  ganzen 
Aufsteige  ns 

Zusatz  2. 
§.  443.     Ist  c  :=  ^^,  so  wird  diese  Zeit 

^"  n=  2  \fl.  arctg  1  =  1  TV  t/i, 
Hg  1   g^ 

wo  %  die  Ludolphsche  Zahl  bezeichnet. 
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Zusatz  3. 
§.  444.     Wird  der  Körper  mit  unendlich  grosser  Geschwin- 
digkeit  von  B  aufwärts  geworfen ,  so  wird  die  Zeit  der  ganzen 
aufsteigenden  Bewegung   nichts  desto  weniger    endlich,    indem 

für  c  =  Qo  , 

/  =  2  iTi  arc.  igoo-=^  ^l- 
^  ff  ^9 

Zusatz  4. 

§.  445.  Ist  statt  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vc  die  ganze 
Höhe  BA  =  a  gegeben,  zu  weicher  der  Körper  gelangt,  so 
haben  wir 

und  die  Zeit  der  ganzen  aufsteigenden  Bewegung  durch  BA 
t  =:  2  ^  !L  arc.  tg  Y  gl  _.  I 

Anmerkün  g  1. 
§.  446.    Verwandelt  man  die  aufsteigende  Bewegung  in  eine 
niedersteigende,    wobei   das   Mittel   beschleunigend  wirkt,   wie 
wir  oben  (§.  438.)  angenommen  haben  und  setzt  man  AP=:y. 
so  wird  die  Zeit  der  niedersteigenden  Bewegung  durch  AP 


■=.  2  i/^^arc.  tgy   /ä:__1. 


wo  wir  2/  statt  a  in  die  vorhergehende  Formel  gesetzt  haben. 
Dort  bezeichnete  nämlich  a  die  beim  Aufsteigen  erreichte 
Höhe,  hier  aber  ist  y  die  ganze  Höhe,  zu  welcher  der  Körper 
mit  der  in  P  ihm  inwohnenden  Geschwindigkeit  gelangen  kann. 

Anmerkung  2* 

§.  447.     Die  Grundgleichung  für  eine  auf  diese  Weise  be- 
trachtete niedersteigende  Bewegung  ist 

dv^gdy  +  !^(§.  438.), 

welche  aus  der   Grundgleichung  für   die  wirklich    stattfindende 
niedersteigende  Bewegung 

dv  =  (jdx  —  :!^  (§.  419.) 

abgeleitet  wird,  indem  man  y  statt  x  vmd  — -Ä    statt  k  setzt. 
Daher  kann  auch  der  sehr  nahe  richtige,   dem  Wege  AP  ent- 

10  * 
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sprechende  Ausdruck  der  Zeit  aus  dem,  welchen  wir  oben 
(§.  432.)  für  die  wahre  niedersteigende  Bewegung  gefunden 
haben,  für  diese  imaginäre  niedersteigende  Bewegung  herge- 
leitet werden,  indem  man  dieselben  Substitutionen  für  x  und 
k  macht.  Auf  diese  Weise  findet  man  die  Zeit  der  niederstei- 
genden Bewegung  durch  AP,  wenn  nur  ^  <  1  ist,  sehr  nahe 
richtig 

\r g     USfg       'ima^Sfg' 
Zusatz   5. 
§.  448.     Ist  der  Widerstand    des  Mittels   ganz  verschwin- 
dend, also  h-=^':c ,   so  wird   die  Zeit   der  ganzen    ansteigenden  » 

Bewegung  durch  BÄ  z=z  ^    _  .  Diess  ergiebt  sich  auch  aus  dem 

Sf   g         ^ 

vorhergehenden  Ausdruck,  wenn  man  darin  a  statt  y  setzt,  weil 
alle  Glieder  ausser  dem  ersten  verschwinden. 

Zusatz  6, 
§.  449.     Man  kann  nun  aus  der  gegebenen  ganzen  Zeit  der 
aufsteigenden   Bewegung  auch  die  erstiegene  Höhe   a    finden. 
Da  nämlich 

t=i  2tAiarc.tgV  e^-h  so  wirdV  «^  ~  ^~^s(|i/~^)^  '^' 

eT  =:  T^  -\r   l  und  a  :=:  k  log  (T^  +  1). 

Satz   57. 

Aufgabe. 

§.  450.  (Figur  43.)  Gegeben  ist  die  Zeit,  in  welcher  ein 
in  ^aufwärts  geworfener  Körper  wieder  nach  demselben  Punkte 
zurückkehrt,  wobei  er  sich  in  einem  Mittel  bewegt,  welches  im 
doppelten  Verhältniss  der  Geschwindigkeit  widersteht  und  eine 
absolute  gleichförmige  Kraft  g  ihn  antreibt.  Man  soll  die  Höhe 
BA  bestimmen,  welche  der  Körper  erreicht,  wie  auch  die  An- 
fangsgeschwindigkeit in  B  bei  der  aufsteigenden  Bewegung  und 
die  Endgeschwindigkeit  bei  der  Rückkehr  zu  demselben  Punkte 
und  endlich  die  Zeiten  der  aufsteigenden  Bewegung  durch  BA 
und  der  niedersteigenden  durch  AB, 

A  u  f  l  Ö  s  u  n  g. 

Es  sei  die  gegebene  Zeit  :=t,  Reiche  der  Summe  der  Zei- 
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ten  der  auf-  und  niedersteigenden  Bewegung  durch  AB  gleich  ist, 
wir  wollen  diese  respective  mit  r  und  x'  bezeichnen.  Wie  frü- 
her sei  BA  =  X  und  k  der  Exponent  des  Widerstandes.  x\ls- 
dann  haben  wir 

T=^24r^arc.tgV  e'^  —  1  (§.445.)  und  r' ^2%f  L 
^^  ^    fj 

loglV    eT^"+V  e^.^l\    (§.  427.),    also  ^^eil  t=zr  +  r', 

I Y    l=arc.tgV  e"^  —  1  +  loglV  e^  +  ^  e^ ^l\  , 

woraus  x  zu  bestimmen  ist.  Hat  man  x  gefunden,  so  kennt 
man  zugleich  die  Zeiten  r  und  x'  der  auf-  und  niedersteigenden 
Bewegung  durch  AB,  Ferner  ist  die,  der  Geschwindigkeit  in 
B,  womit  die  aufsteigende  Bewegung  beginnt,  zukommende  Höhe 

X 

c  =  gk{e^—\){§.  445.) 
und  die,  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  bei  der 
niedersteigenden  Bewegung  in  B  ankommt,  zukommende  Höhe 

c'  r=  fjk{l  —  e~"^)    (§.  420.). 
Zusatz  1. 
§.  451.     Es  verhält   sich   daher    die   Geschwindigkeit   in  B 
bei  der  ansteigenden  Bewegung,   zur  Geschwindigkeit   in   dem- 
selben Punkte  bei  der  niedersteigenden  Bewegung,  wie 

e  ^   :  1. 

Es  geht  also  desto  mehr  von  der  Bewegung  verloren,  je  höher 
der  Körper  ansteigt. 

Anm  erkung  1. 

§.452.  Ist  k  sehr  gross,  hingegen  x  nicht  zu  gross,  so  dass  wir 
für  die  Zeiten  die  oben  gefundenen  algebraischen  Ausdrücke 
setzen  können,  so  wird  die  Zeit  der  ansteigenden  Bewegung 

^  _  2V5       x'^^x         x'^Sfx      .„     .  .^    " 

T    =    -przt V--^=:  +  ■ r-^    (§.    447.), 

STg       ^kSTg       'mk'^Sfcj 
und  die  Zeit  der  niedersteigenden  Bewegung 

t'  =  ?-^+  £--^+  J?^^^         (§.  432.). 

Da  die  Summe  beider  als  =:f  gege])en  angenommen  wird,  ho  er 
halten  wir  sehr  nahe  rieh tie;: 
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ty  g  —  ^y  x^r  120ä;2^ 

Aümerkung  2. 
§.  453.     Genauer  wird  diese  Summe  beider  Zeiten  bestimmt, 
indem  man  die  beiderseitigen  Reiben  weiter  fortsetzt.    Es  wird 
alsdann 

V^^        QkVg       240ä2\^^      1344Ä3  sTg       46080^^ V^^ 
uud 

V^g~     ^k^fj     "limSfg     lUik^Sf^     Ammk^s^ 
und  hieraus  ihre  Summe  oder 

. iSfx  ,     x^^x  x'^^ X         . 

t  =  — -tr=.+ 7=:='-- T-T^  etc. 

Vg       llOk'^V^g      23040ä^V^ 
Hierbei  hat  man  zu  bemerken,  dass,   wenn  die  Zeit  in  Seeun- 
den,  k  und  x  aber  in  Scrupein  ausgedrückt  sind,   diese  Reihe 
durch  250  dividirt  werden  muss,    Ist  also  t=:  ^  Secunden  ge- 
geben, so  muss  man  250  fi  statt  t  setzen. 

Z  u  s  a  t  z  2. 
§.  454.     Aus   der  vorhergehenden    Reihe  kann  man   durch 
ümkehrung  x,  mittelst  einer  nach  Potenzen  von  i  fortgehenden 
Reibe  bestimmen.    Man  erhält 

—  2^  2^^    15 A^      *  09.Q    1^:^-4 

und  hieraus  durch  Quadrirung 

^  "~  24       2iM5A-2"*' 226.225^4 

Zusatz    3. 
§.  455.    Der  Unterschied  zwischen  den  Zeiten   der  nieder. 
und  aufsteigenden  Bewegung  wird  hiernach   sehr   nahe   richtig 

,_ xVx   ^     x^V^x 

Ist  also  die  Höhe   x  gefunden,   so  werden  zugleich  die  Zeiten 
der  auf-  und  niedersteigenden  Bewegung  bekannt. 

Zusatz  4. 
§.  456.     Auch  die  der  Geschwindigkeit,  womit  der  Körper 
Ml  steigen  anfängt,  zukommende  Höhe  erhält  man,    indem 


t'+ 

ff' 

v^ 

229 

.  15Ä4 

ff' 

i^lO 

-r  etc. 
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Hieraus  folgt  ferner  die,  der  Geschwindigkeit 5  mit  weicher  der 
Körper  herabsinkt,  zukommende  Höhe 

V  =ffc  -__.  +  ____  etc. 

Beispiel. 
§.  457.    Eine  aus  einem  Geschütze  geworfene  eiserne  Ku- 
gel  kam  nach  34   Secunden    zur   Erde   zurück,    es  war    k  = 

2250000  Scrupel  und  ff  ^  ~~ .    Wir  haben  also  ^:zr8500  und 

IVV  ^  ,^410572  ;    -J^l^^   =  0,01188  ;    -il^^_  ^ 
A\^h  2iM5Ä2V^A'  229.15ä4\/^A: 

0,0007477.    Es  wird  daher  ^  =:  1,405439,  V~^    =  2108,159 

\  k 
und   die  ganze  Höhe,    welche  die   Kugel   in   der  Luft    erreicht, 
=  4443  Fuss.    Es   sei  nun   ö  die  Anzahl  der  Secunden,   um 
welche  die   niedersteigende  Bewegung   länger   dauert,   als    die 
^aufsteigende;  so  wird 

250g STff  _x  VoT _     x^ Sf~^ 

x^\x 


tes  ist  aberirf:=U,  mithin  J^4_=:0,9913  und- 
▼    k      375  RkXTk  e 


0,01893 ;  also 


SkV~k         '  672kßVk 

_       ==  0,97237  und  ö  z=:  5,'^83. 
Vk 

Hieraus  folgt,  dass  die  Zeit  des  Aufsteigens  =r=  14^08  und  die 
iZeit  des  Niedersteigens  ==  19'',92  gewesen  ist.  Die  Höhe, 
Welche  der  Anfangsgeschwindigkeit  der  aufsteigenden  Bewegung 
zukommt,  ist  =  15542  Fuss  und  die,  der  Endgeschwindigkeit 
beim  Niedersteigen  zukommende,  Höhe  :=  1969  Fuss.  Man 
sehe  hierüber  die  Commentationes.  Tom.  H,  pag.  338. 

Zusatz  5, 
§.  458.     Die  Höhe,  welche  der  Geschwindigkeit  zukommt, 
womit  der  Körper  aufsteigt,  ist 

V  =  g/c  {e~^-l)  =  ffx  (1+1  +  ^,+  ^  -f  etc.) 
Würde  daher  der  Körper  mit  derselben  Geschwindigkeit  im  iee-^ 
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ren  Räume  in  die  Höhe  geworfen,  indem  die  Schwere  allein 
auf  ihn  einwirkte,  so  hätten  wir  die  ganze  Zeit  der  auf-  und 
Biedersteigenden  Bewegung 

=  410ai^  +  --/-  +  -24i^+  -35^  +  etc. 

Zusatz  6. 
§.  459.     Es  verhält  sich  also  die  ganze  Zeit   der  auf-  und 
niedersteigenden  Bewegung  im  leereu  Räume  zu  der  im  wider- 
stehenden Mittel^  wie 


6x^  ,     x^        ,    ,    ,t  .     x'^ 


^4 


^^^  +  4y^  +  96A'2  +  i28P  ^^^'^  '  *^  +  48(P"~92160A:4  ^*^*  *' 
Hierbei  wird  vorausgesetzt,    dass  der  Körper  in  beiden  Fällen 
mit  derselben  Geschwindigkeit  emporgeworfen  werde, 

Anmerkung  3. 
§.  4ß0.  In  d^m  erwähnten  Tom.  H.  Commentationum,  pag. 
340.  befindet  sich  ein  Lehrsatz,  nach  welchem  diese  Zeiten 
im  leeren  Räume  und  in  einem  Mittel,  welches  wie  hier  im  dop- 
pelten Verhältniss  der  Geschwindigkeit  widersteht,  mit  einan- 
der verglichen  werden.  Dort  wird  behauptet,  dass  die  Zeit  im 
leeren  Räume  immer  grösser  sei,  als  die  im  widerstehenden 
Mittel.  Aus  der  letzten  Proportion  geht  aber  hervor,  dass  mög- 
licherweise die  Zeit  im  leeren  Räume  kleiner  werden  kann,  als 
die  im  widerstehenden  Mittel.  Ist  nämlich  x  sehr  klein,  ä  hin- 
gegen sehr  gross,  so  verhält  sich  jene  Zeit  zu  dieser,  wie 

^   :  1. 

Im  widerstehenden  Mittel  aber,  wo  die  Kraft  der  Schwere  durch 
die  Dichtigkeit  des  letztern  yermindert  wird,  ist  stets  ^<l  und 
daher  in  diesem  Falle  die  Zeit  im  leeren  Räume  kleiner,  als 
die  im  widerstehenden  Mittel.  Ist  aber  g  nur  sehr  wenig  von 
1  verschieden  unc\  x  im  Vergleich  mit  U  nicht  sehr  klein ,  wie 
bei  dem  Werfen  der  Kugeln  aus  Geschützen;  so  wird  die  Zeit 
im  leeren  Räume  stets  grösser ,  als  die  im  widerstehenden  Mit- 
tel. Dasselbe  wird  der  Fall  sein  können,  wenn  x^  h  ist,  wo 
also  der  Erfolg  jenem  Lehrsatze  entgegengesetzt  ist.  Im  vor- 
hergehenden Beispiele  wurde  der  Körper  mit  einer  Geschwin- 
digkeit emporgeworfen,  welcher  die  Höhe  v  ■=.  15542  Fuss  zu- 
kam. Derselbe  würde  im  leeren  Räume  nach  63  Secunden  wie- 
der zur  Erde  fallen,  während  er  doch  in  der  Luft  nur  34  Se- 
cunden ausblieb, 
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Satz   58, 
Aufgabe. 
§.  461.     (Figur  44.)    Ein  Körper  wird   nach  einer  gewissen 
niedersteigenden  Bewegung    in    O    zurückgeworfen   und    steigt 
mit  der  Geschwindigkeit,  welche  er  bei  jener  Bewegung  erlangt^ 
wieder  gerade  in  die  Höhe  und  wird  wiederholt  in  O  so  oft  zu- 
zurückgeworfen, als  er  beim  Niedersteigen  dahin  gelangt.   Man 
sucht  die  Höhen    OÄ,    OB,    OC  etc.,   welche   der  Körper  bei 
dieser  Bewegung  erreicht,  wenn  diese  in  einem,   dem  Quadrat 
der   Geschwindigkeit    proportional    widerstehenden,    Mittel  vor 
sich  geht  und  zugleich  die  gleichförmige  Kraft  der  Schwere  auf 
den  Körper  wirkt. 

Auflösung. 
Es  sei  wie  bisher    k  der  Exponent  des   Widerstandes   und 
OA   =  a  die  erste  Höhe;   alsdann   wird   die  Geschwindigkeit, 
womit  der  Körper  zu   steigen  angefangen  hat,   zukommen    der 
Höhe 

a 

V  =:  gkie'^  —  l)  (§.  439.). 
Die  Geschwindigkeit  aber,   mit  welcher  er  beim  Niedersteigen 
durch  AO  den  Punkt  O  erreicht,  kommt  zu  der  Höhe 

a 

v'  =  fjk{\—e'~'^)  (§.  420.). 

Mit  dieser   Geschwindigkeit  beginnt   er   die  ansteigende  Bewe- 
gung durch  OB  und  setzf  man   OB  =  2;,  so  wird 

*  a  ^ 

v'=gk  (e^~l),  also  gk  {l-^e~'^^)=  gk{^  ^  1)    und 

OB  ^  zz=z  /flog(2~-e~^-). 
Hiernach  ergibt   sich    also   die,   der  Geschwindigkeit,  womit  er 
beim  zweiten  Niedersteigen  durch  BO  m  O  ankommt,  zukom- 
mende Höhe 


v''  =  gkil  —  e     ^)  ==  (Jk 


l  — e 


und  mit  derselben  beginnt  er  seine  dritte  ansteigende  Bewegung 
durch   OC.     Setzt  man  daher  OC  ^  %\  so  wird 


gU(e^^^\)   =r  gk  . 


l  —  e 


9  — />     k 
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a 

und  OC  =  z'  =z  k  log  f^"^'     'V 

Die  Geschwindigkeit,  welche  er  beim  dritten  Niedersteigen  durch 
CO  erlangt,  komme  der  Höhe  v"'  zu,  so  wird 

Z  —  Ie"'^ 
Fährt  man  auf  diese  Weise  zu  schliessen  fort,   so  wird  beim 
vierten  Aufsteigen  dnrch  OD , 

a  a 

gU  (e^--l)  ^ujk.    ^~^     \  oder  OZ>=r:2''=:/dog  (^^""^^     ^) 


/  5  •— -  4e     '^  \ 
beim  fünften  Aufsteigen  durch  0£,    0£~Älogf ~^  ) 

^  4_3e~T^ 

„       sechsten       „  „       OF,    OF=r^log/^^li-^^ 

^5_4g-V 
und  allgemein 
beim  ^^ten  Aufsteigen  durch   OP, 


OP  =3:  ^log( ^ 2_^\  =  A-lGgf ^ V 

Z  u  s  a  t  z  1 . 
§.  462.     Aus  dieser  Auflösung  ersieht   man  zugleich,   dass 
der   Geschwindigkeit,  mit  welcher    der  Körper  bei   der   nieder- 
steigenden Bew^egung  durch  PO  in   O  ankommt,  die  Höhe 

a                                            a 
y{n)    ^gh 1 ? =   gk   ,     ^ 1 


n — {n  —  '\)e   ^  ne^^  —  n-\^l 

zukommt.  Der  Geschwindigkeit,  womit  der  Körper  die  anstei- 
gende Bewegung  durch  OP  in  O  anfing,  kam  hingegen  zu  die 
Höhe 

t;(«-i)=  gk — 1- =1  gk  . 1 i-_. 


{n  —  \)'-^{n--  2)e~^  (/i--l)-ßfc--7i  +  2 
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Zusatz   2, 

a 

§.  463.    Da  OJ  =:  a  =  Ä  log  eK 

und  OB  =  k  log(2— 15^); 

a 

SO  wird  OA+OB  =  Äiog(2e^—l). 

Eben  so  OÄ+OB  +  OC=Hog\2e^  —i)  .3— 2g     ^    _ 

2—e~^ 

/^  log  (3e^  —*  2) 
ferner 

OA+  OB+  OC^  OD  =z  k  log  (4e^~3) 

u.  s,  w. 

Zusatz   3. 

§.  464.     Ist  Ä  sehr  gross,  also—  fast  verschwindend  klein, 

n 

so  wird  sehr  nahe 

OP  ==  a~L__i_+i-_^_^L__^_  +  etc. 

oder  weil  diess  eine  geometrische  Reihe  ist, 

ah 


OP  =z 


k  +  (n—l)a 


Zusatz  4. 
§.  465.     Wäre  die  erste  Höhe    OA  =  a  unendlich   gross, 
so  würden  die  übrigen  nichts  desto  weniger  von  endlicher  Grösse 
werden.    Es  würde  nändich 

OB  =  /dog2,  OC  =  A:log|,  OD=  ^log  ~,...,0P  ==  k 


'»K.j^)- 


Zusatz  5. 
§.  466.     Ist  eine  beliebige  Höhe,   etwa  a  ^=^  k  log^,  d.  h. 

a 

e^  =^  A,    so  wild  die  folgende  Hohe,  welche  der  Körper  nach 
der  Zurückwerfung  in  O  erreichen  wird,  d.  h. 


=:ftl0g(H£_^^   =    k   log(^-X^) 


OB 
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„    vierte  OD  ::=  k  log^^-j^J, 


?ite 


etc. 

r.r,        7    1      /     nÄ  —  n^i     \ 
OP  =.  k  log  ( TT-T-^Tö  )• 


Aümerkun  g  1. 
§.  467.    Man  kann  auch  für  ?^  negative  Zahlen  setzen,  als- 
dann erhält  man  die    vorhergehenden  Höhen,   in   deren  Reih^- 
folge  sich  die  erste  befindet.    »So  ist  diejenige  Hohe,  auf  welche 
die  erste  0^  =  «  folgt,  indem  man  71=0  setzt, 

a 

Ist  daher  e  '^^  =  2  oder  «  =  Älog2,  so  wird  die  vorhergehende 

a 

Höhe  =00.   Wäre  aher  e'^>  2,   d.  h.  a>/i:log2;  so  würde  die 
vorhergehende  Höhe 

^     e^  -2  -^ 
d.  h.  imaginär  werden.     In  diesem  Falle  kann  also  keine  Höhe 
angegeben  werden,  deren  nächstfolgende  ■=■  a  wäre. 

Anmerkung  2. 
§.  468.     Es  erscheint  zwar  wunderbar,  dass  auf  eine  unend- 
lich grosse  Höhe  eine  endliche  folgen  könne;   wenn   man  aber 
bedenkt,    dass    ein    im    widerstehenden    Mittel    aus    unendlich 
grosser  Höhe  herabgestiegener  Körper  nur   eine  endliche   Ge- 
schwindigkeit erlangt  (§.  420.),  so  wird  man  den  Grund  dieser 
Erscheinung  leicht  eijisehen.     Mit  dieser  endlichen  Geschwin- 
digkeit wird  er  nämlich  nur  zu  einer  endlichen  Höhe  ansteigen 
können    und   es  ist   die    grösste   Geschwindigkeit,  welche    der 
Körper  beim  Niedersteigen  erlangen  kann,  =  V^gk,    Wird  da- 
her der  Körper  anfangs  mit  einer  grössern  Geschwindigkeit  als 
^gk  in   die  Höhe  geworfen,    so   kann   die    erstere   aus   keiner 
noch  so  hohen,   vorangegangenen   niedersteigenden  Bewegung 
entsprungen  sein.    Diess  ergibt  auch  die  Rechnung,  indem  als- 
dann die  vorhergehende  Höhe  imaginär  wird. 
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Satz  59. 
Aufgabe. 
§.  469.  Der  Widerstand  eines  gleichförmigen  Mittels  ist 
der  Geschwindigkeit  proportional  und  es  wirkt  eine  gleichför- 
mige absolute  Kraft  abwärts;  man  soll  die  Geschwindigkeit 
eines  auf-  oder  niedersteigenden  Körpers  in  jedem  beliebigen 
Punkte  bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  45.)    Es   steige  zuerst  der  Körper  auf  der  geraden 
Linie  AP  herab  und  es  komme  seine  Anfangsgeschwindigkeit 
in  A  der  Höhe  c    zu.     Die  absolute  Kraft  sei  ~  g,   AP  z=i  x, 

k  der  Exponent  des  Widerstandes  und  ^v    die    Geschwindig- 
keit   in    P,     Wir   haben    daher    die    Kraft  des    Widerstandes 

Vv                           ,           dx  Vv      ^        ^  d  V  VI 

—\fj  und  dv  =  gdx —y-  ^^^'^  ^^  "^JYj^^  ^^*^* 

/—  .         c     .         .      1  lWT,udu 

man  V  v    =   u,   woraus   dv  ==  Zu  du  und    dx  =        -t=- 

g  \  k   —  u 

2g h    du 

=  —  2  V  ^  .    du   -\^  — ri— —    folgt;     so    ergibt    die    Inte- 
g  V  k — u 

gration 

X  =  Const.  -^  2u  \fli  —  1gk  log  {iJ^f'k   —  u)  =z   Const. 

Da  nun  für  a?  =i  0,  t;  =^  c%  also  Const.  ==  ^Vkc  +  2  gk 
iog(^V^Ä — \^c)  ist;  so  wird  vollständig 

woraus  v  mit  Hülfe  von  Logarithmen  zu  bestimmen  ist. 

(Figur  46.)  Nun  sei  für  die  ansteigende  Bewegung  die,  der 
Anfangsgeschwindigkeit  in  B  zukommende,  Höhe  =  c,  BP 
r=z  X  und  die,  der  Geschwindigkeit  in  P  zukommende,  Höhe 
=  V.  Weil  bei  der  ansteigenden  Bewegung  so  wohl  die  abso- 
lute Kraft,  als  auch  die  Kraft  des  Widerstandes  verzögernd 
wirken,  so  haben  wir 

,  ,  dx  \  V 

ClV=z  ~g  dx z=z=: — . 

V  k 
Diese  Gleichung  wird  direct  aus  der  obigen  abgeleitet,  in- 
dem man  —  ff  statt  ff  setzt  und   man  kann    daher   die   erforder- 
liche Integralgleichung  auf  dieselbe  AVeise  aus    der   obigen  1, 
ableiten.    Wir  erhalten  demnach 
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Zusatz  1. 
§.  470.   (Figur   45.)    War    die    x\iifangsgescliwindigkeit  bei 
der  lüedersteigenden  Bewegung  =  o,  so  wird 

^  ^^^Mhv  +  2,/^ log  \y^jYzV^,)' 

Aus  dieser  Gleichung  findet  mau  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  ,  nachdem  er  aus  einer  beliebigen  Höhe  herabgestie- 
gen ist 

Zusatz  2. 

§•  471.     Da   log  (-J^^)=-.io,  (l^  -^) 

Ist  nun  ^  eine  sehr  grosse  Zahl,   so  wird  sehr   nahe 

%x  Sfjöc 

Zusatz  3. 

§.  472.  (Figur  46.)  Wird  v  :=:(j'^k>  so  erhält  man  ^™oc; 
ein  aus  unendlicher  Höhe  herabgestiegener  Körper  kann  also 
keine  Geschwindigkeit  erlangen ,  welche  grösser  als  /;  ST^  wäre. 
Wird  einmal  v=:g'^,k,  also  constant,  so  geht  der  Körper  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  weiter.  Ist  aber  v  >  ^^^,  so 
wird  seine  Bewegung  verzögert. 

Zusatz  4. 

§,  473.  Wird  der  Körper  von  B  mit  der  Geschwindigkeit 
Vc  aufwärts  geworfen,  so  findet  man  die  Höhe  BA,  indem 
man  in  2,  v  =  0  setzt.    Es  wird  also 


fjSfk^  Vc 


BA  =  x=.^\rkc^^Ok\og  (^JLn^ 


■  ISfkc 


Vc\        c         2cVc   .     c^ 


—  lakio^l    1+  rn.l=: ' -:=-f-.-:^ — 5-7  etc. 

^         ''V  (JSrj)  0  g2^/k^'^9^^ 
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Die  Höhe  aber,  aus  welcher  der  Körper  hätte  herabsteigen 
müssen,  um  eben  diese  Geschwindigkeit  zu  erlangen,  erhält 
man,  indem  man  in  1,  c  =  0  und  v  =z  c  setzt;  also 

Zusatz  5. 
§.  474.    Wird  der  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  g  \^k, 
d.  h.  der  grössten,  welche  er  beim  Niedersteigen  erlangen  kann, 
aufwärts  geworfen;  so  wird  die  Höhe,    zu  welcher   er  gelangt, 
indem  man  in  2,  c=i  g  \^k;  und  v  =:  0  setzt: 

x  ^"l  gh  ^'Igk  log  \—l^)  ==  ^^^  (l-log2). 

Satz  60. 
Aufgabe. 
§.  475.  Ein  gleichförmiges  Mittel  widersteht  im  einfachen 
Verhältniss  der  Geschwindigkeit  und  es  treibt  eine  absolute 
gleichförmige  Kraft  den  Körper  an;  man  soll  die  Zeit  bestim- 
men, .in  welcher  der  letztere  auf-  oder  niedersteigend  einen 
bestimmten  Weg  zurücklegt. 

Auflösung. 
(Figur  45.)     Haben   c,   v,   k,  g  und  x  die   vorhergehende 
Bedeutung,  so  ist  für  die  riiedersteigende  Bewegung 

__       dv  ^k       _  ludu^fk     . 

wo  V  z=z  v?'  gesetzt  ist.    Demnach,  wenn  t  die  dem  Wege  ÄP 
entsprechende  Zeit  bezeichnet, 

dx       dx        Idu^ 

'^  Yv~^    2/   ~'  g  ^fk—  u 

und  vollständig 

g^k'-^VT 

0 

(Figur  46.)     I3m  die  der  Zeit  der  aufsteigenden  Bewegung 

durch   den  Weg  BP  ==  x   entsprechende,   Formel  zu  finden. 


.^      r  gVk  —  Vc  -\ 

l,.:^2A^HogC-^--3^-J- 
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setzen   wir    wie  in   der  vorigen  Aufgabe  —  g  statt  ff  und  er 
halten  : 

Nach  der  vorhergehenden  xlufgabe  wird  v  durch  x  bestimmt, 
also  kann  man  auch  hier  die  Zeit  kennen  lernen,  in  welcher 
ein  beliebiger  Weg  durchlaufen  wird. 

Zusatz  1. 
§.  476.     Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  niedersteigen- 
den Bewegung  ~  0,    so  erhält  man   die   Zeit,   in   welcher   der 

Körper  durch  AP  herabsteigt  —  2  VJ\oA  — J^-~7=~"  )* 

Hier  wird  v  durch  die  Gleichung 


X 

bestimmt. 


2  \^hv  +  2  ^Ä'  log  ( — St-^-t?^) 


Zusatz  2. 
§.  477.    Die  ganze  Höhe  BA,  welche  der  Körper  bei  der 
ansteigenden  Bewegung   erreichen   kann,   wird   zurückgelegt  in 
der  Zeit 

t  =.  2  Vk  log  (^---^^J. 

Zusatz  3. 

§.  478.  Ist  daher  die  Anfangsgeschwindigkeit  V^  rir  oo , 
so  .wird  auch  die  Zeit,  in  welcher  er  die  ganze  Höhe  BA  er- 
reicht, =  2VF\og  00=00. 

Anmerkung  1. 
§.  479.     Hierin  ist  also  der  hier  vorausgesetzte  Widerstand 
durchaus  von  dem  frühern,    welcher  als  dem  Quadrat   der  Ge- 
ischwingigt^eij:   proportional    vorausgesetzt    wurde,    verschieden. 
In  jenem  Falle  kam  nämlich    ein^   mit  unendlich    grosser   Ge- 
schwindigkeit emporgeworfener,  Körper  in  endlicher  Zeit   zum 
höchsten  Punkte  (§.  444.).    Hier  ist  zu  bemerken,  dass  die  Zeit 
2k  log  oo   eine  unendliche    Grösse   der   untersten  Ordnung  ist. 
iVIan  wird  daher,  wie  es  scheint,  schliessen  können,   dass  die 
Zeit  der  ganzen    aufsteigenden   Bewegung    immer   endlich   sein 
werde,   wenn  der  W^iderstand  in    einem    grössern   Verhältniss, 
als  dem  einfachen  der  Geschwindigkeit  steht.     Steht  hingegen 
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der   Widerstand  im  einfachen,   oder   kleinern  Verhäitniss    der 
Geschwindigkeit,  so  wird  die  Zeit  des  ganzen  Aufsteigens  =:QC 
sein,    wenn  es  nämlich  die  Anfangsgeschwindigkeit  ist. 
Anmerkung  2. 
§.  480.    Diese  beiden  Hypothesen  des  Widerstandes,  welche 
Newton   und    seine  Nachfolger    vorzüglich    behandelt   haben, 
haben  wir  ausführlich  betrachtet.     Die  letztere  ist   rein  mathe- 
matisch und  kann  nie  in  der  Physik  Anwendung  finden.     Frü- 
her hat  man  sie  eifrig  untersucht,  weil  man  glaubte,    der  von 
zähen  Flüssigkeiten  herrührende  Widerstand  sei  der  Geschwin- 
digkeit proportional.    Nachdem  man  diesen  Widerstand  als  sehr 
hiervon  abweichend   erkannt   hatte,  behielt  man    nichts   desto 
weniger  diese  Behandlung  bei.     Die  erste  Voraussetzung,  dass 
der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional 
sei,  verdient  am  meisten  untersucht  zu   werden,  indem   es   ge- 
wiss ist,  dass  der  vorzüglichste  Widerstand    der  Flüssigkeiten 
dieses  Gesetz  beobachte.    Ausserdem   hat  diese  Hypothese  in 
der  Rechnung  den  grossen  Vorzug  vor  den  übrigen,   dass  sie 
hier  allein  sich  nicht  widersetzt,  während  diess  bei  den  andern 
Hypothesen  nicht  geleistet  werden  kann.     Fast   alle  Aufgaben, 
welche  eine  Auflösung  für  den  leeren  Raum  nicht  zurückweisen, 
können  auch  unter  dieser  Voraussetzung  gelöst  werden.     Dess- 
halb  werden  wir  im  Folgenden  Vorzugsweise  diesen  Widerstand 
untersuchen,  die  übrigen  aber  vernachlässigen,  wenn  man  nicht 
die  Aufgabe  durch  eine  elegante  Rechnung  lösen  kann. 

Satz  61. 
Aufgabe. 
§.  481.  Es  widerstehe  ein  gleichförmiges  Mittel  in  einem 
beliebig  vielfachen  Verhäitniss  der  Geschwindigkeit  und  es  sei 
auch  die  antreibende  Kraft  eine  gleichförmige;  man  soll  die 
Bewegung  eines  geradlinig  auf-  oder  niedersteigenden  Körpers 
bestimmen. 

Auflösung. 
(Figur  45.)     Wir  betrachten  zuerst  die  niedersteigende  Be- 
wegung und  setzen   c,  t;,  g  und   k   in   der   frühern  Bedeutung 
voraus.    Es  sei  APzzza:,   das  Gesetz  des  Widerstandes  =f*" 

und  daher  die  Kraft  des  Widerstandes  —  __.   Wir  haben  dem- 
nach 

Uv  ~  gdx — — ; ,  dx=z— und  x  =  /  — — ^ 

Euler's  Mechanik,  1,  11 


Hosted  by 


Google 


162  Kapitel  IV .     Von  der  cßeTüdlinigen  Bewef/unf/ 

aus  welcher    letztem  Gleichung   i;  durch  a: ,  mittelst    der  Qua- 
draturen, bestimmt  werden  kann. 

Setzt  man  die  Zeit,   In  welcher  der  Weg  JP  zurückgelegt 
wird,  =^,  so  ist 

dt=:  ^^ ^!^— .  und  t=^f~~~~^—.^. 

(Figur  46.)    Für   die  aufsteigende  Bewegung  sei  BP  ~  x 
und  alles  Uebrige  unverändert,  so  erhalten  wir 

dv  =  —  mLx  — ^  — -— -. 

Setzt  man  daher  oben  —ff  statt  (/  und  lässt  das  üebrige  unver- 
ändert, so  haben  wir  für  die  aufsteigende  Bewegung 

//c^  dv           ,    .               P             U^  dv 
— ; und    t    ~    —   i     — -— :z -77rrr» 
gkm  _|_  ym                               J     ^^.^  ^^  _j_  ^rn  Sf  ^ 

Zusatz   1, 
§.  482.    Ist  c"*  ^  ^Ä'",  so  wird  der  Körper   mit   der    Ge- 

schwindigkeitl^c  gleichfötmig  niedersteigen,  indem  beständig  die 
absolute  Kraft,  welche  den  Körper  beschleunigt,  der  verzögern- 
den Kraft  des  Widerstandes  gleich  ist 

Zusatz  2, 
§.  483.    Ein  von  der  Ruhe  an  niedersteigender  Körper  wird 
aber  beständig  beschleunigt,   kann  jedoch    nie   eine,   der  Höhe 

,^"*  .-^  zukommende,  Geschwindigkeit  erlangen.^  Diese  Geschwin- 
digkeit  ist  gleichsam  eine  Asymptote,  welche  der  Körper  zu 
erreichen  strebt,  mag  er  sich  nun  schneller  oder  langsamer 
bewegen. 

Anmerkung. 
§.  484.     Es  scheint  nicht   zweckmässig,    länger  bei  diesen 
Gleichungen  zu  verweilen,   da  jsie  sich    nicht  integriren  lassen 
und  V  weder  durch    t  noch   durch   x   bestimmt  werden    kann. 
Wir  gehen  zu  andern  Untersuchungen  über  und  betrachten  das 
widerstehende  Mittel  als  veränderlich,  wobei  die  absolute  Kraft 
gleichförmig  *  bleibt.    Wir  nehmen  aber  eine  solche  Hypothese 
an,  dass  die  zur  Bestimmung  von   dv  dienende  Gleichung  ho- 
mogen wird  und  daher  den  vorigen  Schwierigkeiten  nicht  unter- 
worfen ist.    Hierauf  werden  wir  die  absolute  Kraft  nicht  mehr 
gleichförmig,  sondern  veränderlich  annehmen  und  an  ihre  Stelle 
eine  Centripetalkraft  setzen,  welche  den  Körper  beständig  nach 
einem  bestimmten  festen  Punkte  hinzieht.     Hiermit  werde  ich 
zuerst  nur  denjenigen  Widerstand  verbinden,  welcher  dem  Qua- 
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tlvat  der  Geschwindigkeit  proportional  isf.  Hierauf  werden  wir 
mit  andern  Hypothesen  des  AViderstandes  nur  solche  Centripe- 
talkräfte  verbinden,  welche  eine  Integration  der  Differentialglei- 
chungen zulassen. 

Satz  62. 
Aufgabe. 

§.  485.  (Figur  47.)  Es  findet  eine  gleichförmige  absolute 
Kraft  statt  und  es  ist  der  Exponent  des  Widerstandes  den 
Abständen  vom  Punkte  C  proportional,  ferner  ist  das  Gesetz 
des  Widerstandes  ein  beliebig  vielfaches  Verhaltniss  der  Ge- 
schwindigkeit; man  sucht  die  Geschwindigkeit  des  ^  auf  der 
geraden  Linie  v4C  gegen  C  hingehenden  oder  von  ihm  sich  ent- 
fernenden, Körpers  in  jedem  Punkte. 

Auflösung. 

Die  nach  C  gerichtete  gleichförmige  Kraft  sei  =:=  g  und 
die:,  der  Geschwindigkeit  im  beliebigen  Punkte  P  zAikommende 
Höhe  z=:v.  Man  setze  AC^  nämlich  die  grösste  Höhe>  welche 
der  Körper  erreicht,  =  a  und  CP  =  ü:;  alsdann  ist  der  Expo- 
nent   des    Widerstandes    proportional    x  und  er    sei   daher  == 

X 
X'^.x,  und  das  Gesetz  des  Widerstandes  —  v^.     Unter  diesen 

Voraussetzun<i;en  ist  die  Kraft  des  Widerstandes  =:-:i ~      und 

für  die  aufsteigende  Bewegung^   wo   so  wohl   die  letztere,    als 
auch  die  absolute  Kraft  verzögernd  wirken, 

,                     j           v^dx 
dv  ==:  —  gdx  ' — • . 

Wir  wollen  hier  die  niedersteigende  Bewegung  ehenfallsals 
eine  aufsteigende  betrachten  und  da  beim  wahren  Niedersteigen 
die  absolute  Kraft  beschleunigend,  der  Widerstand  aber  verzö» 
gernd  wirkt;  müssen  wir  bei  dieser  substituirten  ansteigenden 
Bewegung,  nach  entgegengesetzter  Weise,  die  absolute  Kraft 
als  verzögernd  und  den  Widerstand  als  beschleunigend  anse- 
hen (§.  411.)  Hiernach  ergibt  sich  für  die  niedersteigende  ße- 
wegung  die  Gleichung 

«fi;  ™    — .  gdx    +    —, « 

Kx^ 
Diese  Gleichung  wird  aus  jener  abgeleitet,  indem  man  l  nega- 
tiv  macht  und  wir  brauchen  daher  nur  eine  von  beiden  zu  inte- 
griren.    Nehmen  wir  die  Gleichung  für  die  niedersteigende  Be= 
wegung,  welche   Ix^  dv -{- Xffx^^  dx  =  v^  dx  wird   und    setze?* 

ü 
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v=a:z,  also  dv  =  xdz  +  zdx;  so  erhalten  wir  nach  Substitu- 
tion dieser  Werthe 

Ix^^^dz  +  Ix^zdx  +  Xgx^  dx  =  x^z^dx  oder 
Xdz         dx 

in  welcher  Gleichung  die  Veränderlichen  von  einander  getrennt 
sind.  Dieselbe  wird  so  integrirt,  dass  für  x:=a,  'i;=:0  werde^ 
worauf  aus  der  Integralgleichung  die  Geschwindigkeit  des  nie- 
dersteigenden Körpers  in  jedem  Punkte  bekannt  wird.  Dieselbe 
Gleichung  wird,  indem  man  A  negativ  annimmt^  zur  Bestim- 
mung der  Geschwindigkeiten  bei  der  aufsteigenden  Bewegung 
längs  CA  dienen  können. 

Zusatz   1. 
§.  486.    Wäre  m^l,   d.  h.   der  Widerstand   dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  proportional,  so  hätten  wir 

Idz         dx 

(1 — 'l)z—lg       X  ' 

X  X 

also  .= -\ogl0L  —  X)  Z'—^Xff}  —  log.T+C  oder  logx-\-C=  ^ 

1 '- —  X  l  — "A 

iog((i-i)|-A.i  =  jA_  ,0g  ((Iri^Je). 

Da  nun  (ük  x  =:  a,  v  ^=  0  wird^  so  haben  wir 

ioga+ C=-r— ^log(— A^),  also  Iog:i;==log  a  + --~y 


log  fhElzJtzIll^ 

^  V  Xgx  J 


„«,1  ^ff^     a  X  .—^x    X  Xg    i    -r—      r 

und    V     =     r-^-rr  .   -. =- = ^1«    ^      o   X^ 


X^  —  X  \ 


X   X 

Zusatz   % 
§.  487.    Ist  X<^1,  somuss  diese  Gleichung  auf  eine  andere 
Form  gebracht  werden;  es  wird  alsdann 

V  —     ^^       g   ^-  ,x  —  x^ 
1-X'  Lzi  ""' 

a  X 

Zusatz  3. 
§.  488      Der   Fall,  in  welchem   X=:l,   oder  der  Exponent 
des  Widerstandes  dem  Abstände   des  Körpers   vom  Punkte   C 
gleich  ist,  ist  in  diesen  Formeln  nicht  enthalten,  sondern  muss 
aus  der  Differentialgleichung 
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dz  dx 

abgeleitet  werden.    Es  ergibt  sich 

C =  log^  und  V  =:  ^^(loga  —  log  .r). 

Zusatz  4. 
§.  489.  Man  ersieht  hieraus,  dass  für  ?/i  =  l  die  Geschwin^ 
digkeit  des  niedersteigenden  Körpers  so  wohl  in^,  wo  x^zza^ 
als  auch  in  C,  wo  x^=-^  ist,  selbst  =0  wird.  Der  von  ^  bis 
C  niedersteigende  Körper  verliert  abo  seine  ganze  Bewegung 
und  wird  am  letztern  Orte  beständig  in  Ruhe  verharren,  weil 
daselbst  der  Widerstand  zzzoc   ist. 

Zusatz  5. 
%.  490.     Während  der  Körper  die  gerade  Linie  ^C  durch- 
läuft, muss  er  also  irgendwo  zwischen  A  und  C   eine  grösste 
Geschwindigkeit  haben,  welche  man  findet,  indem  man  dvz=^{^ 
setzt.     Es  wird  alsdann 

V  ==^  Igx , 

und  wenn  man  diesen  Werth  in    die  Integralgleichungen  setzt, 
so  erhält  man: 

für  ^>1  ,  Igx  = =- —r— ,  (X'^l)x  ''-   ==  a   ^^ 

K — 1  ^~^ 

X   X 

X-l 

—  X   ^    und  X  =  — -T— . 

1— A  1— A  X  __Ji 

Für   Ä<1  ,  {l  —  Xjx.a^    ~  «  A  ,X'-'X^   und  x  ==  Ä,i-^.  a; 

endlich  für  X  =  1,  1  =  log  a— log^t;  oder  o:  =— , 
wo  e  die  Basis  der  hyperbolischen  Logarithmen  ist. 
Anmerkung  1. 
§.  491.    Man  kann  hieraus  schliessen,   dass   auch  bei  den 
übrigen    Hypothesen    des    Widerstandes    die    Geschwindigkeit 
des  Körpers  verschwinden  werde,  wenn  dieser  nach  C  gelangt. 
Die  Kraft  des  Widerstandes  ist  nämlich 


alsa  =  (X) ,  wenn  a;  =  0.  Hat  daher  der  Körper  in  C  irgend 
eine  Geschwindigkeit,  so  muss  diese  durch  die  unendlich  grosse 
Kraft  des  Widerstandes  sogleich  vernichtet  werden.  Die  grösste 
Geschwindigkeit  bei   der   niedersteigenden  Bewegung   wird  er 


Hosted  by 


Google 


166  Kapitel  IV.     Von  der  geradlinigen  Bewegung 

m 

aber  haben,   werrn   dv  =  0,   also  v^  zizlgcc^  oder  v:=>x\^lg 
ist.    Die  gtösste  Geschwindigkeit  kommt  also  der  Höhe 

m 

zu.     Da  man  aber  x  oder  den  Ort,  in  welchem  der  Körper  am 

geschwindesten  niedersteigt,    nicht  kennt;    so   kann  man   auch 

diese  grösste  Geschwindigkeit  selbst  nur   durch   die  Quadratur 

der  Curven,  mittelst  deren   die  Differentialgleichung   construirt 

wild,  bestimmen, 

Zusatz   6, 

§.  492.     Für   die  aufsteigende   Bewegung   von    C  nach  A 

werden  die  Geschwindigkeiten  des  Körpers,  für  m=.\,  in   den 

einzelnen  Orten  P  bestimmt,  inittelst  der  Gleichung 

Üb         Uli 

Icßx    a  ^    — X  '^ 

X    ^ 
welche  man  aus  der  für   die  niedersteigende  Bewegung  erhält, 
indem  man,  wie  erfoderiich  ist,  l  negativ  setzt. 

Zusatz  7. 
§.  493.     Bei   der   aufsteigenden  Bewegung  ist  also  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  in   C  =  oo  ,  indem  -~~>1  und  so 
für  X  :=:  0  ,  V  =  QO   wird. 

Anmerkung  2. 
§.  494.  Auch  aus  der  blossen  Betrachtung  erhellt,  dass  die 
Geschwindigkeit  in  C  =:.  ^  sein  muss.  Wäre  sie  nicht  so  gross, 
so  würde  der  Körper  die  in  C  unendlich  grosse  Kraft  des  Wi- 
derstandes nicht  überwinden  können  und  daher  beständig  an 
diesem  Orte  bleiben  müss^ön. 

Satz  63, 
Lehrsatz. 
§.  495.  Unter  denselben  Voraussetzungen,  wie  in  der  vor- 
hergehenden Aufgabe,  werden,  wenn  mehrere  Körper  sich  aus 
verschiedenen  Entfernungen  dem  Punkte  C  nähern,  die  Zeiten, 
in  denen  sie  dahin  gelangen,  im  halben  Verhältniss  der  Ent- 
fernungen stehen. 

Beweis. 

In   der  Auflösung  der  vorhergehenden  Aufgabe  hatten   wir, 

zur  Bestimmung    der    Geschwindigkeit    in  P,    die    Gleichung 

lx^Ulv-\^  k(/x^  dx=^v^dx  (§.  485.),  worin  x  und  v  zusammen 

überall  dieselbe  Zahl  der  Dimensionen  bilden.    Ihr  Integral,  so 
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genommen 3  dass  liir  x:=iü,  v=0  werde ,  wird  die  Eigenschaft 

haben  5  dass  x,  v  und  a   zusammen  überall  dieselbe  Zahl  der 

Dimenisionen  bilden.     Hieraus  folgt  also^   dass  v  eine  Function 

von  a  und  x  von   nur   Einer  Dimension    sein   wird.     Demnach 

fix 
wird  in  dt  =  -~=i.    der    Ausdruck    auf  der    rechten   Seite    eine 

Function  von  x,  dx  und  a  von  der  Dimension  |  und  folglich 
auch  die  5  dem  Weg.e  CP  entsprechende ^  Zeit  eine  Function 
von  «und  x  von  der  Dimension  |.  Setzt  man  endlich  in  der- 
selben x:=2a,  in  welchem  Falle  man  die  ganze  Zeit  des  Nie- 
dersteigens  durch  AC  findet,  so  erhält  man  eine  Function  von 
a  von  der  Dimension  |.  Die  dem  Wege  AC  entsprechende 
Zeit  wird  also  ausgedrückt  durch 

wo  C  von  X,  m  und  g^  nicht  aber  von  a  abhängig  ist.  Da  nun 
az=zAC,  so  stehen  offenbar  die  Zeiten  des  Nledei*steigens  ver- 
schiedener Körper  unter  sich  im  halben  Verhältniss  der  durch- 
laufenen Höhen. 

Zusatz   1. 

§.  496.  Auf  ähnliche  Weise  ersieht  man,  dass  die  Zeiten, 
in  denen  mehrere  Körper  von  C  aufsteigen,  im  halben  Verhält* 
niss  der  Höhen,  zu  denen  sie  gelangen,  unter  sich  stehen. 

Zusatz  2. 

§.  497.  Der  Widerstand  des  Mittels  mag  in  einem  belie^ 
big  vielfachen  Versältniss  der  Geschwindigkeit  stehen,  wenn 
nur  die  absolute  Kraft  constant  und  der  Exponent  des  Wider- 
Standes  den  Abständen  von  C  proportional  ist;  so  werden  die 
Zellen  des  Auf-  und  Niedersteigens  im  halben  Vörhältniss  der 
Höhen  stehen. 

Anmerkung  J. 

§.  498.  Man  darf  aber  nicht  das  Aufsteigen  mit  denf^Nie- 
dersteigen  oder  mehrere  auf-  und  niedersteigende  Bewegungen 
unter  einander  vergleichen,  in  denen  die  Buchstaben  A,  m  und 
ff  nicht  dieselben  Werthe  haben.  In  dem  Ausdruck  C.'^a 
muss  nämlich  die  Grösse  C  in  allen  mit  einander  vergliche- 
nen Fällen,  dieselbe  sein. 

Anmerkung  2. 

§.  499.  In  diesem  Satze  haben  wir  uns  derselben  Methode^ 
die  verschiedenen  Zeiten  des  Niedersteigens  zu  einem  festen 
Punkte  mit  einander  zu  vergleichen,  bedient,  welche  wir  oben 
(§.  308.  und  354.)  angewandt  haben.  In  diesem  Falle  sieht 
man  aber   den  Vorzug    dieser  Methode  um   so  deutlicher   ein, 
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als  man  die  Geschwindigkeit  keinesweges  durch  x  bestimmen 
konnte.  Es  genügte  uns  zu  wissen,  welcher  Art  von  Function 
von  a  und  x  die  Hohe  v  gleich  sein  musste.  Wir  werden  künftig 
noch  mehr  vorzügliche  Anwendungen  dieser  Methode  erhalten. 

Satz  64. 
Aufgabe. 
§.  500.  (Fig.  47.)  Die  Centripetalkraft  ist  irgend  einer  Potenz 
des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  C  proportional  und  ein  gleichför- 
miges Mittel  widersteht  im  doppelten  Verhältniss  der  Geschwin- 
tligkeit;  man  soll  die  Geschwindigkeit  eines,  längs  der  geraden 
Linie  ^C  sich  auf-  oder  abwärts  bewegenden,  Körpers  in  den 
einzelnen  Orten  P  bestimnien. 

Auflösung. 
Es  befinde  sich  der  Körper  in  P  und  die  seiner  Geschwin- 
digkeit zukommende  Höhe  sei  ==:  v.  Ferner  sei  CP  =  x,  die 
Centripetalknaft  proportional  o^",  der  Abstand,  in  welchem  die 
letztere  der  Schwere  gleich  ist,  =  /*  und  der  Exponent  des 
Widerstandes  =  k.    Hiernach  ist   die   absolute  Kraft,  welche 

den  Körper  in  P  antrei|3t,  —  ^  und  die  Kraft  des  Widerstan- 
des an  demselben  Orte  =  — ,  die  Kraft  der  Schwere  =:  1  ge- 

/i 

setzt.  Es  steige  nun  der  Körper  gegen  C  hinab ,  alsdann  wird, 
während  er  das  Element  pP  durchläuft,  die  Centripetalkraft 
seine  Bewegung  beschleunigen  und  die  Kraft  des  Widerstandes 
sie  verzögern.  Da  wir  hier  aber  umgekehrt  den  Körper  als  von 
P  nach  p  gelangend  und  a:  als  wachsend  annehmen,  so  müs- 
sen wir  die  Wirkungen  dieser  Kräfte  als  entgegengesetzt  oder 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dx  als  negativ  annehmen,  weil 
durch  die  niedersteigende  Bewegung  x  vermindert  wird.  Wir 
erhalten  daher 

■j  x^^    j      ,   vdx 

Bei  der  wahren  aufsteigenden  Bewegung  des  Körpers  durch 
Pp  wirken  beide  Kräfte  verzögernd  und  wir  erhalten  daher 

,  x^    j         vdx 

dv  z=z  -^  ~—  dx  —  — -— . 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  eine  Gleichung  in  die  andere 
übergeht,  indem  man  —Ä  statt  h  setzt,  wesshalb  wir  nur  eine 
von  beiden  zu  integriren  nöthig  haben.  Für  die  ansteigende 
Bewegung  erhalten  wir  also 
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miiltipHciren   wir  diese   Gleichung  auf    beiden    Seiten   mit   e  ^ 
und  integriren,  so  erhalten  wir 

X  _x 

Y                  Pe^ * x^  dx        .                -  T  C^  ^'^ dx 
e*^  ,v  =.  —  / und  1;  =  —  e     '^  /  ; • 

Für  die  niedersteigende  Bewegung  erhalten  vvir  hingegen 


J        /■" 


x^  dx 


Bei  beiden  Integrationen  muss  eine  Constante  hinzugefügt  wer- 
den, welche  dadurch  zu  bestimmen  ist,  dass  man  die  Geschwin- 
digkeit des  sich  bewegenden  Körpers  an  irgend  einem  Orte 
kennt,  sonst  würde  die  Bewegung  keine  bestimmte  sein. 

Zusatz  1. 
§.  501.    Man  sieht  ein,  dass,  wenn  n  eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  diese  Formeln    integrabel   werden.      Es  ist  nämlich 

/^  iL  ^  ^ 

e^  x^ dx  =  ke^ x'^  —  nli^  e  ^  ^"-1  +  n  (n  —  1)  k^  e^  ^"-2  -f-  etc. 

....  +   Const. 
Diese  Reihe  wird  nicht  unendlich,    so  oft  n  eine  positive  ganze 

Zahl  ist. 

Zusatz  2. 

§.  502.  Ist  die  Geschwindigkeit  im  Punkt  C  gegeben  und 
zwar  die  ihr  zukommende  Höhe  =c,  so  hat  man  für  die  auf- 
steigende Bewegung 

v=:e     ^.c— ^  +  — -^ ^ ^^ +etc 

,    n(?i~l)(n  — 2)....2.1.  A^+x    -| 

fn 

In  dem  letzten  Gliede  hat  man  das  obere  Zeichen  für  n  +  I 
ungerade ,  das  untere  für  7^  +  1  gerade  zu  nehmen.  Für  die  nie- 
dersteigende Bewegung  wird 

T       ,   kx^   ,    7lk'^X^-'^   ,    w(w~l)Ä3^n-2 

v^eKc^rj^-V—j^—V-^ J^ -  +  etc.,,., 

7^(7^— l)(n— 2)....2.1.Ä:"+i    | 

Zusatz  3. 
§.  503.     Man  setze  das  Integral 
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e^  x"^  dx  , 


/'- 


=  .Y, 


fn 

SO  dass  für  ^  :=  0,  auch  X  =  0  werde.     Alsdann  wird 

Diese  Gleichung  gilt  zwar  für  die  aufsteigende  Bewegung,  sie 
geht  aber  in  die  der  niedersteigenden  Bewegung  entsprechende 
über,  indem  man  — k  statt  k  setzt. 

Zusatz  4. 

§.  504.  Kennt  man  X,  so  ergibt  sich  die  Höhe  CA,  zu 
welcher  der  Körper  aufsteigen  kann,  oder  von  welcher  herab- 
gestiegen er  die  Geschwindigkeit  Vc  erlangt.  Da  nämlich  für 
X  ^=.  a  =z  CA  ,  i;  =±=  0  wird,  so  hat  man  aus  X=:c  den  ange- 
messenen Werth  von  x  zu  bestimmen,  welcher  =  CA  sein  wird. 

Zusatz   5. 
§.   505.     Alis    der  Differentialgleichung  für  die  niederstei- 
gende Bewegung 

■,  x^dx  ,  vdx 

folgt,  dass  der  Körper  irgendwo   eine  grösste  Geschwindigkeit 
haben  wird,  ehe  er  nach    C  gelangt  und   zwar  wird  diess    für 

kx^ 

nicht  negativ  sei. 


dv  ^=^  0  stattfinden,  wo  v  =  —^   wird;  vorausgesetzt,  dass  % 


Zusatz  6. 
§.  506.     Ist   die   Höhe    CA  =r  a  gegeben    und   sucht  man 
c,  so  bedarf  man  der  Grösse,  in  welche  Jl  für  x^=.a  übergeht 
Es  sei  dieselbe  =^,  so  wird   für   die   aufsteigende  Bewegung 

X  X 

V  =:  e  '^{A-—X)  und  für  die  niedersteigende  v  =z  e^{A—X)^ 
Es  muss  nämlich  für  x  =:  a,  also  X  =:z  A,  v  =:  0  werden 
und  setzt  man  ferner  x  z=z  0,  wo  auch  ^  =  0  wird  (§.  503.); 
so  erhält  man 

V   :=    A    =z    €. 

Zusatz  7. 
§.  507.     Hieraus  erhellt  auch^  wie  man  die  Zeit  findet,    in 
welcher  der  Weg  CP  durchlaufen   wird.     Es    wird  nämlich  für 
die  aufsteigende  Bewegung  die  CP  entsprechende  Zeit 
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X 

e^  dx 


t 


Pdx  _   p 


V"A~X 

und  für  die  niedersteigende  Bewegung 

dx 


t  = 


^         -HC 


e^^~VA-Ä 

Bei  spiel. 
g.  308.    Es  sei  die  Centripetalkraft  dem  Abstände  vom  Mit- 
telpunkte  C  proportional 5  also  n  =i  1.     Es  wird   daher  für  die 
aufsteigende  Bewegung 

-f  kx  .   k^      Z;2.g-T 


f  '  f       f 

und  für  die  niedersteigende 

V  =  e^  .c  +  Y+j y~  (§•  ^^-^0 

Bei  der  letztern  findet  die   grösste  Geschwindigkeit  statte 

kx 
w'Q\mv:=:-j-  ist (§. 505.)  uud  Verbindet  maii  diese  Gleichung  mit 

der  vorhergehenden,  so  wird 

X 

0=^'^    .  c  +  —TT—- f~~->  oder   e^'  =  7^2 ^.y^    und  x:==.k 

Die  letztere  Grösse  wird  =  00,  wenn  k'^^^^cf,  sie  wird 
imaginär,  wenn  k'^  <  c/ist.  Es  sei  ferner  in  A,  d.  h.  für  x. 
=:  a  =z  CA ,  die  Geschw  indigkeil  =  0,  so  erhält  man  für  die^ 
der  Anfangsgeschw  indigkeit  in  Czukommende,  Höhe  die  Gleichung 

AT  ka  k'^       k'^.e'^      .    ,        ,.       ... 

ü=e«    .  c j — +~7~ — f ?  mdem  hier   lur  x  ==:  «, 

t;  =  0  wird;  also 

e   /^a       e    .  k'^      Ä^ 

c  _  -^^      r~+7"* 

Für  die  niedersteigende  Bewegung  erhält  man  hieraus  ^  in= 
dem  man  h  negativ  setzt,  die  der  Endgeschwindigkeit  in  C 
zukommende  Höhe,  oder 
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e    ^  ka       e     \  Ä*     Ä« 

c  =  — j r~+y 

Hieraus  folgt,  für  a  =  c3o  ,  c  =  —p — • 

Satz  65. 

Aufgabe. 

§.  509.  (Figur  47.).  Man  hat  eine  beliebige,  nach  C  ge- 
richtete Centripetalkraft  und  ein,  den  Quadraten  der  Geschwin- 
digkeiten proportional  widerstehendes,  Mittel;  man  soll  die 
Bewegung  des  geradlinig  sich  C  nähernden  oder  von  ihm  ent- 
fernenden Körpers  bestimmen. 

Auflösung. 
Es  befinde  sich  der  Körper  in  P,  und  man  setze  CP=:x 
und  die  Geschwindigkeit  in  P  =  \^v.  Ferner  sei  die  Centri- 
petalkraft in  demselben  Punkte  =^  p,  die  Schwere  =  1  gesetzt, 
der  Exponent  des  Widerstandes  =  q;  hier  bezeichnen  p  and  q 
gewisse  Functionen  von  x.    Die   Kraft   des  Widerstandes   ist 

daher  =  —  und  wir   haben  für  die  aufsteigende  Bewegung  die 

Gleichung 

,  vdcc 

dv  =  —  pa^  — '  — -3 

für  die  niedersteigende  aber 

,  ,  vdx 

Die  eine  geht  in  die  andere  über,  indem  man  q  negativ 
setzt,  wesshalb  wir  nur  eine  von  beiden,  die  der  ansteigenden 
Bewegung  zukommende,  betrachten  wollen.  Dieselbe  nimmt 
die  Form  an 

vdx 

/dx 
.. ^...^.. -...„  ^     q    und  integriren  sie  alsdann, 

so  erhalten  wir 

vj  9  =  ^J  e^  9  .  pdcc  nnd  v^—e    ^  ^J  e*^  9  ,  pda;. 
Es  sei  die  Geschwindigkeit   des  Körpers  in  Ay  d.  h.    für 
X  =  AC  =  a,  V^  =  0  und  man  setze 
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/ 


e^  ^   .pdx  z=,  X, 


das  Integral  so  genommen ,  dass  für  ^  =  0  auch  Jt  =  0  werde. 
Ferner  gehe  für  ^  =  a,  X  in  Ä  über;  alsdann  haben  wir: 

^  Pdx^  _^    Pdx 

i;  =  —  e*^  5  .  Z  +  Const.  und  0  —  ~  e    ^  '^ .  A    +   Consi, 

—    Cäx 

also  V  —  er  ~^  {A^X), 
Die  Zeit,  in  welcher  der  Weg  PC  zurückgelegt  wird,   ist 
also : 

1  /»rf^ 


r  ..^  ff   ^        "i  ,  dx 


^  Va  ^  X 


Für  die  niedersteigende  Bewegung  erhält  man  ebenso,  in- 
dem man 

—  Pe'"^  "i pdx  =  A^  X 

setzt, 

/"^                                      n         dx 
V  =  e^    5    {A-^  X)  und  t  =     /  —rj^- " ' 

Zusatz  1. 
§.  510.     Die  Geschwindigkeit  im  untersten  Punkte  C  erhält 

Pdx 
man,  indem  man  ^  =  0  setzt,   wo   auch    X  =z  Q  und      /  — 

=  0  angenommen  wird.    Es  wird  also,  sowohl  für  die  auf-  als 
niedersteigende  Bewegung 

i;  =  A.  ' 

Es  muss  jedoch  bemerkt  werden,  dass  A  in  beiden  Fällen 
nicht  einerlei,  sondern  verschiedene  Werthe  hat,   indem  es  für 

/Pdx 
e       ^  pdx  und  für  die 


/_   fdx 


niedersteigende  Bewegung  aus  X=^  J    e  '^     /?fZ^  herge- 

leitet wird. 

Zusatz    2. 
§.  511.    Bei  der  niedersteigenden  Bewegung  wird  der  Kör- 
per  die  grösste    Geschwindigkeit   haben,   wenn    dv  z=  0,   also 
V  ~  pq  ist.    Der  Ort  also,  in  welchem  diese  grösste  Geschwin- 
digkeit stattfindet,   wird  durch  die  Gleichung 
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fax 

2}q  =:   e*^    9  ( J  —  Z) 
bestimmt. 

Anmerkung. 
§.  512.  Setzt  man  die  Kraft  und  das  Mittel  als  gleich- 
förmig voraus,  so  wird  der  aus  einer  unendlich  grossen  Hiihe 
herabgestiegene  Körpei*  zuletzt  seine  grösste  Geschwindigkeit 
erlangen  und  wenn  er  sich  anfangs  mit  derselben  fortbewegt, 
wird  er  sie  beständig  beibehalten.  Hier  aber,  wo  p  und  q  ver- 
änderliche Grössen  sind,  wird  der  von  der  Ruhe  an  niedersin- 
kende Körper  in  endlicher  Zeit  die  grösste  Geschwindigkeit 
erlangen  können  und  sie  nicht  beibehalten  müssen,  wenn  er 
sie  einmal  gehabt  hat;  wenn  nicht  pq  beständig  eine  constante 
Grösse,  oder  die  Dichtigkeit  des  Mittels  der  Kraft  des  Wider- 
standes proportionalist  ( §.  385.). 

Satz  66. 
Aufgab  e. 
§.  513.  (Figur  48.)  Gegeben  ist  das  Gesetz  der  nach  dem 
Mittelpunkt  C  hinziehenden  Centripetalkraft  und  ein,  im  dop- 
pelten Verhältniss  der  Geschwindigkeit  widerstehendes,  Mittel; 
man  soll,  im  Fall  die  Geschwindigkeiten  gegeben  sind,  v'v eiche 
ein  Körper  beim  Niedersteigen  aus  gewissen  Höhen  bis  C  er- 
langt, die  Dichtigkeit  oder  den  Exponenten  des  Widerstandes 
an  den  einzelnen  Orten  bestimmen. 

x\.uflösung. 
Es  mögen  ^,  p  und  q  die  Bedeutung  der  vorigen  Aufgabe 
haben,  ferner  sei  die  Curve  C31B  so  beschaffen,  dass  die  be- 
liebige Ordinate  ^^  gleich  sei  der  Höhe,  welche  der  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  zukommt,  nachdem  dieser  vom  A  bis  C 
herabgestiegen  ist;  mithin  ist  die  Curve  gegeben.  Gesucht 
wird  q,  der  Exponent  des  Widerstandes.  Ist  AC  =:  a,  so 
wird  AB  eine  bestimmte  Function  von  a  sein,  welche  wir 
=  L  setzen  wollen.  Die  Ordinate  PM  derselben  Curve  sei 
=  R;  alsdann  wird  P3I  eine  gleiche  Function  von  a^,  als  L 
von  a  sein.  Aus  der  vorigen  Aufgabe  geht  hervor,  dass  die 
Höhe,  welche  der  Geschwindigkeit  des  vom  A  bis  C  niederge- 
stiegenen Körpers  in  C  zukommt  =  A  sei  (§.510.).  Wir  haben 
daher 

L  =  A  und   auch  R  =z  X; 
X  ist  nämlich   eine  solche   Function  von  x,  als  A  von  a.     R 
muss  daher  eine  Function  von  .t  sein ,   welche  für  cv  z=:  0  ver- 
schwindet,  und  es   wird 
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/_  f—  f^ 

e  9  .  pda^,  also  clRzize*^   "^     ,  pdoo    und    log 

Cpdx^  _    P  dx 

Differentürt  man  noch  einmal ,  indem  man  dc(^  als  constant  be- 
trachtet, so  wird 

dRdpdx  —  pdxddR 

dM^  __    dx 

pdx  q 

.   i.  pdRdx 

md  hieraus  q  =  dp.dR--pddR- 

Zusatz    1. 
§.  514.    Wäre  CMB  eine  gerade  Linie,  so  würde /?=  cv.t, 
dR=zadx,  ddRz::=.Q  und 

pdx 

"^  -^  Itf^ 
Wenn  ausserdem  p  ~  ßx'^,    also   dp  ■=.  nßx^—^dx    ist; 
so  wird 

X 

"   "^  n 
oder  die  Dichtigkeit  des  Mittels  den  Entfernungen  vom  Centruni 
umgekehrt  proportional. 

Zusatz  2. 
§.  515.  Wäre  7i  ==:  0  oder  die  Centrlpetalkraft  überall  die- 
selbe, so  würde  q  z=z  qc  ,  also  die  Dichtigkeit  des  Mittels  =0, 
und  der  Widerstand  selbst  verschwindend.  Diess  ist  der 
Fall  eines  im  leeren  Räume  herabsinkenden  und  durch  eine 
absolute  Kraft  angetriebenen  Körpers. 

Zusatz  3. 
§.  516.    Wird  n  negativ,  so  wird  es  auch  <y.     Man  ersieht 
hieraus,  dass  in  diesem  Falle  der  Widerstand  in  eine  forttrei- 
bende Kraft  übergeht. 

Anmerkung  L 
§.517.  Man  kann  hiernach  auch  leicht  dieselbe,  der  auf- 
steigenden Bewegung  angepasste,  Frage  beantworten,  wenn 
nämlich  die  Höhe  gegeben  ist,  welche  der  von  C  mit  irgend 
einer  Geschwindigkeit  emporgeworfene  Körper  erreicht.  Setzt 
man  die  Geschwindigkeit,  bei  w  elcher  der  Weg  x  zurückgelegt 
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vvird^  =  V^R,  so  braucht  statt  q   nur  —  q  gesetzt  zu   wertleii 
und  man  erhält  so 

___  pdxdR 

^   ^  pddR  ' —  dp  .  dR 

Anmerkung    i 
§.  518.     Beide  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  q  sind, so 
heseh^ffen^  sowohl  für  die  auf-  als  niedersteigende   BeAvegung, 
dass  man  denselben  Werth  für  q  findet,   wenn  man  auch  statt 
p  und  R  beliebig  Vielfache  annimmt.     Man  darf  jedoch  hieraus 
nicht  schliessen,  dass^  wenn  q  und  p  bestimmt  sind,  R  einen 
beliebigen  unbestimmten    Werth   haben   könne ;   er   muss  viel- 
mehr nothwendig   bestimmt  sein.     Damit  sich  aber  jener   ange- 
nommene Werth  von   R  selbst  ergebe,  nicht  aber   irgend   ein 
vielfacher  desselben,    muss    die   Centripetalkraft  p   demgemäss 
kleiner  oder  grösser  gemacht  werden.     Ist  die  Grösse  der  Cen- 
tripetalkraft aber  in  den  einzelnen  Orten  gegeben,   so  wird  die 
Aufgabe  mehr    als  bestimmt,    wenn   nämlich    die,    bestimmten 
Entfernungen  entsprechenden,  Geschwindigkeiten  gegeben  sind; 
aber  ihr  Verhältniss  allein  muss  gegeben  sein.    Der  Grund  die- 
ser Schwierigkeit  beruht  darauf,  dass   wir  q  aus   der   zweimal 
differentiirten  Gleichung 


R=    /  e  ""     ^pdx 


l=fe 


gefunden  haben  und   eine  Differentialgleichung  sich  weiter   er- 
streckt und  mehr  umfasst,  als  eine  Integralgleichung, 

Anmerkung  3. 
§.  519.     Aus' der  Auflösung   der  Aufgabe  folgt  von   selbst, 
wie  man  die  Centripetalkraft  p  zu  finden  habe,  wenn  die  Dich- 
tigkeit des  Mittels  in  den  einzelnen  Orten  oder  g  und  die  übri- 
gen  Grössen,  wie   vorher,  gegeben   sind.     Aus  der  Gleichung 

log  (  ^iT  )  =  —  folgt  nämlich 

dR     f- 

welcher  Werth  ein  bestimmter  ist,  weil  wir  /  ~ 

J    9 
men  haben,  dass  es  für  w  =  0  verschwinde   (^\  510.). 


lY  I  —  so  angenom« 
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Satz  67. 

Aufgabe. 
§.  520.  (Figur  47.)  Gegeben  ist  ein  im  doppelten  Ver- 
hältnis« der  Geschwindigkeit  widerstehendes  Mittel  und  des 
letztern  Dichtigkeit,  oder  der  Exponent  des  Widerstandes  an 
den  einzelnen  Orten ;  man  soll  die  Centripetal kraft  bestimmen 
welche  bewirkt,  dass  der  aus  einer  beliebigen  Hohe  zum  Cen- 
trum herabsinkende  Körper  stets  in  derselben  Zeit  dahin  ge- 
lange. 

Auflösung. 

Es  steige  der  Körper  aus  dem  beliebigen  Punkte  Ä  herab 
und  es  sei  AC  =^  a,  ferner  haben  cc,  v,  q  und  p  die  frühere 
Bedeutung,  es  soll  p  gefunden  werden.     Wir  haben  also 

/clx 
^  __  c.     T  (A  —  X) 

und  die  dem  Wege  PC  =  x  entsprechende  Zeit 


dx 


/ax         


e     9  i^dx  so  genommen  ist,  dass  für  ^=0,  X^zQ 

und  für  ^  =  a,  X=iA  werde.    Die   ganze  Zeit  des  Niederste!" 
gens  durch  AC  erhält  man  also,  wenn  man  in  dem  Integral 

dx 


f- 


/dx        
,     '^^S^A  ■ 


e^   ""ly  A  —  X 

a:  =  a  oder  Xr=:  A  setzt.  Der  sich  ergebende  Ausdrück  musS 
aber  so  beschaffen  sein,  .dass  darin  weder  ^  noch  a  vorkomme, 
was  der  Fall  ist,  wenn  das  Integral  eine  Function  von  a  und 
^  oder  von  A  und  X  von  der  Dimension  O  ist.  Es  muss  da. 
her  auch  das  Differential  von  derselben  Art  sein  und  setzt  man 

demnach 

dx        dX  ,    i  .      ji  dX 

=  -*=r  5  so  haben  wir  dt  =z 


Da  A  und  X  in  der  Dimension  l  vorkommen,  so  muss,  damit 
das  ganze  Differential  die  Dimension  0  habe,  P  ebenfalls  von 
der  Dimension  l  sein.  In  P  darf  aber  weder  a  noch  A  vor, 
kommen,  weil  es  nur  vom  Orte  P,  nicht  aber  vom  Orte  A  ab- 
hängig sein  kann.     Setzen  wir  daher 

P  =  ^,  so  wird  dt^    -,J££=. 
Euler's  Mechanik.  1.  12 
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welcher  Ausdruck  die  verlangte  Eigenschaft  haben  wird.  Es  wird 
daher 

dx  bdX 

eJ  H 
und,  wenn  man  integrirt, 


qJ    2g 

welches  Integral  so  genommen  werden  muss.  dass  es  für  ^=:0 
verschwinde.    Weil  aber 

X  =^  I   e    *^   9    pdx , 
so  wird 


pj   2f/ 


46^ 

ßj   27/ 

und,  indem  man  differentiirt , 

eJ'^ 


'*dx 


^^   '"     IIP-  J        f^' 


Zusatz  1. 
%.  521.  Aus  dt^  --^M=.  folgt  t^  b ,  arc.sin  ('rA±^'\ 

und  so  die  ganze  Zeit  des  Niedersteigens  durch  ÄC  oder 

T  ^=^  I        ,-    ^      —  =  6 (arc.sin  1  — arc.sin ( — \)\z=zh7t,\ 

J      SfAX-^X^ 

0 

also  constant  und  unabhängig  von  a. 

Zusatz  2. 


§.  522.    öay^-^  =  26  sfXv^^A  e^t  =  '^^,  so 

ß  J  2g 

wird 

Xdx        ,   ^         \    r    P  dx  -^ 
^  b^dX  462  V  J       r^lJ 

Zusatz  3. 
§.  523.     Es  sm  das  widerstehende  Mittel  gleichförmig,  also 
q  zzz  /(;  so  wird 
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eJ  2g 

X 

Im  Punkt  C,  wo  ^  =  0  ist,  wird  also  die  Centripetalkraft  =0. 

Ziisati5  4, 
§.  524.     Ist  q  constant   und  =  Ä,   so   wird   '2h VX  ==  2ä 

(1-e    2fc),  also  Z=p  (l^e    2fc)2.     Da  aber  för  ^-r«,  X  in/* 
^  Übergeht,   so  wird  J  =  —  (1—,^    2/c)2  ^„jji  ^^ 

Zusatz  5. 
§.  525.    Im  tiefsten  Orte  C  wird  daher  die,  der  Geschwin- 
digkeit zukommende^  Höhe 

Zusatz  6. 
§.  526.     Die  grösste   Geschwindigkeit  hat  der  Körper   da, 
wo  dv  =  0,  also  V  z=:  pk  ist.     Es  wird  daher 

oder  e    2fc(|— e~^^)  =  ~-2e~^+  e""'^*  +  1e~'^^~e~'~^ 

X  iL  ^  2« — ^  o 

:«;  =  2{a^Ä-log(ß2/t_i)}. 

Anmerkung. 
§.  527.  Werden  q  und  ä*  negativ  angenommen,  so  findet 
man  das  Gesetz  der  Centripetalkraft,  welche  bewirkt,  dass 
alle  von  C  aufsteigenden  Bewegungen  in  gleichen  Zeiten  aus- 
geführt werden.  Indem  man  die  widerstehende  Kraft  negativ 
annimmt,  wird  nämlich  stets  die  niedersteigende  Bewegung  in 
eine  aufsteigende  verwandelFT  Damit  alle  aufsteigenden  Bewe- 
gungen in  gleichen  Zeiten  erfolgen,  muss 

12  "^ 
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dos 


und  bei  einem  gleichförmigen  Mittel 


p  =  pa- 


2fc> 


sem. 


Satz  68. 
Aufgabe. 

§.  528.  (Figur  49.)  Die  Centripetalkraft  ist  den  Entfer^ 
nungen  vom  Mittelpunkte  C  proportional  und  ein  gleichförmiges 
Mittel  widersteht  im  einfachen  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten; 
man  soll  die  Bewegung  eines  Körpers  bestimmen,  welcher  sich 
geradlinig  C  nähert  oder  von  ihm  entfernt. 
Auflösung. 

Es  haben  /  und  h  die  frühere  Bedeutung  und  es  nähere 
sich  nun  der  Körper  auf  der  geraden  Linie  AC  dem  Centrum 
C  die  der  Geschwindigkeit  im  letzten  Punkte  zukommende 
Höhe  sei  =6*.  Mit  dieser  Geschwindigkeit  bewege  er  sich  über 
C  hinaus  längs  CB.  Wir  wollen  zuerst  die  annähernde  Bewe- 
gung betrachten,  CP  =  x  und  die,  der  Geschwindigkeit  in  P 
zukommende  Höhe  =  v  setzen.    Unter  diesen  Voraussetzungen 

ist  die  Centripetalkraft  in  jP  =  —  und  die  Kraft  des  Widerstan- 

des  =  ^-~=z  i  woraus  wn  die  Gleichung 

\  k 

T               xdx  .  dxS^v 
dv  ^=:z  < — .  4- 1 

erhalten.    Damit  dieselbe  homogen  werde,  setzen  wir  \^vz=zu 
und  ^h^=hi  also  dv  ^=r'%idu  und  so 

%ulu  ==  __^^_,_?f^. 

Setzen  wir   ferner   ti  =-  rx ,    also   du  =  rdx  -|    xdr ,  so    wird 

^r^xdx  +  ^rx'^dr  z=z —  -|-  — —  und 

/  h 

dx^ 2hfrdr 

X  "fr  -  h^llifr^' 
Integrirt  man  diese  Gleichung,  fügt  die  gehörige  Constante  hinzu 
und  führt  ausserdem  i;  und  k  wieder  ein;  so  erhält  man 
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ü-~^^  +  ^^     4Vg^  -~.^-V"/ +^ V/HM"^  Vg:^ 

Ist  aber  Hk  >  /*,   so  muss  die  Differentialgleichung  mittelst  der 
Quadratur  des  Kreises   eonstruirt  werden.     Setzt  man  nämlich 

^*  ~I~  ^^^^/^^9^'  ^^  erhält  man  die  Differentialgleichung 

r\  dx  .  rdr  dx  ,    rdr  —  adr    ,  adr 

^  —  ~+~2^o.,^  i  ß  =  —  +Z^ ö— -7^  + 


a:       r'^—2ar  +  ß       x       r'^—^ar+ß      r^  —  2ar-i-ß' 
Das  Integral  derselben  ist 

C  =  log  \rü^  -  2aux  +W  iJ^r^^tr+J 

(Figur  50. )    Ferner  ist  T— -^f^-  ^  -  _1_^  .  cmi,  wo  a?n 
J    r^—'^ar+ß      V^ß-a^ 

=  arc.tg  ai=:arc.tg  f  -J      ^     ),  wenn  der  Radius  ac  =  F  ge 

^y  ß—a^^ 

setzt  ist.     Setzt  man  also  r  ^^—>  so  wird 

2^ — ax 

at  ==  — , 

^Vß~a^ 

Um  die  Constante   C  zu  bestimmen,   setzt  man  ^'  =r:  0   und   z« 
~  Vc,  wodurch  77=^  •  ^^  =  .ftm6   wird.     Wir  er- 

halten  daher 

log'V^c  +  ■   .  ,   . — .  amb  =  log  ^^u^  —  ^aux  +  j5j«;^  +  -^rrrmrrrr .  am 
und 

6m  =  ^^^W  iTZEI^^^+M,  indem  6m  ==  arc.  tg ^^^ 

a  T  c 

==arc.tg  (x^J^'^^X 

Für  die  vom  Centrum  C  zurückweichende  Bewegung  setzen  wir, 
wie  vorhin,  CQ  =  x  und  die  Geschwindigkeit  in  Q  r=:  Vv, 
wobei  h,  f,  k,  cc,  ß,  r  und  u  die  vorhergehende  Bedeutung  be 
halten.    Es  ergibt  sich  alsdann 

X      r^-{-mr+ß  ^  ^  \   "~    ""~~^ — "^ ^ 

wo  bs  z=z  tgbm  =l^^  ß  ~  a 
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Ist  aber  «^>/3  oder  /'>8ä-,  so  karrn  die  Integration  algebraisch 
dargestellt  werden ,  indem  alsdann 


Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  in  welchem  a'—ß  oder  f^Sk, 
welcher  besonders  behandelt  werden  muss<  Man  findet  für  die 
annähernde  Bewegung  gegen  C  die  Gleichung 


log  ( -z^ —  ): 

V     4  Vkv     ) 


^V  kv  —  X 
und  für  die  zurückweichende  Bewegung 


,0g  r^i:^:^): 


Zusatz   1. 
§.  529.     (Figur  49.)     Im  Fall  f='^k  ist,  muss  also  für  die 
annähernde  Bewegung   gegen   C  4  V^;  >  x  sein,   indem   sonst 
— —^ —  einer  imaginären  Grösse  gleich  werden  würde.   Nur  für 

;r  =  0  kann  daher  v  -==.  ^  werden  und  es  muss  desshalb  die 
Geschwindigkeit  in  C  nothwendig  =0  sein.  Setzte  man  sie  einem 
endlichen  Werthe  "^ c  gleich,  so  würde  der  Anfang  der  nieder- 
steigenden  Bewegung  von  C  aus  imaginär  sein. 

Zusatz  2. 
§.  530.     Wenn  /'  —  8/r  für   die  zurückw  eichende  Bewegung 
ist,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  i;  :=  0 

loj.  f__5_^W  -1   oder  -^^==:ß-iund^r:=J5C=:=£^Ve. 
^\LiVkc)  Wkc  e  ' 

d.  h.  BC  proportional  der  Gesch^vindigkeit  in  C. 

Zusatz   3. 
|.  931.    Ist  der  Widerstand  so  gross,  dass  ^kz=zf  wird,  so 
verliert  der  Körper,  wenn  er  nach  C  gelangt,    seine  ganze  Ge- 
schwindigkeit und   in   weit    höherm  Maasse   wird  das  Letztere 
stattfinden,  wenn  8^</' oder  der  Widerstand  noch  grösser  ist. 

Zusatz  4. 
§.    532.     Ist    daher   8^  =  oder^</",   so  wird    der    Körper, 
wenn  er  nach  C  gelangt  ist,    stets    daselbst  verharren    und  es 
wird  in    diesem  Falle  keine   zurückweichende  Bewegung  folgen 
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können.  Ist  aber  der  WidevstcUKl  kleiner,  oder  Sk"^  f,  so  wird 
der  nach  C  gelangende  Körper  eine  endliche  Geschwindigkeit 
haben  können,  vermöge  deren  er  sich  von  C  entfernen  und  os° 
cillirend  bewegen  wird. 

Zusatz  5. 
§.  533.     Ist  8/^>/,    so   kann   die  Gleichung   für   die  Bewe- 
gung des  Körpers  gegen  C,  weil  allgemein  tgy  Ag{90 —  y)=:h 

also  Itt  —  arc.tgp=arc.tg  (  —  j  ist,  so  geschrieben  werden: 

\    u  —  ux   J  a  l'  c 

Hieraus  ergibt  sich  für   den  Anfang   der  Bewegung  in  A,    wo 

«=0  ist,  well  ^rE±  =\/"-7?- 

liog^---  logV^^j; 

also   auch,   indem  man  auf  beiden   Seiten   die   entgegengesetz- 
ten Zeichen  nimmt. 

Für  die  zurückweichende    Bewegung    fiijdet   man  dieselbe  Giei 
chimg. 

Anm  erku  ng  1. 
§.  534.  Es  scheint  hieraus  zu  folgen,  dass  stets  BC=:AC 
sein  müsse,  weil  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  über- 
einstimmen. Da  aber,  wenn  8/^:  </*  ist,  gar  keine  zurückwei- 
chende Bewegung  erfolgt,  so  kann  unmöglich,  wenn  Sä:  nur  um 
ein  Geringes  grösser  als  f  wird,  der  Weg  der  zurückweichen- 
den Bewegung  dem  der  annähernden  gleich  sein.  Diese  Schv^ie- 
rigkeit  wird  aber  gehoben,  wenn  wir  erwägen,  dass  unzähüge 
Bogen  der  Tangente 

entsprechen,  von  denen  der  eine  für  die  annähernde,  der  andere 
für  die  zurückweichende  Bewegung  angenommen  werden  muss= 
Setzt  man  daher 


f' 


v^ 
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und  ist  der  kleinste,  der  Tangente  t  entsprechende  Bogen  =zy, 
so  wie  7C  die  halbe  Peripherie  des  Kreises;  so  wud  t  die  Tan- 
gente aller  Bogen 

y  ,  y  +  7t  ,  y  +  ^Tt  ,  y  +  ^Tt  ,  etc. 

wie  auch  der  folgenden 

y^Tt  ,y— 271  ,  y  —  ^7t,  etc.   sein. 
Für  die  zurückweichende  Bewegung  muss  man  nun  y  nehmen, 
also 

t  :=,  log  (^)  oder  BC  =e~~'^ .  V^fc, 
für  die  annähernde  Bewegung  hingegen  ---u-\-y,  also 

■     71— ry 

AC  =  e  '"^"V'^ß. 
Die  übrigen  Bogen   ergeben  die  Punkte ,  in   denen    der  um  C 
oscillirende  Körper  nach  einander  die  Geschwindigkeit  =0  hat. 
Da  nun  bei  der  ersten  Oscillation  der  Herweg  gegen  C 

so  wird  der  Herweg  der  zweiten  Oscillation    gleich   dem  Rück- 
wege der  ersten  von  C 

Bei  der  dritten  Oscillation  wird  der  Herweg 

=:e    ^     .  y^fc 
und  bei  der  wten  Oscillation  der  Herweg 

— (n— 2)77— y 

==  e         ^         •  V^. 
Auf  diese  Weise  kann   der  Herweg  gegen  C  und  der  Rückweg 
von  C  für  eine  jede  Oscillation  bestimmt  werden. 

Zusatz  6. 
§.  535.     Wenn  daher  der  Körper  um  das  Cestrum  C  oscil- 
iirt,  so  bilden  die  Herwege  eine  geometrische  Reihe,  deren  Ex- 

_  ^ 
ponent  =s  e     ^,    die  Rückwege  und   auch  die  ganzen,  bei  den 

einzelnen  Oscillationen  beschriebenen  Wege  bilden  eine  ähnliche 
Reihe, 

Anmerkung  2. 
536,     Dafür  die  niedersteigende  Bewegung  die  Gleichung 

Zudu  =   —  — rr-  +    — i — 

f  h 

und  für  die  aufsteigende  Bewegung  die 
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cy    j     __  xdcc      udx 

homogen  sind;  so  wird  in  beiden  Fällen  u  gleich  einer  Function 
von  a  und  x  von  Einer  Dimension,  wo  a  die  grösste  Auswei- 
chung AC  oder  BC  des  Körpers  vom  Centrum  C  bezeichnet. 
Der  Ausdruck  der  Zeit 

^  dx 


ß 


wird  daher  eine  Function  von  a  und  x  von  der  Dimension  =0 
und  es  werden  also  alle  Zeiten  der  auf-   und  niedersteigenden 

/dx 
—  für  x=^u 

constant.  Auf  ähnliche  Weise  werden  die  Zeiten  aller  nieder- 
steigenden Bewegungen ,  bis  zum  Punkte  der  grössten  Geschwin- 
digkeit, einander  gleich.  Der  Abstand  dieses  Punktes  von  C 
ist  nämlich  proportional  a  oder  der   grössten  Ausweichung  von 

C  (S.  Ö280. 

Satz  69, 

Lehrsatz. 

§.  537.  (Fig.  47.)  Ist  die  Centripetalkraft  der  nten  Potenz  des 

Abstandes  vom  Centrum  C,   der  Widerstand  des  Mittels  aber  der 

2mten  Potenz  der  Geschwindigkeit,  ist  ferner  der  Exponent  des 

Widerstandes  der  ^ i — ten  Potenz  des  Abstandes  propor- 

ni 

tional;  so  stehen  die  Zeiten   mehrerer  nieder-   und  aufsteigen- 

l~n  ^ 

den  Bewegungen  im  ten  Verhältniss  der  ganzen  beschrie- 

benen  Wege. 

Be w ei  s. 
Nach  den  früheren  Bezeichnungen  sei  AC  =^  a,  CP  =  x^ 
Vv  und  f  dasselbe  wie  früher.    Die  Centripetalkraft  in  P  ist 

1         mn  A-m  —  n 
rj^n  JL        — _i — ^ — . 

alsdann   =  — ,  der  Exponent  des  Widerstandes  =  A,"* .  o?       "* 
und  die  Kraft  des  Widerstandes 


X .  ^wra+m— ra' 


Hiernach  wird  für  die  niedersteigende  Bewegung 


■.  x^dx  ,        v^dx 

dV     =^     — t; + 


fn       '    ^  ^  ^mn-\-m~n  ' 
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und  für  die  aufsteigende  Bewegung 

x'^dx  v^dx 


dv  •= 


Diese  beiden  Gleichungen  sind  nur  durch  die  entgegengesetzten 
Zeiclien  von  X  von  einander  verschieden.  Setzt  man  vzzzu^V^^ 
so  erhalten  wir 

in  +  1)  undu  ^ ^  -f-  ~-^^^— , 

in  welcher  Gleichung  u  und  x  zusammen  dieselbe  Dimension 
haben.  Dieselbe  muss  so  integrirt  werden ,  dass  für  x  =  a, 
u  =:  0  werde,  wesshalb  das  Integral  so  beschaffen  sein  muss, 
dass  a,  w  und  u  überall  zusammen  dieselbe  Dimension  haben. 
Es  ergibt  sich  daher  u  gleich  einer  Function  von  a  und  x  von 
Einer,   v    aber   einer  Function   von    der  Dimension    /? -f  1.     Die 

/dx 
Vv 
ist  also  einer  Function  von    a  und  x  von  der  Dimension  — ^- 

und  die  ganze,  dem  Wege  ^C  entsprechende  Zeit,  indem  man 
dort  X  =:  a  setzt,  gleich  einer  Function  von  a,  von  der  Dimen- 
1  1— w 

sion  -— ^T— ,  d.  h.  =  ^  .a    '-^  ,    wo  ^   eine  Function  von  /"und 

Ji 

A  ist, Reiche  unverändert  ihren  Werth  beibehalten,  wie  man 
auch  J^  verändern  möge.  Alle  Zeiten  der  auf-  und  niederstei- 
genden Bewegungen  stehen  also  im  —^— -fachen Verhältniss der 

ganzen  beschriebenen  Wege, 

Zusatz  1. 
§.  538.     Ist  das  widerstehende  Mittel  gleichförmig,  also 

mn-i-m  —  n  =  0  und  7i 


1— m' 
so  steht  die  Centripetalkraft  im  ^ fachen    Verhältniss    der 

Abstände.     Die  Zeiten  sind  der   ^ — t^t— ten  Potenz    der  durch- 

2  —  2m 

laufenen  Wege  proportional. 

Zusatz  2. 

§.  539.     Ist  n  =z  1  oder  die  Centripetalkraft  den  Abständen 

vom  Centrum  C  proportional ,  so  werden  alle  Zeiten  der  auf-  und 

niedersteigenden  Bewegung   einander   gleich.    In   diesem  Falle 

wird  aber  der  Exponent  des  Widerstandes 
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L         2/n—  1 

Zusatz  3. 
§.  540.    Hieraus  geht  hervor,   wie  wir   oben    (§.  536.)   ge- 
funden  haben,  dass,  wenn  der  Widerstand  den  Geschwindigkeiten 
proportional,   also   m  =  \  und  das  Mittel  gleichförmig  ist,  als- 
dann alle  Zeiten  des  Steigens  unclFallens  einander  gleich  werden. 

Zusatz  4. 
§.  541.  Ist  die  Centrlpetalkraft  constant  oder  n  =z  ij ,  so 
stehen  die  Zeiten  der  auf-  und  niedersteigenden  Bewegung  im 
halben  Verhältniss  der  durchlaufenen  Wege ;  der  Exponent  des 
Widerstandes  wird  aber  den  Abständen  vom  Centrum  proportio° 
nal.  Denselben  Fall  haben  wir  schon  oben  (§.  495.)  auseinan- 
der gesetzt. 

Anmerkung. 
§.  542.     Hiermit  beschliessen  wir   dieses  Kapitel   über    die 
geradlinige  Bewegung  im  widerstehenden  Mittel  und  gehen  zur 
krummlinigen  Bewegung  der  Körper,  welche  durch  beliebige  ab- 
solute Kräfte  angetrieben  werden,  im  leeren  Räume  über. 
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Kapitel     V. 

Von  der  freien  krtimmlinigen  Beivegung   eines  Punktes^ 
tvelcher  durch  beliebige   absolute  Kräfte    angetrieben  wird. 


Erklärung  21. 

§.  543.  (Figur  51.)  Unter  der  Tangentialkraft  ver- 
steht man  diejenige  Kraft,  welche  einen  die  Curve  A3IB  be- 
schreibenden Körper  so  antreibt,  dass  ihre  Richtung  mit  der 
Tangente  TMt  am  Punkte  M,  in  welchem  der  angetriebene 
Körper  sich  gerade  befindet,  zusammenfällt. 

Zusatz  1. 

§.  544.  Die  Tangentialkraft  bringt  auf  den  Körper,  während 
dieser  das  Element  ilfm  durchläuft,  keine  andere  Wirkung  her- 
vor, als  dass  sie  seine  Bewegung  beschleunigt  oder  verzögert, 
je  nachdem  sie  den  Körper  längs  MT  oder  Mt  antreibt. 

Zusatz  2. 

§.  545.    Da  nun  der  Körper  sich  auf  der  Curve  bewegt,  so 
ändert  die  Tangentialkraft  beständig  ihre  Richtung  und  übt  ihre 
Wirkimg  nach  einer  andern  Gegend  hin  aus. 
Anmerkung. 

§.  546.  Die  Tangentialkraft  kann  von  selbst  kaum  jemals  in 
der  Natur  entstehen ,  nichts  desto  weniger  erstreckt  sich  ihr  Ge- 
brauch sehr  weit.  Welche  Richtung  nämlich  die  antreibende 
Kraft  auch  haben  mag,  so  kann  man  sie  immer  in  zwei  andere 
zerlegen,  von  denen  die  eine  die  Richtung  der  Tangente  hat. 

Erklärung  22. 
§.  547.    Die  Normalkraft  ist  diejenige  Kraft,  welche  den 
die  Curve  AMB  beschreibenden  Körper  längs  ü/i?,  d.  h.  senk- 
recht auf  dem  Elemente  Mm  oder  auf  der  Tangente  MT  an- 
treibt. 
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Zusatz  l. 
§.  548.    Durch   die  Normalkraft   wird  die   Geschwindigkeit 
des  Körpers  weder  vergrüssert  noch  verkleinert,  weil  ihre  Rich- 
txmgMR  sich  weder  nach  vorn  noch  nach  hinten  hinneigt  (§.  164). 

Zusatz  2. 
§.  549.     Wie  wir  im  Folgenden  sehen  werden,  besteht  ihre 
"Wirkung  darin,  dass  sie  nur  die  Richtung  des  Körpers  verän- 
dert und  bewirkt,  dass  dieser ^  welcher  für  sich  geradlinig  fort- 
schreiten würde,  sich  auf  der  Curve  bewegt  (§.  165.). 
Anmerkung  1. 
§.  550,    Bewegt   sich  der  Körper   in  derselben  Ebene ,  so 
liegen  in  ihr  auch  die  Richtungen  der  antreibenden  Krälte.    Die 
einzelnen  Kräfte  können  in  je  zwei  zerlegt  werden^  deren  eine 
normal,  die  andere  tangential  ist,  wie   aus   den  Principien  der 
Statik  bekannt  ist.    Wenn  wir  daher  die  Wirkung  der  Tangen- 
tial- und  Normalkraft  auf  den  Körper  bestimmt  haben  werden, 
wird  zugleich    die  Wirkung  jeder  schief  gerichteten  Kraft  be- 
kannt.    Unter  schief  gerichteten  oder   schiefen  Kräften   verste- 
stehen  wir  alle  diejenigen,   welche   weder  Normal -,  noch  Tan- 
tialkräfte  sind. 

Anm  erkung  2. 
§.  551.  Hiernach  werden  wir  dieses  Kapitel  folgendermassen 
eintheilen.  Wir  werden  zuerst  alle  diejenigen  Bewegungen  be- 
trachten, deren  Bahnen  und  sämmtliche  antreibenden  Kräfte  in 
derselben  Ebene  liegen.  Hierauf  betrachten  wir  diejenigen  Be- 
wegungen, deren  Bahnen  nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Um 
diese  kennen  zu  lernen,  genügt  es  nicht,  die  einzelnen  Kräfte 
in  je  zwei  zu  zerlegen,  sondern  man  muss  sie  wegen  der  drei 
Dimensionen  des  Raumes,  in  welchem  der  Körper  sich  bewegt, 
in  je  drei  zerlegen. 

Satz  70. 
Aufgabe. 
§.  552.  (Figur  51.)  Wird  ein  Körper,*  während  er  das 
Element  Mm  durchläuft,  durch  zwei  Kräfte,  die  eine  normal 
und  die  andere  tangential,  angetrieben;  so  soll  man  die  Wir- 
kung beider  auf  die  Aenderung  der  Bewegung  des  Körpers  be- 
stimmen. 

Au  flösung. 
Während  der  Körper  das  Element  ßlm  beschreibt,  sei  die 
seiner  Geschwindigkeit  zukommende  Höhe  =t;,  die  längs  MR 
ziehende  Normalkraft  —  N  und  die  längs  3JT  ihn  antreibende 


Hosted  by 


Google 


190    Kapitel   V.      Von  der  freien  krnnimlinujen  Bewerjung 

Tangentialkraft  =71  Man  setze  das  Element  Mm  ^^  ds  und 
den  Radius  des  in  ilff  osculirenden  Kreises  =?*.  Um  die  Wir- 
kung der  Kraft  iV  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns,  weil  il.re 
Richtung  senkrecht  auf  Mm  ist,  der  Formel  npr  =  A.c'^  {$.1Q^.), 
welche  in  die  pr  =■  2Av  umgelormt  ist  (§.  209.)-     t)as  dortige 

^ist  hier  =iV,  indem  wir  unter  iV  nicht  den  Impuls  der  Kraft 

auf  den  Körper,  sondern  ihre  beschleunigende  Kraft,  oder  die 
absolute  Kraft,  dividirt  durch  die  Masse  des  Körpers  verstehen 
(§.  218.).    Wir  erhalten  daher 

N.r  =  1v. 
Um  die  Wirkung  der  Tangentialkraft  T  zw  bestimmen,  wenden 
wir  die  Formel  Acdc  =:  npds   (§.166.),    oder  die  umgeformte 

Ädv  ~  pds  (§.  209.)   an  und  erhalten,  indem  wir  7"  statt   ^ 

A 

substituiren 

dv  =  Tds. 

Zusatz   1. 

§.  553.     Da  die  Schwere  g  =  i  gesetzt  wird,   so  verhält 

sich  die  Normalkraft  zur  Schwere,  wie  die  der  Geschwindigkeit 

zukommende  Höhe  zur  Hälfte  des  Krümmungshalbmessers,  oder 

N:  4]f  =:  V   :  i  r. 

Zusatz  2. 

§.534*  Aus  der  gegebenen  Normalkraft  und  der  Curve, 
welche  der  Körper  beschreibt,  erhalten  wir  sogleich  die  Ge- 
schwindigkeit des  letztern,  nämlich 


v^ 


N  .  r 


2 

Zusatz   3. 
§.  355.     Aus   dv  ^  T  ,   ds   folgt    dv  :  ds  ==    T  :  g-,   es 
verhält  sich  also    das  Increment  der,  der  Geschwindigkeit  zu- 
kommenden, Höhe  zum  Element  des  beschriebenen  Weges,  wie 
die  Tangentialkraft  zur  Schwere. 

Satz  71. 
Aufgabe. 
§.  556.  (Figur  51.)  Der  Körper  wird,  während  er  das 
Element  Mm  zurücklegt,  durch  eine  beliebige  schiefe  Kraft 
in  der  Richtung  MC  angetrieben;  man  soll  bestimmen,  welche 
Wirkung  sie  auf  die  Aenderung  der  Bewegung  des  Körpers 
ausübt. 
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Auflosung. 
Es  verhalte  sich  diese  schiefe  Kraft  zur  Schwere,  wie 
JP  :  1,  ch  und  v  niügen  die  Bedeutung  der  vorigen  Aufgabe 
haben.  Da  die  Richtung  MC  der  Kraft  als  gegeben  vorausge- 
setzt wird,  so  ist  der  Winkel  CM 7^  bekannt  und  so  auch  die 
Dreiecke  CMT  und  Mmr^  welche  durch.  Fällung  der  Perpen- 
dikel von  C  auf  MT  und  von  m  auf  MC  entstehen,  ihrer 
Form  nach  gegeben.  Setzen  wir  nun  Mr  =  dij  und  mr  =  ilx, 
so  wird 

ds'^  =  c?^2  \^  ^lyi^ 

und  das  Verkältniss  von  ds  zu  dx  und  dij  ein  gegebenes. 
Vergleichen  wir  hiermit  dasjenige,  was  wir  oben  (§.  161.  und 
163.),  und  später  (§.  203.)  erhalten  haben;  so  findet  eine 
gänzliche    Aehnlichkeit  zwischen  beiden   Fällen  statt,  nur   mit 

dem  Unterschiede,  dass  das  dortige  -^  hier  =  y  angenommen 

wird.    Wir  haben  daher 

dv  =   Pdy 
und  wenn  der  Krümmungshalbmesser  in  il/,  7PliR=:r  gesetzt  wird, 
Prdx^lv  ds  {^.im.\ 
Die  erste  Gleichung  bestimmt  das  Increment  der  Geschwin- 
digkeit, wahrend  de IV  Körper  das  Element  Mm,  seines  Weges 
zurücklegt;  die  zweite  oder 

Pdx 
stellt  die  Krümmung   der,    vom  Körper  beschriebenen,    Curve 
in  M  dar.     Man   kennt    also  die   ganze  W^irkung  der   schiefen 
Kraft  auf  den  sich  bewegenden  Körper. 

Zusatz  1. 
§.  557.  (Figur  52.)  Bildet  die  schiefe  Kraft  mit  dem  Ele- 
ment Mm  einen  stumpfen  Winkel,  so  bleibt  alles  wie  vorher, 
nur  muss  man  die  Linie  7i,T  =  dy  negativ  annehmen.  Die 
erste  Gleichung  wird  daher  dv  "  —  Pdy,  die  zweite  Prdx 
=  ^vds  bleibt  unverändert. 

Zusatz  2. 
§.  558.  Fällt  also  die  Richtung  MC  der  Kraft  zwischen 
die  Normale  und  das  Element  Mm,  wie  in  der  Figur  51,  so 
wird  die  Bewegung  des  Körpers  beschleunigt;  fällt  sie  ausser- 
halb beider,  wie  in  der  Figur  52.,  so  wird  die  Bewegung  ver- 
zögert. 
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Zusatz  3* 
§.   559.     (Figur  51.)  Fällt  die  Richtung  MC  der   Kraft  in 
die   Tangente  Ml\  so   ist  Z.  mMr  =  0,  also  dx  =  0,   Mr 
z^  Mm  oder   dy  ==  ds.    Es  wird  daher 

dv  =^  Pd^^  und  r  ==:  (^  ; 
die  Richtung    des  Körpers    erleidet    also  durch   diese    Tangen- 
tialkraft keine   Aenderung. 

Zusatz    4. 
§.  560.     (Figur  52.)  Fällt   die   Richtung  MC  der  Kraft   in 
den  andern  Theil  Mt  der  Tangente,  so  wird  ^  7n  Mr  =  180^,  , 
Mr  =  rf^p  =  0,  dy  ~  ds  und  wir  erhalten  daher 
(Zv    =  --*  Pds  und  wie  vorhin  r  =  oo  • 
Diese   Tangentialkraft  wirkt  also  nur  auf  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  und  nicht  auf  die  Richtung  seiner  Bewegung 
(§.  544.). 

Zusatz.  5. 
§.  561.    Fällt  die  Richtung  MC  der  Kraft   in  die  Normale 
MRy  so  erhalten  wir  die  Wirkung  der  Normalkraft.    Es    wird 
alsdann  ZmMr=^^(y^,  dx=zds  und  dyzzzO»  mithin 
dv  =:  0  und  Pr  =^  2v. 
Die  Normalkraft  wirkt  also  nicht  auf  die   Geschwindigkeit, 
sondern  nur  auf  die  Richtung  der  Bewegung  (§.  548.), 

Anmerkung  1. 
§.  562.  Man  erkennt  hieraus  die  Wirkungen  der  Normal- 
und  Tangentialkraft  auf  den  sith  bewegenden  Körper.  Da  nun 
alle  Kräfte,  wie  viel  auch  auf  den  Körper  einwirken  mögen, 
wenn  sie  nur  mit  der  Richtung  der  Bewegung  in  Einer  Ebene 
liegen,  in  je  zwei,  die  eine  normal  und  die  andere  tangential, 
sich  zerlegen  lassen,  so  kennt  man  auch  die  Wirkungen  belie- 
biger Kräfte  auf  den  sich   bewegenden  Körper. 

Anmerkung  2. 
§.  563.  Diesen  ersten  Abschnitt,  über  die  in  derselben 
Ebene  erfolgende  Bewegung,  wollen  wir  sehr  passend  so  ein- 
theilen,  dass  zuerst  die  Richtungen  der  antreibenden  Kraft 
unter  sich  parallel  seien,  wie  wir  es  in  unsern  Gegenden  an 
der  Schwerkraft  wahrnehmen.  Hierauf  werden  wir  die  Fälle 
betrachten,  in  denen  alle  Richtungen  der  Kraft  in  Einem  Punkte 
zusammentreffen  und  die  Körper  beständig  nach  demselben  hin- 
gezogen werden.  Diess  ist  der  Fall  bei  den  Centripetalkräften, 
über  welche  Newton   im  I.  Buche   seiner  Principien  so   herr- 
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liehe  Erfinduiigen  aufgestellt  hat.  Drittens  werden  wir  belie- 
bige antreibende  Kräfte  einführen  und  erforschen,  welche  Be- 
wegungen der  Körper  verfolgen  wird.  Wir  werden  nun  bei 
diesen  einzelnen  Untersuchungen  so  verfahren,  dass  wir  zuerst 
directe  Aufgaben  ^teilen,  hierauf  aber,  wie  wir  bisher  gethan 
haben,  auch  einige  umgekehrte  Aufgaben  auflösen.  Endlich 
werden  wir  beständig,  so  weit  es  angeht,  von  den  einfachem 
Fällen  zu  den  zusammengesetztem  und  schwierigem  übergehen. 

Satz  72. 
Aufgabe* 
§.  564.    (Figur  53.)    Man  hat  eine  constante  Kraft,  deren 
Richtung  stets  senkrecht  auf   der   geraden  Linie  AB   ist  und 
von  A  aus   wird  ein  Körper   in    der   Richtung   AH,  mit   einer 
gegebenen     Geschwindigkeit    geworfen;    man    soll    die    Curve 
AMDB  bestimmen,  welche  der  Körper  beschreibt  und  zugleich 
die  Bewegung  des  letztern  auf  derselben. 
Auflösung. 
Die  antreibende  Kraft  heisse  ^,   die  der   Geschwindigkeit, 
womit  der  Körper  in  J  fortgeworfen   wird,    zukommende  Höhe 
sei  =  c  und  cos  HAB  =  l.    Durchläuft  nun  der  Körper  das 
Element  Mm  =   ds,   so  sei  die   in   M.   seiner   Geschwindigkeit 
zukommende  Höhe  —  v,  AP^x,  P3I=:y  und   der   Radius 
des  in  31  osculirenden  Kreises  =  r,  also  3Ir  =  dx  und  mr  = 
dy.     Man    ersieht    hieraus,    dass    dieser    Fall    zu    dem    oben 
(§.  557.)   betrachteten  gehört,   wo   die  Bewegung  des  Körpers 
verzögert  wurde.    Wir  haben  daher 

dv  :=^  —  gdy  und  gvdx  =  2 1;  ds. 
Aus  der  ersten  Gleichung  erhalten  wir  durch  Integration 
t;  —  C —' gy  und  weil  für  3/  =  0,  t;  =  c  wird,  vollständig 
V  ^  c  —  gy, 
Substituiren  wir  diesen  Werth  von  v  in  die  zweite  Gleich- 
ung, so  erhalten  wir 

gvdx 

ds^ 
Für  dx  :==:  const.  ist  aber  allgemein  r  t^  —     .    ^_r  ,     also 

ux  cm  u 

ods^ 

>— ^  y        rrr  c  —  gy  oder,  indem  man   dx'^   4    dy'^  :=•  ds'^    setzt: 

''Icddy    ■=■  ^gyddy    •—  gdx'^  — *   ffd.y'^ , 
woraus  man  durch  Integration  ableitet 

Euler*s  Mechanik,     T.  13 
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da:      A  r 
ds~^   1      c 


ds       1      c  •— '  gy 

dx  4  /  ~f^ 

Für  2/  —  0  ist  aber  -y^r- cos  Ä^^iS—^,  also  ^z=  y  _  und 

(IS  c 

C  =  X^  .  c  ;  wir  erhalten  daher  vollständig 

dcc Ä  r    c 

ds  ^    ^  ~~  [jfy 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  ferner 

und  wenn  man  wieder  integrirt 

C  —  j  VTCT—  r-^)  —  gy  "^y^  oder,  weil  für  ^^O,  auch 
y  z=i  Q  wird, 

2k      '21   • -         X 

—  \r  c(l-A2)  -  -y  ^e  (1  -  ^2)  —  ^2/  ^  y^* 

Einfacher   lässt    sich   diese   Gleichung    darstellen,    indem 
man  i  —  l^  =  1^  cos  HAB^  =  sin  HAB^  ^  ^^  setzt: 


oder,  wenn  man  sie  nach  y  auflöst 

Hieraus  folgtfernert;=c— ^2/ =  c   ?1  —  -^     +    472-^25' 


t     1-^      ^.1      T-   112    ..25 


ds^      dx"^ 
Endlich   erhalten  wir  -^^^jj^  und 


—  f  ^^ 


X 

''TvT 


gleich  der  Zeit,  in  welcher  der  Bogen  AM  durchlaufen   wird. 

Z\lS3itz     h 

§.  565.    Es   wird  der  Körper   im  Punkt  B  wieder  in  die 
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horizontale  Linie  AB  fallen,  wenn  man  Aß  =:  — —annimmt. 
Die  Zeit,  während  deren  der  Körper  sich  oberhalb  AB  befin- 
det und  den  Bogen  ADB  beschreibt,  ist  =  ^^      ^  .. 

ff 
Zusatz    2. 

§.  566.  Es  ist  2Afi  =  2  sin  HAB  cos  HAB  ==  sin  2  HAB 
=:  n,  also 

AB  =  ^. 

Der  Abstand  AB  wird  also  seinen  grüsstell  Werth  erhal- 
ten, wenn  %  =  1,  also  HAB  =  45^  ist,  vorausgesetzt,  dass 
der  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  "S^c  fortgeworfen  werde. 

Zusatz  3. 

§.  567.  Man  sieht  ferner  ein^  dass  die  horizontale  Bewe- 
gung des  Körpers   gleichförmig   sein  -wird,    indem     die    Zeit 

t  -ri  ''~~r?'=-'  ^Iso  den  entsprechenden  Abscissen  auf  der  ^era- 

den  Linie  AB  proportional  ist. 

Zusatz  4. 

§.  568.  Wird  der  Körper  beständig  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit /V^c,  aber  unter  verschiedenen  Neigungswinkeln 
gegen  AB  fortgevvorfen,  so^^rhalten  sich  die  Zeiten,  während 
deren  er  sich  oberhalb  AB  befindet,  wie  ^,  d.  h.  wie  die 
Sinusse  der  Winkel  HAB  (§.  565.). 

Zusatz  5. 

§.  560.  Die  grösste  Höhe  Z>jE,  welche  der  Körper  er- 
reichen wird,  erhält  man,  indem  man  JU  — — —y  also^Yg 

ix^c 
AB  annimmt.    Diese  grösste  Höhe  selbst  wird  =:-~-r"    und  jg.o^ 

DE  proportional  ^j?-  oder   sin  HAB'^. 

Zusatz    6. 
§.  570.     x\us  der  Gleichung 

ersieht  man,  dass  die  {^m\Q  ADB  eine  Parabel  ist,  deren  Axe 
die  gerade  Linie  DE  und  deren  Parameter  p-=:  ~/Tg'=~^  ' 

also  proportional  l^  oder  cos  HAB'^  ist. 

13   * 
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Zusatz  7. 
§.  571.    Der  Scheitel  dieser  Parabel  ist  also  in  D  und  der 
Abstand   DF  des    Brennpunktes    F   vom  Scheitel   D  z=:   ^  p 

z=z Zieht  man  daher  die  «gerade  Linie  MF,   so  wird  nach 

ff 
der  Natur  der  Parabel 

3IF  =  DQ  +  DF. 

Zusatz  8. 

«.  572.     Ferner  wird  MF  ^  DE  --  MP  +  BF  =  ^ 

—  y  ^-^    s^zz:-—?   also 

^  ff  ff 

c 
V  =^  g  .  MF  und  eben  so  c  =  ff  .  AF  ;  mithin  AF  =  — 

Zusatz  9* 
§.  573.  Offenbar  wird  also  der  Körper,  welcher  diese 
Parabel  beschreibt,  in  einem  beliebigen  Orte  M  eine  so  grosse 
Geschwindigkeit  haben,  wie  derselbe  erlangen  würde,  wenn 
er,  unter  Antrieb  der  gleichförmigen  Kraft  g^  aus  einer  Höhe 
=  MF  geradlinig  herabgestiegen  wäre. 

Zusatz   10. 

§.  574.    Da    cos  FAE  rrr  ^^  =i  ^^  ¥  ~  ^  =^  **^  2  .  HAB 

ist,  so  hat  man  offenbar 

FAE  ==  90O'-'2.i^Ji5  oder  vielmehr  ==:2.i^^^--90«. 
Zusatz    11. 
§.  575.     Ferner  wird  AFD  ==  90«  f  FAE=2 .  HAB. 

Anmerkun  g  1. 
§.  576.     Hieraus    leitet    man    leicht    die_ Constructioii,  der, 
Parabel  ab,  welche  der,   mit   gegebener  Geschwindigkeit  und 
in  gegebener  Richtung  geworfene,    Körper   beschreiben   wird. 
Man  ziehe  nämlich  AG  perpendikulär  auf  AB,  mache  ^  GAF 
—  2  .  HAE  und  nehme  auf  der  Richtung  AF  die  Länge   AF 

c 

=■—'  d.  h.  derjenigen  Höhe  gleich,  von  welcher   der   Körper 

geradlinig  niedersteigen  muss,  um  dieselbe  Geschwindigkeit  zu 
erlangen,  mit  welcher  er  von  A  fortgeworfen  wird;  alsdann 
wird  F  der  Brennpunkt  der  gesuchten  Parabel  (§.  573.  u.  §.  575.). 
Ferner  wird  das,  durch  F  auf  AB  gefällte  Perpendikel  DE 
die  Axe  der  Parabel  und  man  findet   ihren  Scheitel  D,  indem 
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AF^FE 
man  DFz= ^ nimmt.     Da  nun  der  Parameter  der  Pa- 
rabel =4. i>F  ist,  so  kann  man  die  letztere  sogleich   constru- 
iren. 

Anmerkung  2. 

§.  577.  lstg=:l,  so  haben  wir  den  Fall  der  Schwere  auf 
der  Erde,  Wäre  also  die  Luft  nicht  vorhanden,  welche  durch 
ihren  Widerstand  der  Bewegung  der  Körper  hinderlich  ist,  so 
würden  alle  geworfenen  Körper  sich  in  Parabeln  bewegen, 
Diese  Wahrheit  hat  zuerst  Galilei  gezeigt,  und  nach  ihm 
haben  alle  Schriftsteller  der  Mechanik  sie  bewiesen.  Die 
meisten  sind  zwar  auf  viel  kürzere  Weise  und  ohne  zweite 
Differentiale, dahin  gelangt;  wir  zogen  es  aber  vor,  eine  allge^ 
meine  Methode  anzuwenden,  welche  sich  sehr  weit  erstreckt, 
statt  eine  zu  besondere?  welche  nur  diesem  Fall  allein  ange- 
passt  wäre. 

Satz  73, 
x\ufgabe. 

§.  578.  ^(  Figur  54.).  Ein  Körper  wird  in  A  mit  gegebener 
Geschwindigkeit  und  in  gegebener  Richtung  fortgeworfen ,  da- 
bei aber  beständig  gegen  die  gerade  Linie  AB  hingezogen, 
im  Verhältniss  beliebiger  Functionen  der  Abstände  von  dieser 
Linie;  man  soll  die  Curve  ADB  bestimmen,  welche  der  so 
angetriebene  Körper  beschreiben  wird  und  seine  ganze  Bewe 
gung  auf  derselben, 

Auflösung. 

Die  Geschwindigkeit  in  A  sei  =  V^c  ,  sin  HAB  :=:  ii  und 
cosHAB=X,  Wie  in  der  vorigen  Aufgabe  sei  Mmzzzds,  AP 
'z=zx,  PM=^y,  MR=:r  und  V  v  die  Geschwindigkeit  in  M, 
Während  der  Körper  das  Element  Mm  durchläuft,  zieht  ihn 
die  gegebene  Kraft,  welche  P,  d.  h,  einer  gewissen  Function 
von  y  gleich  sei,  längs  MP,  Nach  §,  557.  haben  wir 
dv:=i' — Pdy  und  Prda::=::2vds. 

Setzt  mdiXi jPdyz=i  F,  wo  F  eine  solche  Function  von  y 
ist,  welche  für  2/=0  verschwindet;  so  wird 

Durch  die  Verbindung  der  beiden  obigen  Gleichungen  er- 
hält man  ferner 

dv      2dyds 
^  i;  rdx 
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und  für  ds=zconstans  ist  r  ™    w -;  wenn    man    daher   diesen 
Werth  von  r  slibstituirt,  erhält  man 

V  da: 

also  durch  Integration 

dij  ' 

d^ 
weil  ds  constaot  ist.     Da  aber  für  a:  =  0,  v=zc  und  -j- =::::  co# 

ffAB  ==  l  wird 

logC— logc— log  (1?) 
und   so 

/dx^ 

log  Q™ j  =  log  (— ^ )  oder  l'^ .  c^Zs^—  o; .  dx^ 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  unmittelbar 
c?5  dx 

und  so  die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  den  Bogen  Jil/ durch- 
läuft 


Zur  Bestimmung  der  Curve  ABI  DB  erhält  man  aus 
vz=ic — Ywndil'^  ,cds'^^=^v  .dx^ , 
indem  man  i'  eliminirt,  die  Gleichung 

k'^c  (dx'^  +  dy'^)  ^(c-~-^Y)  dx'^ oder  dx=~pd=~=.  • 

weil  .l--A,^=: fielst.  Da  hier  die  Unbestimmten  ^und^  von  ein- 
ander getrennt  sind,  kann  man  die  gesuchte  Curve  ÄDB  con- 
struiren. 

Zusatz  1. 
§.  579.     Die   Zeiten,    in  denen   beliebige    Bogen  \^ilf   be- 
schrieben werden,  siud  also  den  Abscissen  AP  proportional. 

Anmerkung  1. 
§,  580.    Die  Bewegung   des   Körpers   auf  der   Curve    AM 
4^ai4n  man  sich  in  zwei  andere  zerlegt  denken,  deren  eine  längs 
AB  paralleler,   deren  andere    längs   auf   AB    perpendikulärer 
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Linien  erfolgt.  Vermöge  jener  Bewegung  schreitet  der  Körper 
längs  AB  fort,  vermöge  dieser  steigt  er  in  Bezug  auf  ^B  auf 
oder  nieder.  Man  sieht  nun  ein,  dass  durch  eine  Kraft,  deren 
Richtung  stets  auf  AB  senkrecht  ist^  die  horizontal  fortschrei- 
tende Bewegung  nicht  geändert  wird,  diese  daher  stets  gleich- 
förmig sein  und  mit  der  Geschwindigkeit  erfolgen  muss,  welche 
aus  einer  ähnlichen  Zerlegung  der  Anfangsbewegung  hervor- 
geht. Da  aber  die  Richtung  der  Anfangsbewegung  mit  AH 
identisch  ist,  so  wird  Vc  .  cos  HAB  =  l  .  Vc  die  längs  AB 
gerichtete  Geschwindigkeit  und  hieraus  ergibt  sich  die  Zeit,  in 

welcher  die  Bewesjuns  durch  AP=:^x^vM^i,=:z ;z=:r-^       wie 

"^     ^  ^  '        l.Vc 

wir  gefunden  haben. 

Zusatz    2. 

§.  581.     Steigt  der  Körper  mit   der    Geschwindigkeit    Vc 
von  A  perpendikulär,  längs  AC  in  die  Höhe  und  setzt  man  AL 
=  P3I==.y,  so  wird  die  Geschwindigkeit  in  L  gleich  der  in 71/, 
d.  h.   :=z  Vv.     Es  ist  nämlich 

dv = — •  Pdy  und  t;  ==:  c  - — •  F, 
wie  wir  für  den  Punkt  iH/  gefunden  haben. 

Zusatz  3. 

§,  582.  Wäre  AC  die  ganze  Höhe,  zu  welcher  der  mit 
der  Geschwindigkeit  Vc  aus  A  geworfene  Körper  gelangen 
kann,  so  wird  CL  die  Höhe,  von  welcher  der  Körper  nieder- 
steigen  muss,  um  die  Geschwindigkeit  zu  erlangen,  welche  er 
in  M  hat,  ' 

Zusatz  4. 

^.  583,  Man  findet  die  grösste  Höhe  i>£,  indem  man  dy 
~0  setzt,  wodurch  man  erhält 

Y=zc{\-'l'^)^^'^,c. 
Der  aus   dieser  Gleichung  sich  ergebende  Werth  von  y  ist  die 
gesuchte  Höhe  DE  und  die  Geschwindigkeit  in  D  ist  eben  so 
gross    als   diejenige,    weiche   der    Körper    beim    Niedersteigen 
durch  CJ  erlangen  würde. 

Zusatz  5. 
§.  584.     Wir  hatten  oben 

^  l'^c.ds^ 

und  da  in  D  wegen  cZt/=-.0,  dx^^^ds  ist,  so  wird  die  Geschwin- 
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digkeit  in  diesem  Punkte  z=iX.Vc-=zVc  .  cos  HAB,  d.  h.  gleich 
der  horizontalen  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  längs 
A]B  fortgeht. 

Anmerkung  2. 
§.  585.     Die  Weite  AB  ergibt  sich  zwar  nicht  aus  der  Glei-p 
chung,  weil  diese  nicht  integrirt  werden  kann,  indessen   sieht 
man  doch  ein,   dass  die  Theile  AE  und  EB  einander  gleich 
sein  müssen  und   dass   der  Zweig  DB  dem  andern  DA   con- 
gruent  sein  wird.     Sobald  nämlich  der  Körper^  bis  D  gelangt 
ist,  wird  er  auf  gleiche  Weise  beschleunigt,  auf  welche  er  vorr 
her  bei  der  Bewegung   durch  AD  verzögert  wurde,   indem  die 
Kraft  in  gleichen  Abständen  von  AB  dieselbe  ist  und  auf  diese 
Weise  die  Bewegung  vollkommen  wieder  hergestellt  wird. 
Anm  erkung  3. 
§.   586.     Man    kann  auch   leicht  die  umgekehrte   Aufgabe 
lösei^,  nach  welcher  aus   der  gegebenen  Curve  ADS  und  der 
Geschwindigkeit  des  Körpers  in  A  das  Gesetz  der  Kräfte   ge- 
sucht wird,  welche  bewirken,  dass  der  Körper  sich  auf  dieser 
Curye  bewege.    Aus  der  Gleichung 

erhält  man  nämlich    V  z=z  (jl^  c  —   -4-^    ^^^     clY  =:  Pdy  =? 

^  n^cdyddy^  ^^  ^1^  constant  betrachtet.     Unter  dieser  Vor- 

dx^ 
aussetzung  ist  aber 

d^^  1  ij  ds'^ 

da:  ddy  "^         rdx 

also 

rdx^ 
gleich  der  Kraft,  welche  den  Körper  in  M  längs  MP  antreibt. 


Satz  74 
Aufgabe. 
§.  587.  (Figur  55,)  Ein  in  A  fortgeworfener  Körper  wird 
überall,  durch  eine  beliebige  Centripetalkraft,  gegen  den  Mit^ 
telpunkt  C  hingezogen ;  man  soll  die  Natur  der  Curve  A3I  be- 
stimmen ,  auf  welcher  der  Körper  sich  bew  egen  wird  und  die 
Bewegung  des  letztern  auf  derselben, 
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C' Auflösung. 
Die  in  M  längs  Mj^  wirkende  €entripetalkraft  sei  =JP,  die 
i^esch  windigkeit  des  Körpers  in  demselben  Punkte  =  Vi7.  Fer- 
ner sei  CM=^y ,  mr-=dy,  3Im=:ds  und  das  Perpendikel  CT 
auf  die  Tangente  MT  an  der  Curye  =  p ,  das  Element  Mr 
=  dx  und  endlieh  der  Krümmiingshalbmesser  MR  =  r.  Da 
njim  ^MmroCiCMT^  so  wird 

ds  :dy  =  y:W  y'^—p^   und  da: : dy  =  p ;  V^/^— p^, 
^^^^  ds  V^ y"^ -rr p'^  ==.  ydy  ,  dxV^y'^ — p^  ::==  /^c?^/  und 

Ferner  haben  wir  r  =  ^^.r^.     Da  nun 
dp 

dv  =  —Pdy  und  JPrd^  =  2vdf5  (§.  557.), 

so  erhalten  wir  aus  diesen  beiden   Gleichungen 

rdvdx  =  — 2vdsdy  oder  —  =  —  ^——~d^ 

V  rdx 

und  wenn  man  den  Werth  von  r  substituirt, 

dv 2ri/? 

V  p 

Integrirt  man,  so  erhalten  wir 

logi;  =  Const.  —  log(/?^). 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  sei  für  y  =  CJ  =  a,  v=:c 
und  das  auf  die  Tangente  in  A  gefällte  Perpendikel  =zh;  dem- 
nach erhalten  wir 

logc  =  Const  — log  (A^)  oder  v  r-r      '  ^ .. . 

Es  ergibt  sich  ferner  die,  dem  Elemente  Mm  entsprechende? 
Zeit    ~ 

""  Vv'~hVc      hVT 

und  die  Zpit,  in  welcher  der  Bogen  JiJf  durchlaufen  wird  oder 

2, ACM 


hS^c 


Die  Curve  selbst  wird  bestimmt,    indem  man   in  die  Gleichung 
Prdx  =  2vds  für  v  seinen  Werth  -^     substituirt ,     wodurch 

/>2 


Hosted  by 


Google 


'202     Kapitel  V>      Von  der  freien  krummlinigen  Bewegimg 
man  erhält  Pp'hdx  =  'ichP'ds,  oder,  in,dem  man  statt  r  seinen 

^Vertli  ^  ^  und  statt   ds  seinen  obigen  Werth  ^^  setzt: 
dp  V 

Pdy  =  2ch^.% 

Diese  Gleichung  kann,  welche  Function  von  ?/  auch  P  sein  mag' 

stets  construirt  werden,  weil  die  Variabein  in  ihr  getrennt  sind. 

Zusatz  1. 

§.  588.    Da  die  Zeit,  in  welcher  der  Bogen  AM  durchlau- 
9 
fen  wird,  =  — ^-rr..  ACM  ist,  so  sind  die  Zeiten,  in  denen be- 

liebige  Bogen  beschrieben  werden,  den  Flächenräumen  propor- 
tional, welche  durch  diese  Bogen  und  die  nach  dem  Centrum 
C  gezogenen  geraden  Linien  begrenzt  werden. 

Znsatz  2. 

^.  589.     Da  ferner  v  ■=■  —V    oder  Vi;  =  — —  ,  so  ist  die 

Geschwindigkeit  des  Körpers  in  jedem  Punkte  der  durchlaufe- 
nen Curve  dem,  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  an  jenem 
Punkte  giefällten,  Perpendikel  umgekehrt  proportional. 
Anmerkung  1. 
§.  590.  Diese  gleichförmige  Beschreibung  der  Flächen  macht 
bei  Newton  den  ersten  Satz  aus,  aus  welchem  er  fast  alle 
folgenden  ableitet.  Diese  beiden  Eigenschaften  gelten  aber 
ganz  allgemein  und  erfodern  nur,  dass  die  Richtung  der  Centri- 
petalkraft  stets  nach  dem  Mittelpunkt  zugehe.  Durch  welche 
Grösse  die  Centripetalkraft  auch  ausgedrückt  werden  mag,  ent- 
weder durch  eine  Function  von  CM  oder  auf  andere  Weise,  so 
gelten  doch  beide  Eigenschaften.  Als  wir  nämlich  auf  sie  ver- 
fielen ,  war  die  Centripetalkraft  P  ganz  eliminirt  und  nur  ihre 
Richtung  beibehalten. 

Zusatz  3. 

§.  591.    Um  die  Curve   zu   finden,   welche   der  Körper  be- 
schreibt, muss  die  Centripetalkraft  gegeben  sein,  indem  aus 

m          ^chP-dp 
Pdy  ==: -tr^ 

die  Natur  der  Curve  sich  ergibt,  wenn  JP  gegeben  ist» 

Zusatz  4. 

§.  592.     Da  2^  =  r  ist,   so  wird 
dp 

p^r 
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%\elches  der  Satz  von  Moivre  ist.    Dagegen  behauptet  Keil, 
zuerst  die  Gleichung 

gefunden  zu  haben. 

Anmerkung  2. 
§.  593.  Diese  Gleichungen  haben  einen  doppelten  Nutzen. 
Zuerst  kann  man  aus  der  gegebenen  Centripetalkraft  die 
Natur  der  Curve  bestimmen,  welche  der  geworfene  Körper  be- 
schreibt. Dann  kann  man  umgekehrt,  wenn  die  Curve  gegeben 
ist,  welche  der  Körper  um  den  Mittelpunkt  C  beschreibt,  an 
jedem  Orte  die  Centripetalkraft  bestimmen ,  welche  bewirkt,  dass 
der  Körper  sich  frei  auf  dieser  Curve  bewegt. 

Zusatz  5. 
§.  594.     Da  ferner  clv  =.  — Pdy  ist,  so  wird,  wenn  Peine 
Function  von  y  ist,  die  Geschwindigkeit  überall  vom  Abstände 
des  Körpers  vom  Mittelpunkte  abhängig  und  in  denselben  Ab- 
ständen gleich  gross  sein. 

Zusatz  6. 
§.  595.  So  oft  P eine  Function  von  3/  ist,  wird  die  beschrie- 
bene Curve  so  beschaffen  sein,  dass  bei  gleichen  Abständen 
vom  Mittelpunkte  die  vom  letztern  auf  die  Tangenten  gefällten 
Perpendikel  einander  gleich  w  erden.  Nach  §.  589.  sind  näm- 
lich die  Geschwindigkeiten  diesen  Perpendikeln  umgekehrt  pro- 
portional, 

Anmerkung  3. 
§.  596,  So  oft  P  eine  Function  von  y  ist,  kann  man  eine 
gerade  Linie  EC  angeben,  auf  welcher  der  Körper,  unter  An- 
trieb der  Centripetalkraft  herabsteigend ,  in  den  einzelnen  Punk- 
ten N  dieselbe  Geschwindigkeit  haben  wird,  welche  er,  bei 
seiner  Bewegung  auf  der  Curve  AM,  im  gleichweit  vom  Mit- 
telpunkte entfernten  Punkte  M  hat.  Nimmt  man  nämlich  CN 
^=z.CM  =  2/  ^^^  -^^  ^^  ^^^  ~  ^y  ^^>  ^^*  ferner  der  Körper 
in  i¥  dieselbe  Geschwindigkeit  als  in  Jf,  nämlich  Vv;  so  wird 
auch,  während  er  das  Element  iV?^  zurücklegt, 

dv  =  —  Pdi/. 
Demnach  ist  die  Geschwindigkeit  in  n  gleich  der  in  ni  und  das- 
selbe gilt  von  allen,  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  entfernten, 
Punkten  auf  CE  und  A3I,  Ist  daher  E  der  Anfangspunkt  der 
Bewegung,  wo  die  Geschwindigkeit  =0;  so  ergibt  sich 
aus  der  bekannten  Linie  EC  die  Geschwindigkeit  des,  auf 
der  Curve  AM  sich  bewegenden,  Körpers  in  allen  einzelnen 
Punkten.     Dieser   geraden  Linie    EC  werden    wir  uns   in   der 
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Folge  bedienen  und  wollen  sie,  weil  sie  die  Geschwindigkeit 
bestimmt,  die  be^ti«ii«ende  Entfernung  (Determinante) 
nennen, 

Zusatz  7. 

§.  597.  Da  die  Gesschwindigkeit  in  ^  —  ^e  gegeben  ist, 
so  findet  man  hieraus  den  ganzen  Abstarid  EC,  Derselbe  muss 
nämlich  so  gross  angenommen  werden,  dass,  wenn  der  Kör- 
per unter  dem  Abtrieb  dieser  Centripetalkraft  niedersteigt, 
er  in  4  die  Geschwindigkeit  Vc    erlange, 

Zusatz  8. 

§,  598.    Seiifi  man  den   Winkel  MCm  =^  dw,  so  wird  dw 

da:  pdy  , 

■ -^^^  —  = — -J—ziLzzz^:^,  also 

y     yy  f-^-v^ 

iß  dw 
'  Sf  tß  dw^ -\-  dy"^ 

Das  Zeittheilchen,  in  weichem   der  Winkel   MCm   beschrieben 
wird,  ist  also 

^^  ^    pds 7^^%^        _yMw 

Zusatz  9. 
§.  599.     Will  man  die  Winkelgeschwindigkeit,   d.  li.  dieje- 
nige Geschwindigkeit  bestimmen,  mit  welcher  der  Winkel  MCm 

durchlaufen  wird,  so  ist  dieselbe  in  M  =  -rr  ~ r— ;  sie  ist 

dt  y^ 

also  dem  Quadrat  des  Abstandes  vom  Centrum  umgekehrt  pro- 
portional, 

Anmerkung  4. 
§,  600.  Wir  kennen  die  Curve,  welche  der  durch  eine  ge- 
gebene Centripetalkraft  angetriebene  Körper  beschreibt,  nur 
durch  die  Gleichung  zwischen^dem  Abstand  des  Körpers^  vom 
Mittelpunkteund  dem  von  diesem  auf  die  Tangente^  gefäiHeD 
Perpendikel.  H^s  ist  daher  häufig  schwer  zu  beurtheilen,  von 
welcher  Art  die  gefundene  Curve  sei,  weil  man  gewöhnlich  die 
Curven  durch  rechtwinklige  Coordinaten  auszudrücken  pflegt. 
Inzwischen  reichen  derartige  Gleichungen  zwischen  dem  Ab- 
stände vom  Centrum  und  dem  Perpendikel  auf  die  Tangente, 
wenn  sie  nur  entweder  algebraisch  oder  in  den  Differentialglei- 
chungen die  Veränderlichen  von  einander  gesondert  sind,  hin, 
um  die  gesuchten  Curven  zu  construiren.  Damit  man  aber  die 
Natur  und  Ordnung  dieser  Curven   gänzlich  erforschen  könne. 
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geben  wir  eine  _^Iethode ,  nach  welcher  man  die  Gleichungen 
zwischen  dem  Abstände  undPerpendikel  ütifclie  gewöhniicKenlGTeP 
chungen  zwischen  rechtwinkligen  Coordiftaten  zurückführen  kann. 

Satz  75. 
Aufgabe. 
§.  601.  (Figur  56.)  Man  soll  die  Natur  der  Curve  ABI, 
welche  ein  durch  eine  beliebige  Centripetalkraft  angetriebener 
Körper  beschreibt ^  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  recht- 
winkligen Coordinaten  CP  und  P3I,  bezogen  auf-die  feste  Axe 
AC,  bestimmen* 

xAuflösiing. 

Es  haben  c,  li^  y  und  /;  die  vorige  Bedeutung,  ^C  sei 
=^a  und  Pi  eine  Function  von  y ,  die  Centripetalkraft.  Setzen 
wir  CP—x  und  MP—z,  so  haben  wir  CM=iy  ~  V^2_j_.2^ 
oder  z=zVy'^—  x'^.  Wir  werden  in  der  Rechnung  y  statt  z  bei- 
behalten, weil  dieselbe  so  leichter  und  kürzer  wird  und  man 
nach  ausgeführter  Operation  leicht  die  erstere  durch  die  letz- 
tere ersetzen  kann.    Wir  haben  demnach 


Mm=.ä.^V7BTä^=^^^''^''^"^-^^^^  und   Mr 

y  y^-^x^ 
__  xdy  —  ydx  ^ 

,       Mr       CT      p  xdy—ydx 

also  -ü^— ^^•:rni;i-=— —  T7"^-      -  -  — --  ^"ifl 

Mm      CM      y      Vy'^dif  —  %jxdxdy-\-y\lx'^ 

yxdy — y'^dx 

^y'^dy'^—  %Tydxdy  +  y'^  dx'^ 

Wir  hatten  aber  für  die  Curve  AM  die  Gleichung  Pdy^^'-^I^^fE 

und  setzen  wir  daher  /   Pdy=.  F,  das  Integral  so  genommen, 

dass  es  für  2/  =  a  verschwinde;  so  wird 

Y  =  Const. s-  und  0  =  Const.  —  -7^,  also 

V  —  -H _ —    oder  p  = 


p^  -         V^HY 

Diese  Grösse  ist  eine  Function  von  y,  weil   F  es  ist   und  wir 
haben  daher 

h^c    ^  y^dy  —  y^dx 

Vc—  Y^  V'^dy'^  —  %jxdydx  +  yM^' 
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Setzen  wir  nun  x  =  uy ,   woraus  dx  =^  udy_:\-  ydu  folgt  und 
der  Kürze  weeen  — ==  =  Qi  so  wird 


Q 


— -  y^  du 


^f  dy'^  —  ii^dy'^  +  y^div^ 
und  hieraus 

du      _,       Q  dy  hdyVc 

Diese  Gleichung  kann  construirt  werden,  weil  in  ihr  die  Ver- 
änderlichen IC  und  y  von  einander  getrennt  sind. 

Zusatz  1. 
iS.  602.     Da  u  =  —  =  cos  MCA,  so  ist  die  letzte  Gleichung 

y 

gesondert  zwischen  dem  Abstand  des  Körpers  vom  Mittelpunkte 
und  dem  Cosinus  des  Winkels  ÄCBI,  Aus  derselben  kann  man 
leicht  eine  Gleichung  zwischen  x  und  z  ableiten. 

Zusatz  2. 
^.  603.    Da  I  —-:^=  =  arc.sinz^  ~  ~arc.  cosi^,  so  wird 

die  Gleichung  nur   dann   eine  algebraische  sein    können,    wenn 
r  hdyVc 

J     2/V  cy'^  —  ch^—y'^r 
beln.  Bogen  eines  Kreises  bezeichnet 

Zusatz   3. 


einen,  mit  jenem  Bogen  commensura- 


§.604.  So  oft  also J^^^  auf  die  Form ^^ 


zurückgeführt  werden  kann,  wo  l  eine  rationale  Zahl  bezeich- 
net, wird  man  eine  algebraische  Gleichung  für  die  Curve  dar- 
stellen können. 

Anmerkung  1. 
§.  605.     Ist 

du      XdZ 

so  erhält  man,  indem  man  mittelst  imaginärer  Logarithmen  in- 
tegrirt,  als  resultirende  Gleichung 


Vi— m2-2^\^— 1 
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Um  C  zu  bestimmen,  können  wir  die  Bedingung  einführen,  dass 
für  y  =  CM  =  CA  =  a,  auch  x  =  CA  =.  a  oder  m  =  1  werde. 
Auch  kann  man  die  Gleichung  in  die  folgende  umformen: 

r    { v" J2  —  C2  -^  c V^^i }  ^'  1 V J^n ZH  2:\^=ä  j  ^) 

^^'^  '2A^^V"^ 

So  oft  l  eine  rationale  Zahl  ist,  wird  diese  Gleichung  frei  von 
dem  imaginären  Factor  und  daher  eine  algebraische  von  einer 
bestimmten  Ordnung. 

Zusatz  4. 
§.  606.     Da  ^  =  uy  ist,  so  wird 


Da  aber  Z  eine  Function  von  y  und  3/— V^^^  +  z^  ist,  so  kann 
man  diese  Gleichung  in  eine  andere  zwischen  a:  und  z  ver- 
wandeln. 

Anmerkung  2. 
§.  607.     Man  kann  die  obige  Gleichung  auch  in  die  folgende 
umformen 


1 

z  =  24rifi I  * v^i^^^ + ««V"=Tj ^  •  s \^3^=(^+  f;v":=l i 

-1 

^IS^iZi^^'-uV^^-^  { V32=c2  -  CV^ZTj  i , 
1 

welche  bequemer  ist,  wenn  --  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

K 

Anmerkung  3. 
§.  608.     Ist  aber    l   eine  negative    ganze  Zahl,  =r  —  |m,,   so 
wird  die  ursprüngliche  Gleichung 

^^  '--,iV^32z:T^_,(;v"zi|M{\A>.-^Z'^^ 

"  "~  2  J2.^  VIII 

Ist  also  X  negativ,  so  wird  der  Werth  von  u  ebenfalls  negativ, 
was  auch  aus  der  Differentialgleichung 
du  XdZ 


erhellt.     Auf  ähnliche  Weise  wird  auch 
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.  \       , _^  X __ 

Zusatz   5. 

2  va^—  c2_  evZ2Z-^ 


§.  609.    Ist  X=±:lj  so  wird  ?^ 


^2 


und  ai  t=:~~^ 42 Ist  A,  =   —1,  so  muss 

man  äticli  u  oder  x  entgegengesetzt  annehmen. 

Zusatz  6. 
§.  6lO.    Ist  A  =  2,  so  wird 

—  2Z(J2-2Cg)  VA^  ~Z^~  2C(  J2-,2^2)  Y'j2Zrc^ 

Für  X=r\  oder  \  —  2  wird 

Satz  76. 
Lehrsatz. 

§.611.  (Figur  57.)  Die  Centripetälkraft  ist  einer  belie- 
bigen  Function  des  Abstandes  vom  Centrum  C  proportional  und 
es  wird  ein  Körper  in  A,  längs  der  auf  ^C  normalen  Richtung 
fortgeworfen,  mit  einer  Geschwindigkeit,  deren  zukommende 
Höhe  sich  zn  iAC  verhält,  wie  die  Centripetälkraft  in  A  zur 
Schwerkraft  =1;  alsdann  wird  sich  dieser  Körper  gleichförmig 
auf  der  Peripherie  des,  zum  Mittelpunkt  C  gehörigen ,  Kreises 
AMBA  bewegen. 

Beweis. 

Es  bewege  sich  der  Körper  auf  diesem  Kreise.  Da  sein 
Abstand  vom  Centrum  sich  nicht  ändert,  so  wird  er  stets  durch 
dieselbe  Centripetälkraft  gegen  C  getrieben,  welcher  Function 
des  Abstandes  die  letztere  auch  proportional  sein  mag.  Da 
er  nun  gegen  den  Mittelpunkt  getrieben  wird,  so  ist  die  Rich- 
tung dieser  Kraft  immer  senkrecht  auf  dem  Th eilchen  der 
Curve,  auf  welchem  der  Körper  sich  bewegt.  Der  letztere  wird 
daher  stets  durch  eine  Normalkraft,  nie  aber  durch  eine  Tan- 
gentialkraft angetrieben ,  wesshalb  seine  Geschwindigkeit  immer 
dieselbe  bleiben  (§.  561.)  und  er  daher  die  Peripherie  mit 
gleichförmiger  Bewegung   beschreiben  wird.     Da  also   die  Cen- 
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tripetal-  oder  Normalkraft  überall  dieselbe  ist^  setze  man  sie 
=7;,  die  ebenfalls  constante  Geschwindigkeit  =  ^c  und  den 
Radius  AC  =^  a,  welcher  letztere  in  diesem  Falle  den  Radius 
des  osculirenden  Kreises  vertritt.    Hiernach  ist 

cig  =  2c  (§.  561.)  oder  c.ha  ~  ff:l. 

Zusatz  1. 
§.  612.  Beschreibt  also  der  Körper  einmal  einen  Kreisbo- 
gen, dessen  Mittelpunkt  im  Mittelpunkte  C  de^  Kräfte  liegt, 
so  wird  er  sich  beständig  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises 
bewegen.  Vorausgesetzt,  dass  die  Centripetalkraft  nur  von  den 
Abständen  vom  Centrum  abhängig ,  also  in  gleichen  Abständen 
gleich  ist. 

Zusatz  2. 
§,613.  Setzt  man  die  Peripherie  ==::27rß,  so  wird  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  der  Körper  sich  bewegt,  oderl^c  ~  V  ^^und  die 

Zeit  Eines  Umlaufes  dureh  die  ganze  Peripherie  —    ^       ?. 

Zusatz  3, 
§.  614.    Wenn  also  mehrere  Korper  sich  in  verschiedenen 
Kreisen,  deren  Radien  a   und  a'  sind,   bewegen,  so  verhalten 
sich  ihre  Umlaufszeiten,  wenn  die  Kräfte  g  und  g'  sind,  wie 


Zusatz  4. 
§.  615.     Wird  der  Körper  in  A   senkrecht   auf   AC  fortge- 
worfen und  ist 

so  wird  er  sich   auf  der  Peripherie  eines   ^rössein  Radius  be- 
wegen.    Ist  hingegen 


^^<\^f. 


so  beschreibt  er  die  Peripherie  eines  kleinem  Radius. 

Zusatz   5. 
§.  616.    In  diesem  Falle,   wo  der  Körper  anfängt,  sich  auf 
einem  Kreise  zubewegen,  dessen  Mittelpunkt  nicht  in    €  liegt, 
wird    er  sich   sogleich  dem   Mittelpunkte   der   Kräfte  mehr  nä- 
hern  oder  von  ihm   entfernen.     Er  wird   daher   sogleich    durch 
Euler's  Mechanik.   I.  14 
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eine  andere  Centripetalkraft  angetrieben  werden,  wenn  dieselbe 
nicht  etwa  überall  constant  ist. 

Anmerkung. 

§.  617.  Mit  welcher  Geschwindigkeit  auch  der  Körper  in 
A  fortgeworfen  werde ,  wenn  seine  Richtung  nur  auf  der,  durch 
den  Mittelpunkt  C  der  Kräfte  gehenden  geraden  Linie  senk- 
recht ist;  so  wird  die  Cur ve  BMAND  die  Eigenschaft  haben, 
dass  ihre  diess-  und  jenseits  ÄC  liegenden  Th^jb  BMA  und 
AND  einander  congruent  sind  und  AC  die  Axe  der  Curve  wird. 
Die  Centripetalkraft  ist  nämlich,  wie  wir  gefunden  haben,  einer 
gewissen  Function  der  Abstände  vom  Centrum  proportional, 
also  wird  der  Körper  ober-  und  unterhalb  AC,  in  gleichen  Ab- 
ständen von  Cy  gleich  stark  angetrieben  und  sich  daher  durch 
DNA  auf  dieselbe  Weise  A  nähern,  auf  welche  Weise  er  sich 
durch  AMB  von  diesem  Punkte  entfernt  vmd  er  wird  in  gleich- 
liegenden Punkten  M  und  N  auch  dieselbe  Geschwindigkeit 
haben o 

Zusatz  6. 

§,  618.  Jede  aus  dem  Centrum  C  gezogene  gerade  Linie 
w^elche  auf  der  Curve  normal  ist,  wird  zugleich  ein  Durchmes- 
ser der  letztern,  so  dass  die  diess  -  und  jenseits  gelegenen 
Theile  der  Curve- einander  congruent  werden. 

Satz  77. 
Lehrsatz. 
§.  619.  (Figur  60.)  Mehrere  Körper  bewegen  sich  um 
den  Mittelpunkt  C  der  Kräfte  und  beschreiben  um  ihn  ähnliche 
Curven  AM  und  am;  alsdann  stehen  ihre,  in  den  ähnlich  ge- 
legenen Punkten  M  und  m  stattfindenden,  Geschwindigkeiten 
in  einem  Verhältnisse,  welches  aus  dem  halben  der  gleichlie- 
genden Seiten  und  dem  halben  der  Centripetalkräfte  in  densel- 
ben Punkten  zusammengesetzt  ist. 

B  e  w  e  i  s. 
Da  AC :  aC  =.  MC'.mC,    so   wird   auch   der  Krümmungs- 
halbmesser in  M  zu  dem  in  m  stattfindenden,  wie  auch  das  Per- 
pendikel CT  zu  dem  Ct  in  demselben  Verhältniss  stehen.    Nach 

§.  587.  ist  aber  Prdx  ==  2vds,  oder  weil  — ?  =  ^  und  Pnr  = 
^  dx      p  ' 

2vy ,  für  den  Punkt  M 

% 
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und  eben  so  für  den  Punkt  m^  wenn  hier  P',  p' ,  r',  y'  und  v' 
dasselbe  bedeuten;  was  die  vorhergehenden  Buchstaben  für 
den  Punkt  M: 

Es  wird  also 

d.  h.  weil  p'ir\y=zp'  \t'  ',y',  also  prxp'r'  =  y^:§"^, 

Zusatz  1.  V 
§.  620,     Setzt  man    daher  AC  =i  A,   aC  =^  a.   Cd  ^  H, 
Cd  •=.  h,  ferner  die  Geschwindigkeit  in  A  =  ^ C  und  die  in  a 
=  ^c\  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Punkt  M.,  oder  W 

= -lüff^  (§.599.)   und  eben  so  die   in  m,  oder  w  ■=■         ^^  ; 

also 

""        BIC^  '  mC^' 

Wegen  der  Aehnlichkelt   beider   Curven  ist  aber  i^:A  =  ßlC 
:7nC  =^  A:a,  demnach 

A    '     a   ' 
d,  h.  es  stehen  die  Winkelgeschwindigkeiten  in  einem  constan- 
ten  Verhältnisse 

Zusatz  2. 
§.  621.  Die  Zeiten  T  und  t,  in  denen  gleiche  Winkel  AC31 
und  aCm  oder  gleichliegende  Wege  A31  und  am  beschrieben 
werden,  stehen  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Winkelge- 
schwindigkeiten in  den  Punkten  31  und  in,  d.  h.  sie  verhalten 
sich  direct  wie  die  gleichliegenden  Seiten  und  indlrect  wie  die 
Geschwindigkeiten  in  jenen  Punkten. 

A  n merkung  1* 
§.   622.     Auch    die     Geschwindigkeiten    in   gleichliegenden 
Punkten  behalten  überall  dasselbe  Verhältniss      Es  ist  nämlich 

in  31.  ^r^^  — ~  und  in  m,  V"i7=  ^  (§•  589,;,  also 
P  P 

14* 


Hosted  by 


Google 


212      Kapitel  V,     Von  der  freien  krummlbiigen  Beilegung 

AT-  AT-T-^H^rc,  AVc. 

y  V  X  y  v'  =^ -7- ' 

allein  da  Hih  =  p:p',  so  wird  V^  :  V^if/^  VC:  V'c. 

Zusatz  3. 
§.  623.     Nach   dem  Lehrsatze  wird  aber   aus   Vv'-Vv'  =z 
^'Py\V~Wy'  >   wenn  man  die  Centripetalkräfte   in  A  und  a  re- 
spective  G  und  g  nennt: 

Zusatz  4. 

§.  624.     Es  wird  demnach  T:t=  -A-  :t7?-=    r=:  1/  ^ 

y  GA     y  ga  i    Cr 

i\[  -  ,    d.  h.    die  zur  Beschreibung  der  Bogen  AM  und   rtm 

erfoderlichen  Zeiten  sind  constant  und   in  demselben  Verhält- 
niss  bleiben  die  ganzen  ümlaufszeiten. 

Anmerkung  2. 
§.  625.    In  diesem  Falle,  wo  mehrere  ähnliche  Figuren  um 
den  Mittelpunkt  C  der  Kräfte  beschrieben  werden,  müssen  die 
Centripetalkräfte   in    gleichliegenden    Punkten  überall   dasselbe 

Verhältniss  beibehalten.     Da  nämlich  P  =  ^^  (§.  592.),  so 
wird 


P:P'=  ^  :  -, 
A       a 

d.  h.  jene  Kräfte  in  constantem  Verhältniss.  Damit  also  meh 
rere  ähnliche  Figuren  um  den  Mittelpunkt  C  beschrieben  wer- 
den können ,  muss  die  Centripetalkraft  durch  eine  solche  Fun- 
ction des  Abstandes  ausgedrückt  werden,  dass  jene  Kräfte  in 
homologen  Punkten  dasselbe  Verhältniss  beibehalten  können. 
Setzt  man  also  die  Centripetalkraft  im  Abstände  y  =z  P  und 
im  Abstände  my  =  Q,  so  muss  P  i  Q  ein  constantes  Ver- 
hältniss sein,  in  welchem  sich  y  nicht  befindet, 

Zusatz  5. 
§.  626.     Man  kann  diess  nur  erlangen,  wenn  P irgend  einer 

Potenz  von  y,   also  etwa  =  '^  ist.    In  diesem  Falle  wird 

P  :  Q  z=z  yn  i  m^y^  =  1  :  m« 
d.  h.  constant. 
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Zusatz  6. 
§.  627.  Nur  wenn  die  Centiipetalkraft  einer  Potenz  des 
Abstandes  vom  Centrum  proportional  ist,  können  mehrere  ähn- 
liehe Figuren  um  das  letztere  beschrieben  werden  und  in  die- 
sen Fällen  allein  finden  die,  aus  dem  Lehrsatze  abgeleiteten, 
Eigenschaften  statt. 

Zusatz  7, 


§.  628.     Ist  aber  P  =  '^,    so    wird    G  =  ^    und 
demnach 


Zusatz   8. 
§.  629.     In  diesem  Falle  verhalten  sich  ferner  die   Zeiten, 
in   denen   ähnliche  Bogen    AM  und    am  zurückgelegt    werden, 

l  —  n        71  —  1  2 ^ 

wie    A     2     '-a     2     '  sie  stehen  also  im  — ^ fachen  Verhält- 

niss  gleichliegender  Seiten. 

Anmerkung  3. 
§.  630.  In  diesem  und  dem  vorhergehenden  Satze  sind 
alle  die  Lehrsätze  enthalten,  welche  Huygens  in  seinem 
Werke:  de  Horologio  oscillatorio,  in  Bezug  auf  die  Centrigö* 
Jjl'alkräfte  aufgestellt  hat.  Ich  habe  dieselben  zum  Theil  hier 
zusammengestellt,  zum  Theil  können  sie  sehr  einleuchtend  aus 
diesen  Sätzen  abgeleitet  werden. 

Satz  78. 
Aufgabe. 
§.  631.  (Figur  61.)  Das  Centrum  C  zieht  im  directen 
Verhältniss  der  Abstände  an  und  ein  Körper  wird  aus  A,  nor- 
mal auf  AC  und  mit  gegebener  Geschwindigkeit  fortgeworfen; 
man  soll  die  Curve  AMDBH  bestimmen,  welche  dieser  Kör- 
per beschreiben  wird  und  seine  Geschwindigkeit  an  den  ein- 
zelnen Orten. 

Auflösung. 
Setzt  man  AC^=a,  so  ist  also  das  vom  Centrum  auf  die 
Richtung  der  Bewegung  gefällte  Perpendikel  =:  a  und  es  sei 
die  Geschwindigkeit  in  ^4  r=:  V  c ,  Nun  denken  wir  uns  den 
Körper  nach  M  gelangt,  setzen  CM=^y  und  das  von  C  auf 
die  Tangente  in  M  gefällte  Perpendikel  CT=zp',  v  und  f  ha- 
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bcB  die  tVühern  Bedeutungen.     Die   Centripetalkraft  im   Punkt 
M  ist  daher  =  -4r  und  vergleicht   man  dijöse  Grössen   mit  den 

y 

obigen,  (§.601,),  so  ist  hier  Pz=:  y>  A==:aund 

,,       t/2— a^        .     '  a^M 

Y  =  "^—öTp — '  wie  auch  p  =  -.r—- — ~-^ 

Nach  §.  587.  ist  aber  v^  ^  ==  'lAMut.    ^„a    ,^, 

P  ^T 
ydy           .,. , 
niiithin  wird 


1^1/2-~,2l2 


y'-p' 


dt=  /^^__  .y^y^^/ 


Fällt  man  von  M  slu^  AC  das  Perpendikel  Ü/P  und  set^t 
CP=za:z^uy ,  so  wird 

^  J^u achj  YWf 

Setzt  man  nun  y::=^     ^ —■---— -—--—z  ,  so  wird 


Vi  ^  u^ 


Y(^4rO"-''' 


und^   wenn    nian    den    xlusdruck   auf    der    rechten    Seite    mit 
IdZ 

V"/|2_^y2"  (^-  6Ö4.)  vergleicht;   so  ist  hier 

;i=i,Z=:— ^und4-=  -j^2^- 
Man  findet  hiereius 

DieConstante  C  wird  dadurch  bestimmt,  dass  für  M  =  l,^  =  a 
werden  rauss;  wir  haben  also 

C^?^~unddaJ=^|^'    offenbar  Vj^irp  =  0. 
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Die  vollständige  Gleichung  wird  demnach 


^2 

d.  h.  weil  xzizuyo^ev  i^-=i-^^  nach  einfacher  liediiction 

Da  aber,  wenn  man  die  Ordinate  J/P=  2;  ^^di'Li,  y'^-=:x'^-\r^^ 
ist;  so  ergibt  sich  für  die  gesuchte  Curve  folgende  Gleichung 
zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten : 

Aus  dieser  folgt  unmittelbar,  dass  AMBDH  eine  Ellipse 
ist,  deren  Mittelpunkt  in  C  liegt,  deren  grosse  Axe  AB  ^^%a 
und  deren  kleine   DH  n^  2  V^cf  ist» 

Zusatz  1. 

§.  632.  Wir  haben  die,  der  Geschwindigkeit  in  ßl  zu 
kommende,  Höhe 

Da  aber  a'^YM^  ^^'^'^^^'^  ^  AD'^x^X,  so  wird 

V    ^  ^^ ' 

Zusatz  2. 
§.  633.      Auf  ähnliche   Weise    wird  das  auf  die    Tangente 
MT  gefällte  Perpendikel 

vorausgesetzt  dass  J[C>  CD  sei. 

Zusatz  3. 
§.  634.     In  diesem  Falle,  wo  AC>CD,  ist  Ji5  die  grosse 
Axe  der  Ellipse,    auf  welcher  die  Brennpunkte   F  und    G  lie- 
gen.    Da  nun  CF^  CG^^AC^—  CD'^,  so  wird 
^^^.  CF'^CP.PM 


AC.CDyAD^  —  CM^. 

Zusatz  4. 
§.  635.     Ferner  ergibt  sich   zur  Bestimmung    des  Winkels 
T3IC,  welchen  die  Richtungslinie  des  Körpers  in  M  mit   dem 
Radius  MC  bildet: 
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an  TMC  = ^£^r££^.=.    uDd 

cos  TMC  :;= 


CM,  accjd.vad^— cjyp' 

Aiiroerkung  1. 
Die  De^ar.nmaata  CE  (§.596.  und  §.597.)  ist  stets  gleich 
der  Hypotlieriuse  AD.  Setzt  man  nämlich  Ct^  ==  k  und  steigt 
der  Körper  ¥on  E  gegen  C ,  vermöge  des  Zuges  der  Centri- 
petalkraft  herab,  so  wird  der  Körper,  wenn  er  nach  ^  gelangt, 
eine  «der  Höhe  c  zukommende  Geschwindigkeit  haben  müssen. 
Es  wird  daher  Ä  =:  Va'^  +  2cf,  also  weil  ACzz:  a  und  CD 
:^V2cf,  AD  ==:VÄCH^CD^==^  CE. 

Zusatz  5, 
§.  637.     Bewegt  sich  der  Körper  auf  der  geraden  Linie  CE^ 
so  wird,  wenn   er  nach    C   kommt,    die  seiner   erlangten   Ge- 
schwindigkeit zukommende  Höhe 

'^  "~  2/"~"      '2f     "^     2/" 

Zusatz  6. 
§.  638.     Die  Zeit,  in  welcher  der  Bogen  A3I  zurückgelegt 

2    ACM 

wird,  ist  =  ——--=—  (§'.  588.),  weil  in  diesem  Falle  A=a  ist. 
aVc 

Wir  erhalten   daher    die   Zeit,    in   welcher   der  Körper    einen 

ganzen  Umlauf  auf  der  Peripherie  der  Ellipse  ausführt, 

Zusatz    7. 

§.  639.  Wenn  also  mehrere  Körper  sich  in  Ellipsen  um 
denselben  Mittelpunkt  der  Kräfte,  welcher  sie  den  Entfernun- 
gen proportional  anzieht,  bewegen,  so  sind  ihre  ganzen  Um- 
laufszeiten  einander  gleich. 

Anmerkung  2. 

§.  640,  Ist  die  Anfangsriehtung  de^  Körpers  im  Punkt  A 
nicht  normal  auf  dem  Radius  AC,  so  ergibt  die  Rechnung  für 
die  vom  Körper  beschriebene  Curve  keine  Ellipse,  sondern 
eine  andere  Curve  vierter  Ordnung,  welche  jedoch  keineswegs 
Genüge  lei'sten  kann.  Die  Ursache  dieser  Abweichung  der 
Rechnung  von  der  Wahrheit  besteht  darin,  dass  für  den  Sinus 
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des  Winkels,  welchen  die  Curve  mit  dem  Radius  bildet,  der 
Ausdruck  in  y  und  u,  für  y:==ia  und  i«iz:l,  selbst  stets  =1 
wird,  wenn  auch  nach  der  Voraussetzung  ein  andjerer  Werth 
hervorgehen  sollte.     Es  ist  nämlich  dieser  Sinus 

ydu 

welcher  Ausdruck  für  z^  =  1  offenbar  =:1  wird,  während  er  doch 

=  -  werden    sollte.     Man    ersieht    also,    dass    die    auf    diese 
a 

Weise  angestellte  Rechnung  nur  dann  mit  der  Wahrheit  über- 
einstimmen   kann,   wenn   A  — tt   ist;    vorausgesetzt,   dass  man 
eine  Gleichung  zwischen  u  und  y  suchen  muss.     Diese   Regel 
muss  man  also    stets   befolgen ,   so  oft  die  beschriebene   Curve 
nach  den  Vorschriften  des  §.  601.  gesucht  wird.     Die  in  diesem 
Satze  gelehrte   Methode   eignet  sich   aber   nur    zur  Auffindung 
algebraischer  Curven,    will   man   transcendente  bestimmen,    so 
muss  man  sich  einer  andern  Methode  bedienen.    Alle  algebrai- 
sche Curven   haben   aber   die   Eigenschaft,   dass    man  auf  sie 
aus  jedem  Punkte   ein  Perdendikel  fällen  kann.     So   oft  daher 
ein  Körper  sich  in  einer  algebraischen  Curve  um   das  Centrum 
der  Kräfte  bewegt,  kann  man  auf  ihr  stets  einen  oder  mehrere 
Punkte  angeben,   in  denen  der    Radius    perdendikulär    auf  der 
Curve   steht.     In   einen   dieser   Punkte   muss   man   den    Anfang 
der  Bewegung  setzen   und  es  wird  alsdann  die  Rechnung  stets 
mit  der  Wahrheit  übereinstimmen.     Aus  einer  solchen  Auflösung 
findet  man  leicht  die   Geschwindigkeit   des   Körpers    in  jedem 
andern  Punkte,    und    nach    der   umgekehrten    Methode,    wenn 
die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  gegeben  ist,  in  welchem 
der    Radius   nicht    auf   der    Curve    senkrecht   steht,     die    Ge- 
schwindigkeit   in    dem  Punkte,    wo    diess    der  Fall  ist.     Wie 
man  diess  ausführen  könne,  lehrt  der  folgende  Satz. 

Die  vorher  erv^  ahnte  Eigenschaft  der  algebraischen  Curven, 
dass  man  aus  einem  beliebigen  gegebenen  Punkte  Perpendikel 
auf  sie  fällen  kann,  kommt  nicht  allen  transcendenten  Curven 
zu.  In  der  logarithmischen  Spirallinie  kann  man  bekanntlich 
vom  Mittelpunkte  aus  kein  Perpendikel  auf  die  Curve  fällen, 
indem  die  Radien  beständig  einen  constanten  Winkel  mit  ihr 
bilden.     Damit  man  endlich  den  Grund  einsehe,  warum 

ydu 

S^dy'^—u'^diß  +  y'^du^ 

stets  =1  wird,  wenn  man  w  =  1  setzt,  da  doch  jeder  andere 
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Winkel  als  ein  Rechter  aus  ihr  hervorgehen  miisste,  hat  man 
zu  bemerken  5  dass  für  w=l  das  Element  du  gegen  dy  ver- 
schwindet, ausgenommen  wenn  die  Tangente  in  A  perpendi- 
kulär  auf  dem  Radius  ÄC  ist.  Aus  diesem  Grunde  darf  man 
für  2^  =  1  das  Element  d/if^i}.  —  w^)  nicht  gegen  y'^du^  vernach- 
lässigen, da  beide,  wie  auch  der  Zähler  ydu,  verschwinden. 
Man  kann  daher  für  u=^\  den  Sinus  jedes  beliebigen  Winkels 
durch  jenen  Ausdruck  darstellen.  Da  man  aber  diese,  Vorsicht 
in  der  Rechnung  nicht  beobachten  kann,  so  wird  die  letztere, 
ausgenommen  wenn  A  =  a  ist,   nie  die  wahre  Curve  darstellen. 

Satz  79. 

A  u  f  g  ab  e. 

§.  641.     (Figur  61.)     Der  Mittelpunkt   der  Kräfte  zieht  im 

Sy  Verhältniss  der  Abstände  an  und  es  wird  ein  Körper  in  ilf  mit 

beliebiger   Geschwindigkeit  und  nach    der   beliebigen  Richtung 

MT  fortgeworfen;  man  soll  die  Ellipse  bestimmen,  in  welcher 

der  Körper  sich  bewegen  wird. 

Auflösung. 
Diese  Aufgabe  kann  gelöst  werden,  weil  die  Anzahl  der 
gegebenen  Bedingungen  nicht  zu  gross  ist,  um  eine  Ellipse 
zu  bestimmen.  Man  setze  CM  =  y,  s'mCMT  —  s,  die  Ge- 
schwindigkeit in  M  —  V^i»,  ferner  habe  f  die  vorige  Bedeu- 
tung. Diese  Grössen  sind  als  gegeben  und  bekannt  anzuse- 
hen, die  Unbekannten  sind  die  Axen  der  Ellipse  AC  ^  a, 
CD  =:  b  und  ihre  Lage.  Da  nun  6  =  VWf  (§.  631.)  und 
2/v  =  a2  +  62—2/2  (§.  632.);  so  folgt  a^  +  ö^  ==:  J/>2  :=.  2fv 
^y^  =  CE^,  WO  CE  die  Geschwindigkeiten  bestimmt,  d.  h, 
die  Determinante  ist.    Ferner  haben  wir 

oder  ab  =::^  sy  V  2/i;. 


yXTa'^^b'^-y'^ 

"  ^  V  2fv 

Da  nun 

(a2— 62)2=:4/'2i;2^4^^^2_|_^4  . 

-^fs^vy'^:^ 

ferner 

zif^v^^y^  f  4/t;^2(l_9s2) 

1_^2ä2  =:  1  —  2  sin  TM C2  ^  cos2TMC  =  i; 
so  vvird 

a^—b^  =  V"4/^i^2_|_^4_,_4y?^; 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  obigen  für  a^-j-ö^  erhält  man 

«2  =,  fv^Uf  V  '^fPv'^'^vWTWf'  und 
62  ^fv\  ljf-~-  Srpv'^Wy'^^fivtf. 
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Hat  man  so  die  Axen  gefimdeii ,  so  erhält  man  leicht  ihre  Lage, 
indem 


Hieraus  folgt  endlich 

cos2 .  ACM  ^  -- ^ft±y^ 

und  sm2ACM  =:  ^^'''^^^''' 

Zusatz. 

§.  642,  ^0",— mit  welcher  Geschwindigkeit  und  nach  wel- 
cher Richtung  der  Körper  auch  geworfen  werden  mag,  so  wird 
er  sich  doch  um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  auf  dem  Umfang 
einer  Ellipse  bewegen,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  der  Kräfte 
zusammenfällt. 

Anmerkung. 

§.  643.  Bisher  wurde  die  Centripetalkraft  als  im  Verhält- 
niss  der  Abstände  anziehend  vorausgesetzt,  man  würde  aber 
auf  gleiche  Weise  die  beschriebene  Curve  finden,  wenn  die  Körper 
durch  die  Kraft  in  demselben  Verhältniss  vom  Mittelpunkte  zurück- 
gestossen  würden.  Alles  Vorhergehende  wird  nämlich  dadurch 
diesem  Falle  angepasst,  dass  man  —  f  statt  -j-  f  setzt.  Ge- 
schieht diess  aber,  so  geht  die  Curv^,  welche  vorher  eine 
Ellipse  war,  in  eine  Hyperbel  über,  indem  die  kleine  Axe  ima« 
ginär  wird  und  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  in  dem  der  Hyper- 
bel zu  liegen  kommt. 

Satz  80. 
Aufgabe. 
§,644.     (Figur  62.)     Die  Centripetalkraft  ist  dem  Quadrat 
des  Abstandes  umgekehrt  proportional  und  es  wird  ein  Körper 
in  A    nach  einer   auf  dem  Radius  AC  normalen  Richtung  fort- 
geworfen; man  soll  die  Curve  AMDBHA,  welche  der  Körper 
beschreiben  wird"  und  sein6  Bewegung  auf  derselben  bestimmen. 
Auflösung. 
Setzt   man   wie   vorher   JC  =  «,   c  und  f  in  der  frühern 
Bedeutung,  ferner  CM  =  y  und  das  Perpendikel,  welches  auf 
die  Tangente  gefällt  wird,  oder  CT=zp  ,  endlich  die  Geschwin- 
digkeit in  M  =:  S^v;  vergleicht  man  diese  Grössen  mit  den  in 
§.  601.  enthaltenen:  so  hat  man 
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h=a,  P=S  und  ¥=  '--'-, 

y^  ^     y 

Man  fälle  von  M  auf  AC  das  Perpendikel  MP  und  setze  CP 
z=  X  =  uy ,  so  wird 

du       ady  V  c _^ 

Setzt  man  nun  y  =^  ^2 — '  ^^  ^^^^^^ 


2a'^c 


du dq 


Versleicht  man  den  letzten  Ausdruck  mit  dem  ~~~~S—^-—,  (S.604), 

so  ist  A  =  1,  ^  ==  ^"trr^^  oder  =.  /!r:^  ^nd  Zzzzq.  Wir 
erhalten  daher 

u  =z  i r-^p — ^  r§.  609.) 

Nun  ist  aber  o  —  ^^  ^ und   die  Constante   C  dadurch   zu 

^        2a^c      y 

bestimmen,  dass  für  2^  =  1,  y  =:  a  werden  muss.     Jene  Glei 

chung  geht  nach  geringer  Umformung  über  in~ 

c  +  uVi^^^=  9vr^^^ 

und  setzt  man  in  dieser  w  ==  1,  wie  auch  q  =   '  ^  ^ — -,    so 

2a^c 

wird   C  =  0 ;  also 

ni^^^u'^^q'^  oder  (/"^  ~'lac)iLz==:'laHq^P-~^ , 

Da  aber  ?/  =  — ,  so  erhält  man  {f^  —  ^ac^x  =z  f^y — ^oFc 

und         f^if  =  4a4  c^  +  4^2  c^  (/^  _-  9ac)  +(/2  -  2ac)2  ^2. 
Setzt  man  die  Ordinate  PM  =  z ,  so  wird 

f^z^z=L  Aa^c'^'--Aa^cx(P—2ac)  —  AacPx^  +  Aw^c'^x^, 

und  wenn  man  ferner  x  :=  t  +  9/'2__^>        setzt,  endlich 


2p— 2ac 
p^2  ^  J^: iacf^iP-ac). 


a^cf^ 
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Diess  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Abscissen  auf  der 
grossen  Axe  vom  Mittelpunkte  G  aus  genommen  sind  und  de- 
ren grosse  Axe  z=z  —-1. —  und  kleine  -=.  —ist.  DerAb- 

stand  des  Mittelpunktes  C  der  Kräfte  vom  Mittelpunkte  G  der 

Ellipse  wird   CG  =  '^f^~-^[fl     d.   h.   gleich  dem  halben  Ab- 
2/2  —  'lac 

stände  beider  Brennpunkte  von  einander;  der  Mittelpunkt  der 
Kräfte  liegt  also  in  dem  einen  von  beiden  Brennpunkten.  Of- 
fenbar wird  also  der  in  Ä  mit  der  Geschwindigkeit  V^c  gewor- 
fene Körper  um  das  Centrum  der  Kräfte  eine  Ellipse  AMDBHA 
beschreiben,  deren  einer  Brennpunkt  in  C  selbst  liegt.  Es  wird 

ferner  AC  =  a,  AG  =  ^tÄt"  '  AB  =  ~l'tt^   ,   BC  == 
und  die  kleine  Axe  DH  =  ~         .    Der  Parameter 


^-2 


ac 


Sfp'-ac 


der  Ellipse  wird  =-— -.     Um  die  Geschwindigkeit  im  Punkte 

M  zu   bestimmen,   bedient  man   sich  der  Gieichuns;  v  =  ^—^ 

P 

-.    ,  aSf c  a^acy  .   . 

und  QSL  p  ^^  —-—.—^r-  =  -     '^        —  ,  so  wird 

ay 

Zusatz  1. 
$.  645.     Für    den  Werth   der  Entfernung,   welche   die   Ge- 
schwindigkeiten bestimmt  (der  Determinante)  findet  man 

P-^  ac 


CE=~^±---  =  AB  (§.  274.). 


Zusatz  2. 
§.  646.     Die  vorn  Körper    beschriebene  Curve  wird   so  oft 

wirklich  eine  Ellipse  sein,  als  P"^  ac  oder  c  < '—  ist.   Ist  aber 

a 

P 
c  ^  '-—  ^  so  wird 

AB  =  -^ negativ  und  DE  =   -7r=_^=r=^=r  imagmar; 

P-ac       ^  \fp~~ac 

d.  h.  die  Curve  wird  eine  Hyperbel 
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Zusatz  3* 
§.  647.     Ist  aber   c  ==  —  ,    so  hält  die  vom  Korper    be- 
schriebene Curve  die  Mitte  zwischen  der  Ellipse  und  Hyperbel, 
sie  ist  nämlich  eine  Parabel. 

Zusatz  4. 

§.  648.    Ist  c  =  ^  ,  so  geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  überj 

indem  alsdann  beide  Axen  einander  gleich  werden  und  der  Mit- 
telpunkt C  der  Kräfte  in  den  Mittelpunkt  G  des  Kreises  fällt. 

Zusatz  5, 
§.  649.    Zieht  man  in  der  Ellipse  vom  andern  Brennpunkt 
F  aus  die  Linie  FM,  so  wird 

FM  =  AB  —  y  —  '- — ^;^— ^— ^ -,  also 

^  /2 — ac 

„  ac}i^-{a~jj)P  _  (r~ac)FÄI 
^  "  ^  a ,  CM       ' 

mithin   die  Geschwindigkeit  ^v  in   dem  beliebigen  Punkte  M 
proportional   V^' 

Zusatz   6. 
§.  650.     Es  wird  ferner  zur  Bestimmung  des  Winkels,  wel- 
chen der  Radius   CM  mit  der  Tangente  MT  bildet, 


sin  CMT  = 


P «  V^tc- 


y        Sfp—ac)FM.CM 
Zusatz  7. 


%,  651.    Da  GC  ■=•  rm^ ~-\  ist,  so  wird  GC  positiv  oder 

^  'KJ^  —  ac) 

es  liegt,  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  in   dem  vom  Scheitel  ent- 
ferntern  Brennpunkte,  wenn  c>^;  hingegen  wird    GC  nega- 

tiv  oder  es  liegt  C  im  nähern  Brennpunkte,  wenn  c<^. 

Zusatz  8. 
§.  652.     Setzt  man  die  grosse  Axe  AB  ^=:  E  und  den  Pa- 

rameter  =  Z;,  so  ist  jE  =  -2r^- und  L  =:  — tti^-«      Hieraus 

f^-—  ac  f^ 

folgt  iacE — 4Ä*  r=  ELc  oder 

^  _  E±^fW^EL     ^  ^r-     f  ^y    /VT     , 
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Zusatz  9. 
§.  653.    Die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  die  ganze  Peri- 
plierie  der  Ellipse  durchläuft,  wird  nach  §.  588.,  indem  man  a 
statt  h  setzt, 

2.aTeaeeiiipt.      4areaeenipt.     ,  ,,  „.   ,. 

= -r.=-^—:=. Tr-n:?—  oüei  wcil  arca  elhptica 

aSTc  fSTL  ^ 

^^■-^^^.  jene  Zeit  ^^^. 

Zusatz  10. 
§.  654.     Wenn  also  mehrere  Körper,   die  im  umgekehrten 
doppelten   Verhältniss  der  Abstände  angezogen   werden,    sich 
um  den  Mittetpunkt   C  der  Kräfte  bewegen,   so  sind    ihre  Um- 
laufszeiten den  |ten  Potenzen  der  grossen  Axe  proportional. 

Zusatz  11. 
§.  655.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  A  =  0,  so  geht 
die  Ellipse  in  die  gerade  Linie  AC  über.  Auf  dieser  wird  sidi 
der  Körper  beständig'  von  A  bis  C  bewegen  und  von  hier  plötz- 
lich nach  A  zurückkehren,  so  dass  er  niemals  über  C  hinaus- 
gelangt §.  272.). 

Satz  81. 
Aufgabe. 
§.  656.     (Figur  62.)     Die  Centripetalkraft  ist   dem  Quadrat 
der  Entfernung  umgekehrt  proportional  und  es  wird  ein  Körper 
aus  M  mit  beliebiger  Geschwindigkeit  und  nach  der  beliebigen 
Richtung  MT  geworfen;   man  soll  die  Ellipse  MDBHAM  be- 
stimmen, auf  welcher  der  Körper  sich  bewegen  wird. 
Auflösung. 
Es  sei,    wie  im  vorigen  Satze,   MC  =  y,  sin  CMT  z=z  s, 
eben  so  v  und  f  in  der  dortigen  Bedeutung  genommen.  Diese 
Grössen  sind  bekannt  und  aus  ihnen  wollen  wir  AB=:E  nebst 
ihrer  Lage  und  den  Parameter  =X  ableiten.    Die  Buchstaben 
a  und   c  sollen   ebenfalls   ihre    frühere   Bedeutung   beibehalten. 
Nach   der  Natur   der  Ellipse  haben  wir  FjW  z=z  E  —  y ,   also   v 
^  (r-ac)(E-y)        g^^j    _  p (E^y)  { 2E^L ± 2  SrE^=EL] 
(^y  '  y{'2E'^'-'EL±2EVE''-'EL\ 

^  ß(E--;y),  hieraus  folgt  E  =  ~J^-.    Ferner  ist  ^mCMT 
Ey  ^  P  —  '^y 

=  s  ^  -~ —    ""^^^ (§.    650.),     allein     P  --  ac   ^ 

V(P-ac)(E'-'y)y 
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5E'  '  8  '{EWE'^-EL)'^ 


§.652.),  also  aS^ac  ==  i/l   d' L{E+yE^- EL]  ^   „lithin 
«VI^   =  ^,V"EL  und  so  s  =         '^^— 


Es  wird  die  conjiigirte  Axe 

0//=  VEL  =  2s \rE^''^%y  y=^=^ 


und  der  Parameter  L 


Xs^  Vtj^ 


Um  die  Lage  der  grossen  Axe  zu  bestimmen,  haben  wir 

cos  MCP  =  -z=z'—j^- — - — -= j^- 

y    y  iP—  2«x-)    2^  V^£2 —EL 

woraus  folgt 

Zusatz  1. 
§.  657.     Ist  /"^  >  iJ^/  oder  v  <^'—,   so  wird  die  Ourve  eine 

Ellipse;   ist   f^<^vij  oder  v'^~,   so  wird    die  Curve  eine  Hy- 

u 

perbel:  ist  endlich  v  :=  — ,  so  wird  sie  eine  Parabel. 

y 

Zusatz  2. 
§.  658.  Da  weder  die  grosse  Axe,  noch  der  Parameter  je 
imaginär  werden  können,  auf  welche  Weise  auch  der  Körper 
geworfen  werde ,  so  wird  er  sich  immer  in  einem  Kegelschnitte 
bewegen,  in  dessen  einem  Brennpunkt  sich  der  Mittelpunkt  der 
Kräfte  befindet. 

Anmerkung  l. 
§.  659.  Nachdem  Kepler  gezeigt  hatte,  dass  die  Planeten 
sich  in  Ellipsen  bewegen,  in  deren  einem  Brennpunkt  sich  die 
Sonne  befindet  und  dass  die  Zeiten  den  Flächenräumen  pro- 
portional seien ,  welche  die  nach  der  Sonne  gezogenen  geraden 
Linien  und  der  Bogen  begrenzen;   bewies  Newton,    dass  die 
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Kräfte  welche  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  hält 5  nach  der 
Sonne  gerichtet  und  den  Quadraten  der  Abstände  der  Planeten 
von  der  Sonne  umgekehrt  proportional  sei.  Diese  Wahrheit 
folgt  auch  aus  den  beiden  letzten  Sätzen.  Zieht  nämlich  der 
Mittelpunkt  der  I^äfte  die  Körper  im  umgekehrten  doppelten 
Verhältniss  der  Abstände  an,  so  müssen  dieselben  sich  in  El- 
lipsen oder  Hyperbeln  bewegen,  deren  einer  Brennpunkt  in  den 
Mittelpunkt  den  Kräfte  fällt. 

Zusatz   3. 
§.  660.    Nach  Newton  verhält   sich  die  anziehende  Kraft 
der  Sonne  zu   der  der  Erde,   in  gleichen  Abständen   von   den 
beiderseitigen  Mittelpunkten,  wie 

227512  :  1. 
Da  nun  die  anziehende  Kraft  der  Erde  im  Abstände  des  Halb- 
messers von  ihrem  Mittelpunkte,  oder  an  ihrer  Oberfläche  gleich 
der  Schwerkraft,  d.  h.  =1  ist;  so  wird  ein  Körper,  welcher 
um  den  Erdbalbmesser  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  entfernt  ist, 
durch  eine  227512mal  so  grosse  Kraft  als  die  Schwere,  gegen 
jenen  hingezogen  werden.  Im  Abstände  von  477  Erdhalbmes- 
sern des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  zieht  diese  ihn 
eben  so  stark  an,  als  die  Erde  vermöge  ihrer  Schwerkraft. 

Zusatz  4. 
§.  661.     Vertritt  daher  die  Sonne  die  Stelle  des  Mittelpunk- 
tes der  Kräfte,  welcher  im  umgekehrten   doppelten  Verhältniss 
der  Abstände  anzieht,   so  muss  man  /  :=  477  Erdhalbmessern 
setzen. 

A  n  m  e  r  k  u  11  g  2. 
§.  662.     Um  diese  Sätze  der  Bewegung  der  Planeten  anzu- 
passen, nehme  man  die  Sonne  als    in    C  befindlich    an  und   es 
bewege  sich  der  Planet  in  der  Ellipse  ADUBA,  deren  grosse 
Axe  AB  =  E   und   Abstand  der   Brennpunkte    CF  =.  D  sei, 
ferner  sei  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Planet  in  der  obern 
Abside  A  hat,  =  Vc,    Es  wird  demnach 
__   227512.  (JS—D) 
^^        (E+D),E      ' 

Für  den  Merkur  ist  nun  in  Erdhalbmessern ,  wie  hier  allgemein, 
ausgedrückt : 

1:  =  15991,  D==3367,  also  c  =  7,368. 
Für  dieVenus  E:==29882,  i>=206,     „     c=:7,598; 
„      „   Erde      E=:41312,  Z>==:743       „     c=:5,323; 
Euler's  Mechanik  I.  A'^ 
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für  den  Mars     £=62959,    Z>=5887    also  c= 3,049; 

„    '„   Jupiter  E=214870,  />=:  10350    „     c=0,9633; 

„      „    Saturn  £:=394042,  Z>==2239]     „     c=0,5173. 
Diess  ist  hinreichend,  um  die  absolute  Bewegnng  eines  jeden 
Planeten  zu  bestimmen, 

Anmerkun  g  3. 

§.663.  Newton  leitete,  wie  wir  schon  angedeutet  haben, 
aus  der  bekannten  Ellipse,  welche  der  Körper  beschreibt  und 
aus  der  Lage  des  Mittelpunktes  der  Kräfte  in  einem  von  beiden 
Brennpunkten  ab,  dass  die  Centripetalkraft  dem  Quadrate  des 
Abstandes  umgekehrt  proportional  sei. 

Nachher  wurde  aber  von  Joh.  ßernouilli  und  Andern 
die  umgekehrte  Aufgabe  behandelt,  nämlich  die  Curve  zu 
bestimmen,  welche  ein  Körper  um  ein  Centrum  der  Kräfte 
beschreiben  wird,  das  im  umgekehrten  doppelten  Verhältniss 
der  Abstände  anzieht.  Man  glaubte  nämlich ,  Newton  habe 
auf  keine  genügende  Weise  dargethan,  dass  ausser  den  Kegel- 
schnitten keine  andere  Curve  Genüge  leisten  könne,  obgleich 
der  Satz  XVII.  des  ersten  Buches  der  Principien  diess  klar 
zu  zeigen  scheint.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  haben  wir 
in  den  beiden  letzten  Sätzen  vollständig  gegeben,  wodurch 
New  ton 's  Behauptung  ausser  allen  Zweifel  gestellt  wird. 
Andere  Auflösungen  derselben  kann  man  in  den  Comm.  Acad. 
Paris,  und  Horis  subsecivis  Francof.  nachsehen. 

Anmerkung  4. 

§.  664.  Die  ümlaufszeit  eines  Planeten  um  die  Sonne  be- 
trägt in   Secunden 

nESfE      ..  ._■ 
~250T7~     ^§-ö^^-) 

wenn  E  und  f  in  Scrupeln  ausgedrückt  sind.  Da  es  aber  be- 
quemer ist,  E  und  f  in  Erdhalbmessern  auszudrücken  und  jeder 
der  letztern  =  20302353  Fuss    ist,    so    muss    man    statt    des 

1  TT  /''    \P'~W 

Bruches   -9gQ-'  vv'«mit ~—  zu  multipliciren    ist,    die   Zahl 

569,945  anwenden  und  es  wird  so  jene  Zeit 

_  569945  7t  E  Ve       ^  ^^^  ^  ^^.-  ^ 

—  — — 1000 "7 ^^  Oj75ö  E  \  E  Secunden, 

indem  tt  ==  3,1415926.,.  ,/:=  477  (§.661.)  ist  und  wo  E  in 
Erdhalbmessern  ausgedrückt  werden  muss. 
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Satz  82. 
Aufgabe. 
§.  665.     (Figur  .63.)     Die  Centripetal kraft    ist    dem   Cubus 
deg  Abstandes  vom  Mittelpunkte  umgekehrt  propoitioBal ;    man 
sucht  die    Curve,   welche   ein   beliebig^geworfener  Körper  be- 
schreiben wird ,  wie  auch  die  Bewegung  des  letztern  auf  ihr. 
Auflösung. 
Das  Centrum  sei  in  C  und  es  werde  der  Körper  in  A  mit 
der  Geschwindigkeit  Vc  und  nach  einer  Richtung  AB  gewor- 
fen, so  dass  sin  BAC=^  —  ist,  wenn    CA-=a  gesetzt    wird. 

Der  Körper  sei  nach  ilf  gelangt,  wo  CM  :=z  y  und  das  von  C 
auf  die  Tangente  MT  gefällte  Perpendikel  CT—p  ist.  Ferner 
sei  wie  früher  die  Geschwindigkeit  in  üf  =  \^v  und  der  Ab- 
stand, in  welchem  die  Centripetalkraft  der  Schwere  gleich  wird, 

=  f.    Wir  haben  daher  die  Centripetalkraft  in  il!/=:       3  -    =   P 

(§.  601.)  undF=-4~2 5-2"*  Ferner  ergibt  sich  als  Glei- 
chung der  gesuchten  Curve 

und  auch  t; =--2  (§.587.)    =  c  —"2^  +  -^' 

Zur  Prüfung   dieser  Gleichungen    wollen  wir    sie   bei    den 
folgenden  Fällen  in  Anwendung  bringen. 

I.  Es  sei  e  =  -^-^    so  wnd  -p-=:^^2^  oder  p  r=^  --^• 
Da  nun  sin  CMT=:  —  y  in  diesem  Falle  aber  "=-=: sin  BJC 

y  y     « 

ist,  so  wird  der  Winkel  CMT  stets  dem  Winkel  BAC  gleich 
und  die  beschriebene  Curve  in  diesem  Falle  eine  logarithmische 
S£irallinie ,  deren  Mittelpunkt  im  Centrum  C  der  Kräfte  liegt. 
Der  Körper  wird  sich  aber  so  in  dieser  Spirallinie  bewegen, 
dass  stets 

p 

oder  die  Geschwindigkeit  dem  Abstände  vom  Centrum  urage- 
kehrt  proportional  ist.    Wäre  nicht  c  ==  "9"^  so  fälle  man  von 

15* 
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M  auf  ^C  (las  Perpendikel  MP  \mA  setze  CP=a:=:tiy;  als- 
dann wird 

du kdijVc 

y   Y   cy        cti   —     2^2     +    2 

Es  Ist  offenbar  w=cos  ^CiJ/  und  wenn   man  mit  dem  Radius 
GC=z\  den  Kreisbogen  GiV  beschreibt,  so  wird 

P      du 

^^=-  J  vf=^- 

Setzt  man  aber  GN=:t,  so  erhält  man 

hdy  Vc 


dt  :=z  ^ 


4/    «..2 ^A2 L^y J-    L. 


3,Y,y_cÄ^_j^j_  +  ^ 


f"3 

11.    Es  sei  c=    Q  f  '2  '   so  wird 

Da  aber  für  t^Qjyf^Q^  y^^(j^^  ^j^.^^  ^^  erhält  man 


Sfa'^^h'^Ky  J 


Setzt  'man  endlich     . —         -r  =  jför  BÄC  =  0,  so  wird 
V^a2  ^  h'^        ^ 


t  =  ^  (^-  l)odevy=^ 


a& 


Hierauf  findet  man  aus  dem  gegebenen  Winkel  JCiUf  die 
gerade  Linie  CM  und  so  den  Punkt  M  auf  der  gesuchten 
Curve.  Diese  Curve  ist  aber  eine  hyperbolische  Spjrale,^  wie 
Joh.  Bernoulli  in  Act.  Lips.  1713^"geftindeirTiat. 

Ist  c  weder  =      L   »  >      noch  =     ot^'      so   setze    man    c 
2  a^  2/1^ 

dp 
=  H~~ä»   wodurch  man  erhält : 

yY    (d-^l)   2^2    ^    ^2  _  ^/^2 
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Setzt  man  w\my^-~,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 


woraus  zwei  besondere  Hauptfälle  folgen, 

III.    Ist   «2  —  ^^2  positiv,    so    hängt   die   Integration  von 
Logarithmen  ab.    Es  wird  närnlich 

t  =  -^^-  lo,    (  ^  ^ 

=  _1^_  ,o„  (^  c^      _■ ^i 

V"«3  _  öÄ«        \V  (3-  l),^2_,.ß2_  0^2  _  y^2  _  5/j2  y- 

um  die  Constante  C  zu  bestimmen,  haben  wir  wie  oben 
,         hVJ     ^^    ^  Ca  \ 

und  so  vollständig 


oder  auch 


h\^T 


^__- — — ' — — - — -— — 

2t  V^iT—ök'^ 


a^ 
IV.     Ist  ^  >  Tjj  oder  «^ — -dA^  negativ,  so  wird 


hdq  Vd 

dt  — -vT- 


und 


f  = 


VdÄ2. 


: — ,  arc.  sm  I    <y    Y  — j- — ,—  1   +    Const 

«2  V  ö— 1  j 


oder  vollständig 
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arc.  sm 


— T^ — i —  =    D    so    er- 
hält man 

Nimmt  man  ferner  GL :  GN  =  VW^IT^:  h  V'I,  und  setzt 
LB  =  sin  GL  =^  R; 
so  wird 


woraus  man  leicht  die  Construction  und  Gleichung  der  gesuch- 
ten Curve  ahleitet.  In  diesen  vier  Fällen  ist  alles  enthalten, 
was  sich  auf  die  Aufgabe  bezieht 

Zusatz  1. 

§.  666.    Die    Entfernung,   welche    die    Geschwindigkeiten 
bestimmt:,  ergibt  sich 

P  ... 

Ist  daher  c  =2  ^-2"^  in  welchem  Falle  der  Körper  sich  in  emer 

logarithmischen  Spirale    bewegt ,  so  wird    diese  Determinante 

Zusatz   2. 
§.  667.    Da  in  diesem  Falle  w  =  -^  und  v  =  J  »  >  so  wird 
die ,  zur  Durchlaufung  des  Bogens  erforderliche,  Zeit 


Zusatz    3. 


V«2_    A2 

§.  668.    Setzt  man  cos  CMT  =  -^ — -^  —  i,  so  wird 

y=^  Sfa'^^-fiTV^, 
wo  T  die  eben  gefundene  Zeit  bezeichnet.    Aus   dieser  Glei- 
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chung  findet  man  den  Abstand   des  Körpers  vom  Centrum  C, 
nach  Verlauf  einer  beliebigen  Zeit  T. 

Zusatz  4. 

§.  669.    Der  Körper  wird   daher  zum  Centrum  C  gelangen 

in  der  Zeit 

T  =.  -^. 
fi\^2f 

nachdem  er  während  dieser  Zeit  unzählig  viele  Umläufe  um  C 

gemacht  hat. 

Zusatz  5. 

§,  670.    Nimmt  man  7'> ^rrn  an,    so  wird  y  imaginär. 

fi\  2/ 

Sobald  also  der  Körper  nach   C  gelangt  ist,  wird  man  ihn  nir- 
gends mehr  finden  ,   sondern  er  wird  gleichsam  vernichtet. 

Zusatz   6. 

6.  671.    Ist  ö  =  -r^  oder  e  =  —rn,  so  bewegt  sich  derKör- 

per  in  einer  hyperbolischen  Spirale  und  er  wird,  nachdem  er 
unzählige  Umläufe  um  C  gemacht  hat,  ebenfalls  in  einer  endli- 
chen Zeit  nach  dem  Centrum  C  gelangen.  Es  wird  nämlich  in 
diesem  Falle  die  Zeit,  in  welcher  er  den  Bogen  ^iHf  durchläuft, 
_2a(ft— ,y)  e 

und  daher  die  Zeit,  in  welcher  er  nach  C  gelangt, 

Zusatz   7. 
§.  672,    Ist  ö  <  p  oder   c  <  ^,  welches  der  dritte  Fall 

war,  so  wird  der  Körper  sich  ebenfalls  in  Spirallinien  bewegen 
und  endlich,  nachdem  er  unzählige  Umläufe  gemacht  hat,  nach 
dem  Mittelpunkt  C  gelangen.    Da  nämlich 

2a 


y  = 


so  wird  ^  =  0,  wenn  t  t=:  ao  ist. 

Anmerkung  1. 
§.  673.     Ist  c  "  ^,  so  hat  die  hyperbolische  Spirallinie. 
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welche  der  Körper  beschreibt,   die  Eigenschaft,   dass2^=:c» 
wird ,  wenn  t  =  —  0  ist.    Dieser   vom  Centriim   aus  gezogene 
Radius  erscheint  also  als  eine  Asymptote,  welche  sich  der,  aus 
unendlicher  Entfernung  herankommenden ,  Curye  nähert.     Die 
letztere  entfernt  sich  aber  vielmehr  beständig  von  ibni ,  jedoch 
nicht  über  die   gegebene  Entfernung   a&  hinaus.     Die   diesem 
Radius  parallele,  um  aS  von  ihm  entfernte   gerade  Linie  wird 
also    die   wahre  Asymptote  sein.    Eine  ausgezeichnete  Eigen- 
schaft   dieser  Curve   ist  ausserdem,   dass  sie   aus  unzähligen 
qoncentrischen  Kreisen  gleiche  Bogen  abschneidet,  woraus  die 
Natur  und  Gestalt  der  Curve  noch  deutlicher  hervorgeht.    Eine 
ähnliche  Eigenschaft  haben  auch  diejenigen  Curven,  welche  be- 

2 

schrieben  werden,  wenn  ^  <  ~  und  zugleich  ö>  X  ist.    Es  wird 

ß 

..    y  .  ^  hVö 

pamhch  ^=00 ,  wenn  man  t  =  -  ■  — 

annimmt.  Ist  also  5  <  1,  so  wird,  der  Ort  imaginär,  wo  ^  =  oo  ist. 
Ist  aber  5  =  1,  so  wird  t=cc  ;  in  diesem  Falle  ist  nämlich  die 
entstehende  Curve  eine  logarithmische  Spirallinie,  üebrigens 
sind  alle  diese  Curven  so  beschaffen,  dass  sie  überall  ihre 
concave  Seite  C  zuwenden  und  nach  der  Natur  der  Bewegung 
weder  einen  Wende-  noch  einen  Kehrpuukt  haben  können. 

Zusatz   8. 
§.  674.     Ist  (5  >  ^,  also  c  >  -^,  so  ist  die  vom  Körper 

beschriebene  Curve  keine  Spirallinie  mehr,  sondern  eine  alge- 
braische; wenn  man  nämlich  auch  diejenigen  Curven  algebrai- 
sche nennt,  in  deren  Gleichungen  irrationale  Exponenten  ent- 
halten sind. 

Anmerkung  2. 
§.  675.    Um  diese  zu  finden,  muss  man  A  =  ci  setzen  ($.640.) 
Es  wird  alsdann 


üdv  ^    ö— 1 


Setzt  man  aq  =r  v  und  für  di  seinen  Werth  —  -^— ~,soer- 
halten  wir 
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du         _  ^  __f~"J. 

Vergleicht  m^n  diese  Gleichung  mit  der 

_^i_.^_^^£_(§.  605.). 

so  ist  i  =  Y  ^- — r,  J[=lund  Z=:— rund  wir  erhalten  daher 

~  \fZL       V^ 

jf  SS  — ^ ■ L -F=-^- --' — 

_  v'x      v':z: 

oder  auch 

_.Vi— ^äq.„V"-l]        "^  •SV"l-C2-4.cV-ll(§.605.u.607.) 
Die  Constante  C  wird  dadurch  bestimmt,  dass  für  i<— 1,  ;</==« 

oder  o  =:   -  werden  muss. 
^         a 

Hat  man  die  Constante  C  bestimmt,  so  wird 
oder 

y 

Diess  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 


Beispiel  1. 
§,  676,    Es  sei  V  -A-  =2,  also  ^=|    und  c  = 


3a^ 
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^Isdann  erhalten  wir 

Setzt  man  die  Ordinate  PM=zz,  so  wird  x\^cc^-{-z^  ~  2a^ —- 
(0)2+22)  oder 

0 = 4a4  —  4a%2  _  4^22«  +  o:2z2  +  24  und  o:  =  -4=-=- 

Diese  Curve  geht  daher  nach  Art  der  Parabel  fort,  jedoch  hat 
sie  eine^C  parallele   und  um  2a  von  der  letztern  entfernte 
Asymptote,  welche  sie  nie  erreicht. 
Beispiel  2. 

§-.  677.   Es  sei  V  j--^  =  3,  oder  ^  =ö-  und   c  =  ^-^; 
alsdann  erhalten  wir 

2xf  =  8a3  —  ^ay\ 
Führt  man  nun  PM  =:  2  ein,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

x^  =  4^3  —  x%^  —  3a^2  —  Zax^i 
welche  Gleichung  vom  dritten  Grade  zu  der  41.  Species,  in  der 
von  Newton  angestellten  Aufzahlung  gehört. 

Anmerkung  3. 
§.  678.    Man  kann  noch  unzählige  andere  algebraische  Cur- 
ven  finden,  welche  der  unter  dieser  Voraussetzung  geworfene 
Körper  beschreibt,  wenn  man 

setzt,  wo  m  eine  beliebige  rationale  Zahl  bezeichnet,  welche 
jedoch  >l  ist,  damit  d  nicht  negativ  werde.    Die  drei  behan- 
delten Voraussetzungen,  bei  denen  die  Centripetalkraft 
erstens,  den  Abständen, 

zweitens,  den  Quadraten  der  Abstände  umgekehrt, 
drittens,  den  Guben  der  Abstände  umgekehrt 
proportional  war,  sind  die  einzigen ,  welche_auf  algebraische, 
oder  von  der  Quadratur  des  Kreises  oder  der  Hyperbel  abhän- 
gige Gleichungen  führen,  wenn  man  nämlich  für  P  die  Potenz 
von  y  setzt.  Obgleich  ferner,  wenn  man  andere  Potenzen  von 
y  inPsubstituirt,  die  Gleichung  der  beschriebenen  Curve  nicht 
von  der  Irrationalität  befreit  und  daher  weder  eine  algebraische 
noch  eine  von   der  Quadratur  des  Kreises  oder  der  Hyperbel 
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abhängige  werden  kann;  so  giebt  es  doch  specielle  Fälle,  in 
denen  die  gesu€hteJ?/nr.y.e.  algabrajsch^wird.  So  wie  nämlich 
die  gerade  Linie  und  der  Kreis  initer_aJlen__Voraussetzungen 
nGfenüge  leisten  können,  findet  man  bisweilen  auchandere  alge- 
"tJfaische  Curven.  Wie  man  diese  zu  finden  im  Stande  ist,  wol- 
len wir  im  folgenden  Satze  erklären. 

Satz  83. 
Aufgabe. 
§.  679.  Die  Centripetalkraft  ist  einer  beliebigen  Potenz 
der  Abstände  proportional;  man  soll  die  besondern  Fälle  be- 
stimmen, in  denen  ein,  nach  einer  gewissen  bestimmten  Weise 
geworfener,  Körper  sich  auf  einer  algebraischen  Curve  bewe- 
gen wird. 

Auflösung. 
Bleibt  alles  wie  bisher,  so  ist  die  für  die  gesuchte  Curve 
gefundene  Gleichung 

du      _,  hdyVc ,g    gQ2  . 

In  unserm  Falle  ist  nun  P  z=z^,  wo  /wie  früher  den  Abstand 

vom  Centrum  bezeichnet,  in  welchem  die  Centripetalkraft  der 
Schwere  gleich  ist.    Wir  haben  daher 

da  wir  ferner  algebraische  Curven  suchen,  setzen  wir  h  :==.  a 
(§.  640.).  Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die  obige  Glei- 
chung, so  geht  diese  über  in 

du ady\^cf^{n  +  \) 

^f\ZI^       y  V(n+ 1) cf^iy^ -  a2) -~?y2(2/«-l-i-^^* 

Setzen   wir  die  Determinante  =  ^,  so   wird  c  ==  -- — -_-_;— 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  letzte  Gleichung  einführt, 
wird  dieselbe 

du ady  V^M^i  ^  cinfl ^^ 

Man  ersieht  hieraus,  dass,  wenn  Ä  =  a  ist,  c^O,  2*=  1  und 
x=:y  sein  wird,  d.  h.  der  Körper  steigt  geradlinig  zum  Mittel- 
telpunkte herab. 


Hosted  by 


Google 


236       Kapitel  F.     Von  der  freien  krummlinigen  Bewegung 

Ist  Ä:^QO  ,  so  wird  auch  czzzcr)^  so  oft  w  +  1  ^i^e  positive 
Zahl  ist.  In  diesem  FälTe  wird  also  der  Körper  ebenfalls  auf 
einer  geraden  Linie  fortgehen  müssen,  weil  eine  endliche  Kraft 
die  Richtung  eines,  mit  unendlich  grosser  Geschwindigkeit  sich 
bewegenden,  Körpers  nicht  zu  ändern  vermag. 

Setzen  wir  nun  n-\-i  negativ  und  z=z  —  ms  oder  7?= — m 
—  1;  so  wird 

m— "4 


du y  ^   dy\fk^ 


Wird  Ä  ==  oQ  ,  so  erhalten  wir 

du      __       y  ^    dy 

indem  die  übrigen  Glieder  verschwinden.    Setzt  man  y»^-^7=iq% 
woraus  y  ==  ^"*-^  folgt,  so  erhalten  wir 

— *—  ag 

Vergleicht  man  den  letzten  Ausdruck  mit  dem  — -.=^^z^(§.  604.), 

SO  ist  hier  A,  == ^,  J  =  «  ^   ^  iz=zq^y    2    „^d  man  er- 

hält  für  die  gesuchte  Curve  die  algebraische  Gleichung 

m— »2 wi— 2 

m— 2        ^ 

(§.  6O7.0. 
Die  Constante  Cwird  dadurch  bestimmt,  dass  für  «==1,  ^  =  a 
werden  muss  und  man  erhält  daher 


m— 2  m— 2  wi— 2  wi— 2  ,  "»—2 

So  oft  also  m  eine  positive  rationale  Zahl  ist,  findet  man  eine 
algebraische  Curve,  welche  ein  normal  geworfener  Körper  be- 
schreiben  wird,  wenn  nämlich  die  Determinante  ä=qo   ist. 

Zusatz    1. 
§.  680.    Quadrirt  man  die  letzte  Gleichung,  so  erhält  man 
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d.  h*  weil  m  ==  — n—\ 

Zusatz   2. 
§.  681.    Es  illUiSs  TW  positiv  und  >0  söiiij  denn  wenn  m=0 
oder  negativ  wäre,  so  würde  c  =  qc  ;  also  müsste  die  Curve  in 
eine  gerade  Linie  übergehen. 

Zusatz  3. 
§.  682.    Für  71  =  — 2  oder  m  =:  1  wird  jene  Gleichung 

-*2  =  2m  =  — ,  also  2a  =  ^+  ?/, 

3^  J[ 

oder  weil  PM  ~  z  t=z  V"^/^-^^^ 

die  Gleichung   ehier  Parabel^  in  deren  Brennpunkt  der  Mittel- 
punkt der  Kräfte  liegt,  wie  wir  schon  gefunden  haben  (§.  647.). 

Zusatz  4. 
§.  683.    Ist  n  =  — 3  oder  m  =  2,  welches  der  im  vorigen 
Satze  behandelte  Fall  ist,  so  wird 

m—1  m— 2 

2y    ^   =1  2ci    2      oder  y  =z  a. 
Die  vom  Körper  beschriebene  Curve  ist  also  ein  Kreis,  in  des- 
sen Mittelpunkte  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  liegt. 

Anmerkung  1. 

§.  684.    Ist  n  ungerade,  so  wird  m  gerade  und  -^^  eine 

ganze  Zahl;  man  kann  also  in  diesen  Fällen  die  in  der  Auflö- 
sung der  Aufgabe  gefundene  Formel  anwenden.  Ist  aber  7i 
gerade,  so  muss  man  die  durch  Quadrirung  erhaltene  Gleichung 
(§.  680.)  anwenden.  Man  wird  in  beiden  Fällen  sogleich  zu 
einer  rationalen  Gleichung  zwischen  x  und  y  gelangen,  wie  wir 
in  den  folgenden  Beispielen  sehen  werden. 

Beispiel  1. 
§.  685.  Es  ziehe  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  im  umgekehr- 
ten vierfachen  Verhältniss  der  Entfernungen  an  und  es  werde 
der  Körper  normal  fortgeworfen,  wobei  der  die  Geschwindigkeit 
bestimmende  Abstand  unendlich  gross  ist;  alsdann  wird  der 
Körper   folgende  algebraische   Curve  beschreiben.    Da  Ä  =qo 

und  71  =  — 4  ist,  entsteht  43^—2«===  2aie  = —     oder   2^^  = 
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a(fc-{-y)>    Führt  man  die  Ordinate  z  =J  Sfiß  —  x^  ein,   so  er 
halten  wir 

also  eine  Cutve  und  Gleichung  vierter  Ordnung. 

Beispiel  % 
§.  686.    Es  stehe  die  Centripetalkraft  im  umgekehrten  fünf- 
fachen Verhältniss  der  Abstände ,  oder  es   sei  7i  =  ~  5   und 
m  =  4.    Man  erhält  alsdann 

%j  =i2au  =:^  oder  y^  =:  ax  =  x^^^x^, 

Diess  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  auf  dessen  Peripherie 
der  Mittelpunkt  der  Kräfte  liegt.  Dieser  Fall  kommt  in  New- 
tons Principien,  Buch  1,  Satz  VII  vor. 

Beispiel  3. 
§.  687.     Es  sei  w  =:  —  7    oder   m  =  67  so  wird  2^/^  = 
a^(iu^ — 2)  oder  y"^  =  '2a^x^'~-a^y'^,     Führt  man  z  statt  .^/  ein, 
so  entsteht 

(^2_j.^2)2   --.    a^^2_«2.2. 

Die  Curve  ist  also  von  der  vierj^jx.  Ordnung  und  der  Mittelpunkt 
der  Kräfte  liegt  wieder  auf  der  Peripherie. 

Anmerkung  2* 
§.  688.  Es  würde  nicht  der  Mühe  werth  sein,  hier  mehr 
über  die  Figuren  zu  sagen j  welche  Körper  beschreiben,  die 
durch  gegebene  Centripetalkräfte  angetrieben  werden;  da  in  der 
Physik  und  Astronomie  nur  solche  Kräfte  in  Anwendung  kom- 
men, welche  den  Quadraten  der  Abstände  umgekehrt  pro- 
portional sind.  Wenn  jedoch  in  der  Astronomie  ein  Körper 
betrachtet  werden  muss,  der  durch  mehrere  derartige  Kräfte 
angetrieben  wird,  von  welchen  letztern  eine  bei  weitem  die  grösste 
Intensität  vor  allen  übrigen  hat;  so  muss  man  diese,  um  die 
übrigen  nicht  in  Rechnung  ziehen  zu  dürfen,  etwas  vermehren 
oder  vermindern  ,  wodurch  man  wenigstens  sehr  nahe  die  Be- 
wegung des  Körpers  kennen  lernen  wird.  In  diesen  Fällen  wird 
die  Curve,  welche  der  Körper  beschreibt,  nicht  viel  von  einer 
Ellipse  verschieden  sein.  Die  Astronomen  pflegen  daher  diese 
Curve  wie  eine  Ellipse  zu  betrachten,  die  Jedoch  nicht  fest  son- 
dern beweglich  ist,  so  dass  sie  sich  vorstellen,  der  Körper  be- 
wege sich  in  einer,  um  den  Brennpunkt  sich  drehenden,  El- 
lipse. Hieraus  entspringt  die  Beweglichkeit  der  Planetenbahnen, 
wodurch  die  Absidenlinien  beständig  in  andere  Lagen  gebracht 
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werden.  Wir  aber  werden,  um  der  Wahrheit  noch  naher  zu 
kommen,  ausser  der  Beweglichkeit  der  x\xe,  auch  die  Art 
der  Ellipse  als  veränderlich  ansehen.  Wir  werden  daher  so 
verfahren,  dass  wir  in  Bezug  auf  jedes  Element  der  Curve, 
welche  der  Körper  beschreibt,  bestimmen,  von  welcher  Ellipse, 
deren  Brennpunkt  im  Mittelpunkte  der  Kräfte  liegt,  es  ein  Theil 
sei.  Hieraus  wird  sich  die  Lage  und  Art  der  Ellipse  ergeben. 
Alle  diese  Ellipsen  haben  aber  einen  ihrer  Brennpunkte  im  Mit- 
telpunkte der  Kräfte,  weil  nach  diesem  der  Körper  beständig 
hingezogen  wird. 

Satz  84. 
Aufg  abe. 
§.  689.  Die  Centripetalkft  weicht  wenig  vom  umgekehrten 
doppelten  Verhältniss  der  Abstände  ab ;  man  soll  die  Bewegung 
der  Ellipse  und  die  beständige  Aenderung  ihrer  Art,  wie  auch 
die  Bewegung  des  Körpers  in  dieser  veränderlichen  Ellipse  be- 
stimmen. 

Auflösung. 
(Fig.  68.)  Es  sei  Cder  Mittelpunkt  der  Kräfte  und  es  habe  der 
Körper  in  ili,  in  der  Richtung  TU/T,  die  Geschwindigkeit  V^.  Man 
setze  die  in  M  wirkende  Centripetalkraft  =P,  den  Abstand 
CM  =  y  und  sin  CMT  =  s.  Welches  Gesetz  nun  auch  /^be- 
folgen möge,  sb  ist  es  doch  einleuchtend,  dass  man 

t 

setzen  könne,  wenn  nur  f  nicht  wie  bisher  eine  constante,  son- 
dern eine  veränderliche  Grösse  bezeichnet;  es  ist  also  f^z^P.y^, 
Da  aber  /*,  während  der  Körper  das  Element  Mm  durchläuft, 
constant  bleibt,  so  kann  man  eine  Ellipse  bestimmen,  deren 
Brennpunkt  C  und  Element  7¥//i  ist,  in  welcher  der  Körper  sich 
weiter  bewegen  würde,  wenn  f  stets  constant  bliebe.  Es  sei 
ÄC  die  Lage  der  grossen  Axe  dieser  Ellipse,  so  hat  man 

Ferner  wird  nach  dem  eben  citirten  Satze  der  Parameter  L  =: 
-4t-  und  die  grosse  Axe  E  =  „  *^--.  Man  fälle  vom  Mittel- 
punkte  C  auf  die  Tangente  MT  das  Perpendikel  CT  =  p ,  sa 
wird  s  ^=-  ^.    Wird  das  von  C  auf  die   Tangente  gefällte  Per-: 
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pendikel  ==  hy  was  in  6r  geschieht,  wetiti  matt  CG  •=:  a  setzt 
und  ist  die  dort  stattfindende  Geschwindigkeit  =:  V^c* ;  so  hat  man 


p2 


(§.  589.). 


Setzt  man  ferner  der  Kürze  wegen  MT  =  V^i^—p^  =  t,  so 
wird,  wenn  man  diese  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen  sub- 
stituirt : 

Ausserdem  erhält  man,  der  Natur  der  Anziehung  gemäss: 


Pdy  =  ?^^  (§.  587.). 


^3 

Mitteist  dieser  Gleichung  kann  man  p  als  Function  von  y  und 
so  die  ganze  Ellipse  durch  y ,  c  und  h  bestimmen.  Es  sei  nun 
CG  eine  feste  Linie,  so  kann  man  aus  der  Natur  der  Curve  den 
Winkel  bestimmen,  welchen  die  gerade  Linie  CM  mit  derselben 
bildet.  vSubtrahirt  man  von  diesem  Winkel  3ICG  den  MCA, 
so  erhält  man  die  Neigung  der  Absidenlinie  AC  gegen  die  feste 
gerade  Linie  CG.  Die  Bewegung  des  Körpers  erhält  man  leicht 
aus  der  bekannten  Geschwindigkeit 

p 

Anmerkung  1* 
§.  690.  Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Ellipse  kann  mit 
Recht  eine,  die  Curve  osculirende  genannt  werden,  ähnlich  wie 
die  osculirendeii  KjFeiseT^dtirclr^vvelche  mait  die  Krümmungen 
der  Linien  misst.  Die  vorliegende  Betrachtung  ist  aber  keine 
rein  geometrische,  sondern  man  muss,  uiii  diese  osculirende 
Ellipse  zu  finden,  ausser  der  Natur  der  Ciuve,  auch  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  und  die  Centripetalkraft  keimen. 

Zusatz   1. 
§.  691.    Wird  ^  =  0,   also   auch   MCA  =  0,   so   fällt  die 
Absidenlinie  AC  oder  die  grosse  Axe  der  osculirenden  Ellipse 
in  den  Radius  CM. 

Z  US  atz  2. 

6.  692.    Ist  P=z  £^,   so    wird  MCA  ^  90^.     In   diesem 

Falle  ist   also  die  Centripetalkraft   dem   Cubus   des   Abstandes 

f^ 
umgekehrt  proportional.  Setzt  man  daher  P  =:  '—^,  so  wird  c  = 
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J~^  und  es  ist  die  vom  Körper  beschriebene  Carve  eine  hyper- 
bolische Spirale  (§.  673.).  Für  diese  Curve  ist  daher  die  Absiden- 
linie  beständig  auf  dem  Radius  MC  normal.     Der  Parameter  der 
osculirenden  Ellipse  wird  in  diesem  Falle 
L  -^y  ^  2.Ma 
Zusatz  3. 


§.  693.    Ist  P  =  £",  so  wird  fpdy^:---      C -.=-  C 

D 

fn 


2  •     ^^  ^^®^  ^^^  y  ^=^  ttj  p  =  h  und  vz=z  c  wird  C  —  c 


wiir  erhalten  daher 


c  — £— -^ — . — =:  —  _ L^ oder 

Ferner  wird  der  Parameter  der  osculirenden  Ellipse 

Auch  die  grosse  Axe  und  den  Winkel  MCA  kann  man  nun  als 
Functionen  von  y  bestimmen. 

Zusatz   4. 
§.694.     Ist  P  =  — -  ,  so  eeht  die  osculirende  Ellipse  immer 
in  eine  Parabel  über.     Substituirt  man   nämlich    diesen   Werth 
von  P  in  die  Gleichung  Pdy  =.'  _^J— -H,  so   erhält  man  «^  _-. 

— ^,  also  P  ~  -^.     In   diesem   Falle  wird,   weil  f^  =  ac  ist^ 
a  y^ 

die  Curve  eine  Parabel  (§.  647.). 

x\nmerkung  2. 
§.  695.  Diese  Lehre  von  den  osculirenden  Ellipsen  ist  nicht 
mit  der  Bewegung  der  Körper  in  beweglichen  Bahnen  zu  ver- 
wechseln, welche  Newton  und  andere  nach  ihm  behandelt 
haben.  Hier  bestimmen  wir  nämlich,  zu  welcher  Ellipse  jedes 
vom  Körper  beschriebene  Element  der  Curve  gehört.  Wenn 
aber  von  den  beweglichen  Bahnen  die  Rede  sein  wird,  w^erden 
wir  die  Centripetalkraft  erforschen,  welche  bewirkt,  dass  der 
Körper  sich  in  einer,  um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  sich  dre- 
henden, gegebenen  Curve  bewege. 

Euler's  Meclianilc.  I,  16 
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Satz  85. 
Lehrsatz. 
§.  696.  (Figur  69.)  Wird  ein  auf  beliebige  Weise  gewor- 
fener Körper  gegen  beliebig  viele  Mittelpunkte  A,  B,  C  der 
Kräfte,  welche  letztere  den  Abständen  von  jenen  proportional 
sind,  hingezogen;  so  wird  der  Körper  sich  auf  dieselbe  Weise 
bewegen,  als  wenn  er,  ebenfalls  den  Abständen  proportional, 
gegen  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  O  der  Punkte  A, 
B ,  C  hingezogen  würde. 

Beweis. 
Man  setze  die  Kräfte,   welche  die  Mittelpunkte   A,   B,    C 
im  Abstände  =1  ausüben,  respective  =  «,  ß,  y  und  es  sei  ac 
die  Richtung  der  Bewegung,  welche  der  Körper  in  M.  hat,  also 
ac  die  Tangente  in  demselben  Punkte  an   der  vom  Körper  be- 
schriebenen Curve  EMF.    Es  sei    O   der  Schwerpunkt  der  in 
den  Punkten  u4 ,  .15 ,  C  gelegenen  Körper  a ,  ß,  y  und  man  denke 
sich  in  O  eine  den  Abstanden  direct  proportionale  Kraft,  deren 
Anziehung  im  Abstände  =  1    gleich  «  +  (3  -{-  y   sei.     Hiernach 
wird  der  Körper  in 

M  nach  A  durch  eine  Kraft  =  AM.  a 
„      B     „        „        „      =  B3I.ß 
.,      C      „        „         „      =  CM.y 
hingezogen  und  es  muss  gezeigt  werden,  dass   diesen  zugleich 
wirkenden  Kräften   die  eine,   den  Körper  nach  O  hinziehende, 
Kraft   OM,(ci-\-ß-{-y)  gleich   sei.    Wir   fällen   zu   diesem  Ende 
von  den  Punkten   A,   B,    C  und   O    auf  die  Tangente    ac  die 
Perpendikel  An,  Bh ,  Cc  und  Oo  und  können  dann  jede  Kraft 
in  eine  normale  und  in   eine  tangentiale  zerlegen.    Die  Summe 
der,  aus  den  nach  A,   B  und  C  gerichteten  Kräften   entsprin- 
genden, Normalkräfte  ist  =  a,Aa-^ß,Bb  +y.Ccund  dieSumme 
der  eben  so   entstehenden  Tangentialkräfte  =  —cc.Ma  +  ß  .  3Ib 
+  y.ü/c.     Da  aber   O  der  Schwerpunkt  der  Körper  u,  ß,  y  ist, 
so  hat  man  nach  den  Gesetzen  der  Statik 
ti.Aa^ß.Bb^y.Cc  =  (^+|3  +  y)   Oo  und  ^a.Ma  ^  ß.Mb 

also  wird  die  Kraft  (or  +  /3  +  y)MO   den  Kräften  u,AM,   ß.B3I 
und  y.  CM  vereint  gleichgeltend  sein. 

Zusatz  1. 
§.  697.     Der  Körper  wird  unter  dieser  Voraussetzung  eine 
Ellipse  beschreiben,  deren  Mittelpunkt  im  Schwerpunkt  O  liegt. 
(§.  631.).    Alle  Kräfte  vereint  bewirken  nämlich  dasselbe,  was 
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eine  einzige  in  O  befindliche  und  im   directen  Verhäifniss   deic 
Abstände  anziehende  Kraft  ausfühien  würde. 

Zu  s atz  2. 
§.  698.  Wieviel  solcher,  im  Verhältniss  der  Abstände  an-^ 
ziehender,  Mittelpunkte  der  Kräfte  es  auch  geben  möge,  so 
wird  doch  offenbar  der  Körper  sich  in  einer  Ellipse  bewegen, 
ganz  so  als  ob  er  nach  einem,  in  ihrem  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkte  befindlichen,  Mittelpunkte  der  Kräfte  hingezo- 
/  gen  würde. 

Anmerkung  1. 

§.  699.  Der  Beweis  ergibt  sich  ferner  ganz  auf  dieselbe 
Weise,  wenn  jene  beliebig  vielen  Mittelpunkte  der  Kräfte  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen,  wie  aus  den  Principien  der  Statik 
leicht  hervorgeht.  Man  ersieht  daher,  dass  der  Körper  sich 
nichts  desto  weniger  beständig  in  derselben  Ebene  bewegen 
muss,  wenn  auch  die  Mittelpunkte  der  Kräfte  in  den  verschie- 
densten Ebenen  zerstreut  liegen. 

Anmerkung  2. 

§.  700.  Ziehen  die  Mittelpunkte  in  einem  andern  beliebi- 
gen, als  dem  einfachen  Verhältniss  der  Abstände  an,  so  findet 
eine  derartige  Reduction  auf  einen  einzigen  Mittelpunkt  keines- 
weges  statt  und  die  Bewegung  des  Körpers  kann  kaum  durch 
Rechnung,  in  der  Wirklichkeit  nicht  einmal  kaum  bestimmt 
werden.  In  diesen  Fällen  muss  man  daher  seine  Zuflucht  zu 
Näherungen  nehmen ,  welche  nach  den  verschiedenen  Bedin- 
gungen verschieden  anzustellen  sind.  Aus  diesem  Grunde  un- 
ternahm Newton  es  nicht,  die  wahre  Bewegung  des  Mondes, 
welche  aus  einer  zweifachen  Anziehung  entspringt,  zu  bestim- 
men, sondern  er  versuchte  es  nur,  sie  sehr  genähert  darzustel- 
len. Zu  diesem  Ende  bedarf  man  aber  besonderer  Betrach- 
tungen und  einer  Anwendung  der  umgekehrten  Methode,  nach  wel- 
cher man  von  der  Curve,  welche  der  Körper  beschreibt,  zu  den 
anziehenden  Kräften  zurückkehrt.  Wir  werden  daher  die  Hülfs- 
mittel,  welche  zu  diesem  Zwecke  angewandt  werden  können, 
im  Folgenden  auseinandersetzen  und  hier  in  umgekehrter  Qrd- 
nung  die  antreibende  Kraft  als  Unbelanute  erforschend  Wir 
gehen  demnach  zu  dieser  Behandlung  über  und  zwar  können 
wir  dieselbe  auf  doppelte  Weise  anstellen.  Zuerst  werde  aus- 
ser der  beschriebenen  Curve  die  Richtung  der  antreibenden 
Kraft  an  den  einzelnen  Orten  als  bekannt  angenommen  und 
hieraus  die  Grösse  dieser  Kraft,  wie  auch  die  Bewegung  des 
Körpers   bestimmt.    Bei   der    zweiten   Betrachtungsweise    wird 

16 
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die  Curve  und  die  Bewegung  des  Körpers  auf  ihr  als  bekannt 
angenommen  und  man  hat  hieraus  die  antreibende  Kraft  ab- 
zuleiten, 

Satz  86- 
Aufgabe. 
§.  701.  (Figur  70.)  Man  soll  das  Gesetz  derjenigen  Kraft 
finden,  welche  beständig  abwärts  längs  einander  paralleler  Li- 
nien ilfP  gerichtet  ist  und  bewirkt/ dass  der  Körper  sich  auf 
der  gegebenen  Curve  AM  bewege;  ausserdem  soll  man  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  in  den  einzelnen  Orten  31  be- 
stimmen. 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g* 
Man  ziehe  durch  die  geraden  Linien  MP  die  Normale  AP 
und  setze  AP  =  x,  PM  i=  y.    Ferner  sei  die  Curve  AM=^s 
und  der  Radius   des  in  M  oscuürenden  Kreises  ^=^r,  wo   also 

für  ds  constant,  v  =^  —j-r^*     Die   Geschwindigkeit   des   Kör- 
ddx 

pers  in  iüf  sei  =  STv  und  die  den  letztern  in  demselben  Punkte 
längs  MP  anziehende  Kraft  =^  P,  Wir  haben  daher 
dv  =^Pdy  und  Prdx  =  Ivds  (§.  557.), 
aus  welchen  beiden  Gleichungen  sich,  wenn  v  bekannt  ist,  so- 
gleich die  Grösse  von  P  ergibt.  Eliminirt  man  nun  P,  um  v 
zu  finden,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  rdxdv  =  — '^vdsdy, 
d.  h.  wenn  man  obigen  Werth  von  r  substituirtJ 

=  —7—  und  durch  Integration  log  C— logi>  =  log  (-y^j* 

Kennt  man  nun  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  A  =  \^c,  wie 

auch  den  Werth  von  cos  MAP,  d.  h.  von  -^ ,   wenn  M  in  A 

ds  - 

fällt,  =  ^;  so  wird 

log  C-^logc  =  log  (P)  und  so  t;  =  ^^-^^, 

dx^ 

woraus  man  die  Gesclivvindigkeit  des  Körpers  an  den  einzelnen 
Orten  erhält.  Zur  Bestimmung  der  antreibenden  Kraft  erhält 
man  die  Gleichung 

IX'^cds^      llhds'ddx 


P  = 


vdx^  dx^dy 


Nimmt  man  aber  dx  constant,  in  welchem  Falle  v  - 


dxddy 
ist,  so  erhält  man 
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p ___  'iA'*  cddy 

Endlich  findet  man  die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  den  Bogen 
AM  durchläuft. 


Zusatz   1. 

§..  702.  Wie  also  auch  die  antreibende  Kraft  beschaffen 
sein  mag,  so  geht  der  Körper  stets  gleichförmig  in  horizonta- 
ler Richtung  fort,  indem  die  Zeit,  während  welcher  er  den  Weg 
AM  zurücklegt,  der  Linie  AP  proportional  ist,  wie  wir  schon 
oben  bemerkt  haben  ( §,  579. ), 

Zusatz  2. 

§.  703.  Wird  aus  R  auf  die  verlängerte  gerade  Linie  MP 
das  Perpendikel  RS,  ferner  von  S  auf  MR  die  Linie  Sl\  end- 
lich aus  T  auf  Jf>S  die  Linie  TFperpendikulär  gefällt;  so  wird 

oder  P  umgekehrt  proportional  MV,  Setzt  man,  wie  bisher 
immer,  die  Schwere  ==1,  so  hat  man 

P,l  =  2rc:  MV, 
welche  Proportion  leicht  in  Worte  zu  übertragen  ist. 

Zusatz  3. 

§.  704.  Ist  ^iff^P=^90^,  so  wird  >l  r=  0  und  es  muss 
der  Körper  geradlinig  aufsteigen.  Ist  aber  1  nur  unendlich 
klein,  c  hingegen  unendlich  gross,  so  dass  ^V- e  einen  endlichen 
Werth  erhält;  so  wird  der  Körper  sich  auf  einer  Curve  dieser 
Art  bewegen  können. 

Beispiel   1. 

§.  705.  (Figur  71.)  Es  sei  die  Curve  Jilf  ein  Kreis,  des- 
sen Durchmesser  auf  der  Axe  y^P  liegt  und  dessen  Radius  =^a 
ist;  so  haben  wir  r=a  und  dsida:  :=  a:y.    Es  wird  daher 

P  =  - — - —  und   V  =  — - — . 

r^  y 

Die  den  Körper  in  M  abwärts  ziehende  Kraft  ist  daher  dem 
Cubus  der  Ordinate  MP  umgekehrt,  die'' Geschwindigkeit  aber 
dieser '^ Ordinate  selbst  umgekehrt  proportional.  Die,  die  Ge- 
schwindigkeit im  höchsten  Punkte  der  Curve  erzeugende,  Höhe 
wird,  weil  hier  i/==a  ist. 
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Beispiel  2. 
§.  706.  (Figur  72.)  Die  Curve  A3IC  sei  eine  Parabel, 
deren  Axe  CB  vertikal  und  Parameter  ==«  ist.  Man  ziehe  die 
horizontale  Linie  MQ  und  setze  CQ=-t  und  3IQ=:2^  alsdann 
wird  z^r=at.  Ausserdem  aber  haben  wir  d.v  z=:  —dz  und  dy 
=  — dt,  also  wie  vorhin  ds  =:  S^dt~-[-dz^,     Es  wird  daher 

"  =   "^^^  ""^  ^  =  -d^" 
Im  höchsten  Punkte   C  werde  t;  =  6,   so  wird,   weil   in    dem- 
selben Punkte  ds  =  dz  ist, 

j'^    b.ds""        ,    ö        Uddt 

wo   dz  als    constant    angenommen  ist.     Aus   der   Gleichung    z^ 

=at  folgt  aber  dt  = und  ddt  = -^  also  d^,?^  =  (1  -f 

°  a  a 

- — )cZ2;Vwie  auch  ferner  'i;=:6  (1  +  — — )zz:6.  — ^t —  und  P=  — . 

Die   abwärts  gerichtete  Kraft,  welche  bewirkt,   dass  der  Kör- 
per auf  dieser  Parabel  fortschreitet,  ist   also  oonstant.     Setzt 

man  sie  gleich  der  Schwere,  d.  h.  =1,   so  wird  b  =  j,  d. h. 

gleich  dem  Abstände  des  Brennpunktes    vom  Scheitel.     Diess 
stimmt  mit  dem  überein ,  was  wir  oben  ( §.  564.)  gefunden  haben. 

Beispiels. 
§.  707.  (Figur  73.)  Es  sei  die  Curve  MAN  eine  Hyper- 
bel, welche  zum  Mittelpunkt  C  beschrieben  und  deren  verti- 
kale Axe  CP  ist.  Man  setze  die  halbe  grosse  Axe  ^C=a, 
die  halbe  conjugirte  =6,  CP=^  und  MP=.z.  Ferner  sei  die 
Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  in  Ä  hat,  =  V^6,  als- 
dann wird,  wie  oben  bei  der  Parabel, 

V  =  ^  und    P  -^  __, 

wo  wieder  dz  als   constant  angenommen  ist.    Nach  der  Natur 
der  Hyperbel  ist  aber  a^z^  —  — a^e^+e^t^,  also  wird  dt  = 

———und  ddt=:—^r7s: ' ^-p;—  öder  ddt=: "-T7r~ 

e^'t  e^t^  e^t^  e^t^ 

—  Es  wird  daher 
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oder  die  Kraft,  welche  den  Körper  Im  beliebigen  Punkte  M. 
abwärts  treibt,  dem  Cubiis  des  Abstaudes  LM,  d.  h.  des  Ab- 
standes  des  Punktes  M  von  der  durch  den  Mittelpunkt  gezo- 
genen Horizontallinie  XC,  umgekehrt  proportional.   Ferner  ^ird 

ds""      e^e+a'^z''      (a'' +  e'')  P '^  a"^  -,  ,.,,   ,  . 

j-^= jrn =^ ^  ,, -,  und  man  erhalt  daher 

h(a''  +  e'')t^'-a'^b 

V    zm    ^^ 1 ,_ 

Satz  87. 
Aufgabe. 

§.  708.  (Figur  74.)  Gegeben  ist  die  Curve  JMß  und  zu- 
gleich der  Mittelpunkt  C  der  Kräfte;  man  sucht  das  Gesetz 
der  Centripetalkraft,  welche  bewirkt,  dass  der  Körper  sich 
frei  auf  dieser  Curve  bewege,  wie  auch  seine  Geschwindigkeit 
in  jedem  beliebigen  Punkte  M. 

Auflösung. 

Da  die  Curve  AMB  und  der  Punkt  C  gegeben  ist,  so 
suche  man  qine  Gleichung  zwischen  dem  Abstände  MC  des 
beliebigen  Punktes  M  der  Curve  vom  Mittelpunkte  C  und  dem 
Perpendikel  Cl\  welches  von  dem  letztern  auf  die  Tangente 
MT  gefällt  ist.  Wir  setzen  CM^y  und  CT^p.  Es  sei  nun 
die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  gegebenen  Punkte ^=:  V^ 
und  das  von  C  auf  die  Tangente  in  A  gefällte  Perpendikel  ^=zh\ 
Diese  sind  bekannt,  hingegen  v  und  P  in  der  frühern  Bedeu- 
tung unbekannt.     Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 

V  ^  ^'  (§.  589.),  P=  ?^'-^^  (§.  592.)  =  M:J^, 

WO  V  der  Radius  des,  die  Curve  in  M  osculirenden,  Kreises  ist 

Zusatz   1. 
§.  709.    Ferner  wird  die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  den 
beliebigen  Bogen  AM  zurücklegt, 

^  "l.ACM 

d.  h.  der  Fläche  ACM  proportional  (§.  588). 

Zusatz  2. 
§.  710.     Da  ch'^  constant  ist,  so  wird   die  Centripetalkraft 
m  beliebigen  Punkte  M  proportional  dem  Ausdruck 

— £-  oder  dem  -v  • 
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Die  Geschwindi^i^keit  ^v  ist  aber  dem,  auf  die  Tangente  MT 
gefällten  Perpendikel  CT  umgekehrt  proportional  (§.  589.). 
Beispiel  1. 
§,  711.     Es  sei  die  gegebene  Curve  eine  Ellipse ,  in  deren 
'Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  der   Kräfte    liegt.     Setzt   man   die 
halbe  grosse  Axe  =  a,  die  halbe  kleine  =:  6;    so  wird  nach 
der  Natur  der  Ellipse 

ab  '         ,  «%^^^ 

p'^dy       a^b'^  * 
Wir  erhalten  daher 

d.  h.  die  Centripetalkraft  dem  Abstände  des  Körpers  vom  Mit- 
telpunkte proportional. 

Beispiel  2. 
§.  712,    Es   sei  die  gegebene  Curve  wieder  eine  Ellipse, 
jedoch  liege  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  in  dem  einen  von  bei- 
den Brennpunkten.     Setzen  wir  die  grosse  Axe  =  A  und  den 
Parameter  ==  L,  so  wird  nach  der  Natur  der  Ellipse 

Da  aber  ^pdp=jj—~yf>   löp^   =;:  ^^_^^^    also  -^^ 
dy  .  j 

Die  Centripetalkraft  ist  daher   in   diesem  Falle   dem   Qua- 
drate des  Abstandes  vom  Centrum  umgekehrt  proportional» 

Beispiel  3. 
§,  713.    Es  sei   die  Curve  eine  logarithmische  Spirallinie, 
in  deren  Mittelpunkte  der    Mittelpunkt  der  Kräfte  liegt;    als- 
dann ist 

dp  1  -  „       2c  Ä2 

pz=zmi  ,  — 5rT-=:-~^-r-  und  jP=  — sr^  • 
'^  ^     p^dy       n^y^  n^y^ 

Die  Centripetalkraft    ist  also  dem  Cubus  des  Abstandes  vom 
Centrum  umgekehrt  proportionah 
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Satz   88. 

Lehrsatz. 
§.  714.  (Figur  77.)  Eine  nach  dem  Mittelpunkte  C  ge- 
richtete Kraft,  welche  bewirkt,  dass  ein  Körper  sich  auf  der 
gegebenen  Curve  AM  bewege,  verhält  sich  zu  der  nach  einem 
andern  Mittelpunkte  c  gerichteten  Kraft,  welche  die  Bewegung 
des  Körpers  auf  derselben  Curve  und  in  derselben  Umlaufs- 
zeit hervorbringt,  wie  der  Cubus  der  geraden  Linie  c  F,  welche 
aus  c  parallel  mit  CM  bis  zur  Tangente  TM  gezogen  ist,  zu 
dem  Producte  cM .  Oi^. 

Beweis. 

Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  gegebenen  Punkte  A 
sei,  wenn  derselbe  sich  um  den  Mittelpunkt  C  der  Kräfte  be- 
wegt, ==  ^^c  und  das  von  C  auf  die  Tangente  in  A  gefällte 
Perdendikel  =:::  h.  Bewegt  sich  der  Körper  hingegen  um  den 
Mittelpunkt  c,  so  sei  jene  Geschwindigkeit  =  Vy  und  das 
Perpendikel  =:  S.  Da  nun  die  Unllaufszeiten  um  beide  Mit- 
telpunkte einander  gleich  sind,  so  ist 

l^ACM^  2  .  ACM  ^^^^  ^  ^  ^         ^  ^^ 
hVc  &Vy  /  v>^  / 

Man  fälle  ferner  von  den  Mittelpunkten  C  und  c  auf  die 
Tangente  in  M  die  Perpendikel  CT  und  et  und  setze  den 
Radius  des  in  M  osculirenden  Kreises  =  r;  so  ist 

2c.h^.CM         ,    ^       2y,&^.cM^,   ^^^, 
P  =  "TTÖJ^  ""'^   ^==      r.ct^  ~^^'  ^^^'^' 
wo  P  und  IT  respective   die  von  iW"  nach  C  imd  c  gerichteten 
Centripetalkräfte  bezeichnen.     Da  nun  aber 

so  wird 

JC3I_      _c_M_  , 
^-  CT^  '     ct^" 

Nun  ziehe  man  cV^CM,   alsdann  wird  /\  ctV,csD  CTM, 
mithin 

CM        c  M 

'CM'.cV=:CT:ctimd  P:n=:~^^  :    ~^^ 

=  cV^icM.CM^. 

Zusatz  1. 
§.  715.    Es  verhält  sich  die  Geschwindigkeit  in  M,  wenn 
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der  Körper  nach  dem  Mittelpunkte  C  hingezogen  wird ,  zu 
seiner  Geschwindigkeit  in  demselben  Punkte,  wenn  er  nach 
c  hingezogen  wird,    wie 


:   ~-r^  d.  h.  wie  -7^  .   — T-  =: 


cV  \  CM,  weil  näm- 


CT  et     "•  "*  ''^^  CT        et 

lieh  h  f^^eVy  ist. 

Zusatz  2. 
§.  716.      Sind    die    ümlaufszeiten    nicht    einander    gleich, 
sondern   T  und  #,  so  ist 

T:t  =  -r^,::^  :   ~==  oder  e]i^',y%'^:=:^t^'.T\ 

Wir  erhalten  daher  die  Kräfte  P  und  JT  zu  einander  in 
einem  Verhältniss,  welches  aqs  dem  im  Lehrsatze  angegebenen 
und  dem  umgekehrten  doppelten  Verhältniss  der  Zeiten  zu- 
sammengesetzt ist. 

Zusatz  3. 

§.  717.  In  demselben  Falle ,  wo  die  Umlaufszeiten  un- 
gleich sind,  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten  im  Punkte  M, 
je  nachdem  C  oder  c  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  ist,  zu  ein- 
ander wie 

_J .  _1_ 

r.cr*  t,et 

Anmerkung  1. 
§.  718.  Denselben  Satz  hat  Newton  aus  Buch  L,  Satz  VII, 
Zusatz  3  seiner  Principien  abgeleitet  und  er  bedient  sich  des- 
selben, um  die  nach  einem  beliebigen  Punkte  gerichtete  Cen- 
tripetalkraft  zu  finden,  wenn  die  nach  einem  andern  Mittel- 
punkte hinziehende  bekannt  ist.  Wir  wollen  seine  Anwendung 
in  dem  folgenden  Beispiele  zeigen. 

Beispi  el. 
§.  719.  (Figur  78.)  Die  gegebene  Curve  AMe  sei  ein 
Kreis,  in  dessen  Mittelpunkte  der  eine  von  beiden  Mittelpunk- 
ten der  Kräfte,  nämlich  C  liegt.  Die  nach  C  gerichtete  Cen- 
'  tripetalkraft  P  wird  daher  überall  constant  sein  und  wir  setzen 
sie  =:  g.  Man  sucht  hieraus  die  nach  dem  Mittelpunkte  c, 
welcher  auf  der  Peripherie  liegt,  gerichtete  Centripetalkraft  JT, 
welche  bewirkt,  dass  der  Körper  in  derselben  Zeit  den  ganzen 
Umfang  zurücklege.  Man  fälle  also  von  e  auf  die  Tangente 
JIF  das  Perpendikel  cF,  welches  nach  der  Natur  des  Krei- 
ses parallel  CM  wird.     Wir  haben  daher 


Hosted  by 


Google 


eines  Punktes  im  leeren  Räume.  251 

Zieht  man  aber  die  Linien  AM  und  cM,  so  wird  zi  AMc 
CO  MVc,  also 

cM^  ^       8(7.  CM^ 

c  V :  cM  =  cM :  Ac  oder  c  F  =  "2 — r/j^^"^  ^ ~     cM^^ ' 

Diese  Kraft  11  ist  also  der  fünften  Potenz  des  Abstandes 
Mc,  d.  h.  des  Körpers  vom  Mittelpunkt  c,  umgekehrt  propor- 
tional, wie  wir  schon  oben  (§.686.)  gefunden  haben. 

Z  u  s  a  t  z  4, 
§.  720T    Es  sei  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  welcher 
sich  auf  der  Peripherie  des   Kreises   um   den    Mittelpunkt   C 
bewegt,  =:  V^c    und  die  Geschwindigkeit  des   um  den    Mittel- 
punkt c  sich  bewegenden  Körpers,  in  Jf  =  Vv,  Alsdann  ist 

Die  Geschwindigkeit  des  um  den  Mittelpunkt  c  sich  be- 
wegenden Körpers  ist  also  überall  dem  Quadrat  seines  Ab- 
standes von  c  umgekehrt  proportional. 

Zusatz  5. 
§.  721.    Liegt  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  im  Mittelpunkt 
C  des  Kreises,  so  ist 

hz=y:=p=zr=:CM,  also  P=,g=  -^^  (§.592.). 

Setzen  wir  daher  II  =    pj^^  >  so  wird 

f5  p  f 

^  ~  8.Citf^  '  ^  "^  16.  CM^  ^^'^^'^'^TT^^' 
Anmerkung  2. 
§.  722.  Wir  haben  hier  vorausgesetzt,  dass  die  vom  Kör- 
per beschriebene  Curve  absolut  gegeben  sei  und  man  eine 
Gleichung  für  sie  habe.  Es  kommen  aber  auch  Fälle  vor,  in 
denen  die  beschriebene  Curve  selbst  nicht  gegeben  ist,  son- 
dern vorher  aus  gewissen  Bedingungen,  welche  sich  auf  die 
Bewegung  beziehen,  gefunden  werden  soll.  Hierher  gehört 
dasjenige,  was  hin  und  wieder  über  die  Bewegung  der  Körper 
in  Bahnen,  welche  selbst  beweglich  sind,  gelehrt  worden  ist, 
welche  Betrachtung  wir  in  dem  folgenden  Satze  anstellen 
wollen. 
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Satz  89. 
Aufgabe. 
§.  723.  (Figur  79.)  Eine  ßabn  A'M'B'  dreht  sich  irgend- 
wie um  den  Mittelpunkt  C  der  Kräfte;  man  soll  die  stets 
nach  demselben  Punkte  gerichtete  Centripetalkraft  bestimmen, 
welche  bewirkt,  dass  der  Körper  sich  auf  dieser  beweglichen 
Bahn  bewege. 

Auflösung. 

Während  die  Bahn  aus  der  Lage  Ä' M' B'  in  die  AMB 
gelangt,  bewege  sich  der  Körper  in  der  Wirklichkeit  vom 
Punkte  A'  bis  nach  71/,  so  dass  der  Körper  inzwischen  in  der 
Bahn  den  Winkel  A'CM'z=:ACM,  in  der  Wirklichkeit  aber 
den  Vf\x\ke\  A' CM  =  A' C3I'  ^^  A' CA  beschrieben  habe.  Be- 
findet sich  der  Körper  anfangs  in  A'  ^  so  sei  seine  wahre  Ge- 
schwindigkeit, nicht  die,  welche  er  in  der  Bahn  hat,  =  ^c 
und  es  sei  die  gerade  Linie  CA',  welche  so  wohl  auf  der  Bahn, 
als  auch  auf  der  wirklich  beschriebenen  Curve  senkrecht  ist, 
=  a.  Ferner  sei  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  M ,  in 
so  fern  er  sich  in  der  Bahn  bewegt,  =  '^n,  seine  wahre  Ge- 
schwindigkeit in  demselben  Punkte  aber  =:  ^v.  Es  verhalte 
sich  ferner  die  Winkelgeschwindigkeit  in  der  Bahn  zur  wahren 
Winkelgeschwindigkeit  um  C,  während  der  Körper  sich  in  31- 
befindet,  wie 

1  :  w^ 

In  der  als  unbeweglich  betrachteten  Bahn  wird  also  das 
Element  31' rn'  mit  der  Geschwindigkeit  "^ u  beschrieben.  Man 
setze  den  Abstand  C3I'  =  C3I=^y  und  das  auf  die  Tangente 
in  31'  oder  31  aus  C  gefällte  Perpendikel  CT'  =  CT  —  p:,  so 
hat  man,  weil  die  Form  der  Bahn  gegeben  ist,  eine  Gleichung 
zwischen  y  und  ji.  Während  nun  der  Körper  in  der  Bahn  das 
Element  Mm  beschreibt,  gehe  die  Bahn  selbst  mit  ihrer  Win- 
kelgeschwindigkeit um  C  durch  den  Winkel  mC^i  fort;  so  wird 
sich  der  Körper  in  der  Wirklichkeit  nicht  in  m,  sondern  in  ^ 
befinden,  wo  C^=zCm  angenommen  ist,  er  wird  also  das  Ele- 
ment 31(1,  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit  ^v  beschrieben 
haben.     Es  wird  daher 

M(i :  Mm,  =  V^  :  V7i , 
und  da  der  kleine  Bogen  31v  um  den  Mittelpunkt  C  beschrie- 
ben worden  ist,  die   Winkelbewegung  um    denselben  Punkt  in 
der  Bahn  sich  zur  wirklich  stattfindenden  wie  l:w   verhält;  so 
haben  wir 
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Mn:Mv=l:w. 


Setzt  man  nun  die  Tangente  MT  ~  V?/^  —  p'^  ^=z  (j ^  so 
haben  wir: 

Mm  =:  ^,  3In  ^  ^;  also  M^^'^^^ 
q  9  9  Vu 

Es  ist  aber  ^v^=^mn  =  äy,  also  '~--;5 = ^^^   +  dy^, 

endlieh 

vy^  z=z  ufp'  +  u'^up'^. 

Da  nun  ilift  das  Element  der  wahren  Curve  ist,  welche 
der  Körper  besehreibt,  so  fälle  man  auf  seine  Verlängerung 
von  C  aus  das  Perpendikel  CS  und  es  wird  alsdann 

m  :  Mv  ^  CM'.  C&  oder  CS  =  -^-^. 

Vv 

Aus  diesem  Perpendikel  erhält  man  die  wahre  Geschwin- 
digkeit des  Körpers,  indem 

w  zzz    ■  o    o     (§. 589.) ,  also  u-=z'——^ — tt-  nnd 

lü'^p^y'^ 
Substituiren    wir   diese  Werthe   von  u  und  v,  so  erhalten 

CS 


wir 

wpy 

welchen  Werth  wir  der  Kürze  wegen  mit  tc  bezeichnen  wollen. 
Ist  derselbe  bekannt,  so  können  wir  die  Centripetalkraft  P  be- 
stimmen, welche  bewirkt,  dass  der  Körper  sich  in  dieser,  auf 
bestimmte  Weise  sich    drehenden,    gegebenen  Bahn   bewege. 

Es  ist  nämlich  P  =:     3  ,      (§.592.)  und  da  nun 

^  --^2  I  ..2^2  ^^^*^  ":::::2  —  "i;r2i:2:x+T.2  — tt— 


q^^w'^p^  %^  ~"    //'2p2^2  -r  ^^2  —  ^2  ^^2^2 

1 


^V  '  vr 


jLdit    _  _^    2^      2d[g^        2^Zy         26Z\        2^/;^ 


oder 
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ÜTt dy  (?^;2  ~  1)  q'^  dw^        dp    . 

^  —    2^2^3  fly  +  w^  y^  +  W^y^p'^  dy  * 


Zusatz    1. 
724.     Setzt  man  voraus,   dass   der  Radius  =:  1  sei,   so 


wird 


'^,  =  d.A'CA  =  (^=lll£^ 
CJi  qy 

und  wenn  man  integrirt 

Ä'CA=  f(^"-'^)p^^y^ 

2<?  — 1  :  1  drückt  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeit  der 
Bahn  zur  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers ,  während  dieser 
sich  in  M  befindet,  in  der  Bahn  aus. 

Zusatz  2. 
§.  725.  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  der  Bahn 
=  V17  ist  umgekehrt  wj^  proportional ;  daher  kann  der  Körper 
nur  dann,  wenn  w  constant  ist,  sich  auf  diese  Weise  in  einer 
ruhenden  Bahn  bewegen,  während  er  zugleich  gegen  den  Mit- 
telpunkt C  hingezogen  wird. 

Zusatz  3. 
§.  726.  Setzt  man  also  w  constant  voraus,  d.  h.  das  Ver- 
hältniss der  Winkelbewegung  des  Körpers  zur  Winkelbewegung 
der  Bahn  stets  als  dasselbe,  so  wird  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  in  der  Bahn,  nämlich  Vu ,  dem  Perpendikel  auf  die 
Tangente  CT'  umgekekrt  proportional.  Ferner  wird  die  nach 
C  gerichtete  Centripetalkraft,  welche  bewirkt,  dass  der  Körper 
sich  unter   diesen   Umständen   in   der  ruhenden  Bahn  bewege, 

2ci'^c  df} 
=  "2~~3/"     ^®    ^^^   ^^^    ^^^    Geschwindigkeit,    welche    der 

Körper  in  A'  in  Bezug  auf  die  Bahn  hat,    =  ^y ,  so  ist 
Vy   :.Vc  —.1:2^  (nach  der  Voraussetzung),   also  c  =z  w^  y  , 
Hieraus  ergibt  sich  die  nach  C  gerichtete   Centripetalkraft, 
welche  bewirkt,  dass  der  Körper  sich  in  der   ruhenden  Bahn 
bewege 

2a^ydp 
p'^dy 
übereinstimmend  mit  dem  Frühem  (§.  592.), 
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Zusatz   4. 
§.  727.     Unter  dieser  Voraussetzung^,    dass  w  constant  sei, 
ergibt  sich   der. Winkel  Ä'CÄ,  welchen  die  Bahn  beschreibt, 
während  der  Körper  den  Bogen  A' M'  zurücklegt, 

=  {w  —  \)  r^  ^{w^i)  A'CM' , 

Während  eines  ganzen  Umlaufs  des  Körpers  in  der  Bahn, 
beschreibt  diese  also  um  C  einen  Winkel  von  (^  —  1)  360^. 

Zusatz   5. 

§.  728.  Die  Kraft  aber,  welche  bewirkt,  dass  der  Körper 
sich  in  dieser  beweglichen  Bahn,  der  Winkelbewegung  der 
letzlern  selbst  proportional,  fortbewege,  wird 

w'^p'^dy  w^y'^  p^dy    ^  y^ 

Der  Unterschied  zwischen  der  Centripetalkraft  für  die  un- 
bewegliche, und  der  Kraft  für  die  bewegliche  Bahn  ist  also 
dem  Cubus  des  Abstandes  des  Körpers  Cvom  Mittelpunkte  C 
umgekehrt  proportional. 

Zusatz   6. 
§.  729.    Ist  ^^7=l  oder  lo — ^1  =  0,  so  verschwindet  die  Be- 
wegung der  Bahn  und  es  wird  in  diesem  Falle  die  Centripetalkraft 

2ö^y  dp 

~  p^dy 
indem  das  andere  Glied  =:  0  wird.  Dasselbe  geschieht,  wenn 
^  ~  —  1  oder  2^  —  1  =  —  2  ist  In  diesem  Falle  bewegt  sich  die 
Bahn  doppelt  so  geschwind  rückläufig,  als  der  Körper  /in  der 
Bahn  rechtläufig.  Die  wahre  Curve,  welche  der  Körper  bei 
dieser  Bewegung  beschreibt,  ist  nicht  von  der  Bahn  verschie- 
den, nur  liegt  sie  umgekehrt. 

Zusatz  7. 
§.  730.  Ist  ^^  >  1,  so  bewegt  sich  die  Bahn  rechtläufig 
und  je  grösser  diese  Bewegung  ist,  desto  grösser  ist  auch  die 
Centripetalkraft.  Ist  aber  ^^  <  1 ,  also  auch  ^^  <  1 ,  so  wird  die 
Bewegung  der  Bahn  rückläufig  und  die  Centripetalkraft  wird 
kleiner,  weil  w^ — -1  negativ  ist. 

Zusatz  8. 
§.  731.    Ist  ^^?  r=  0  ,    so  wird    auch  c  =  0  und    es    bewegt 
sich  der  Körper  in   einer  geraden  Linie,   weil  in   diesem   Falle 
die  Winkelbewegung  der  Bahn  gleich  und  entgegengesetzt  der 
Winkelbewegung  des  Körpers  in  der  Bahn  ist. 
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Zusatz  9. 
§.  732.  Ist  w  negativ,  nämlieh  = — n,  so  bewegt  sich  der 
Körper  auf  derselben  Curve,  als  ob  to  =:  +  n  wäre,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  er  nach  der  entgegengesetzten  »Seite 
fortrückt.  Die  Centripetalkraft  P  behält  daher  in  beiden  Fäl- 
len denselben  Werth  bei  und  zwar  allgemein,  wenn  auch  w  einen 
veränderlichen  Werth  hat. 

Beispiel. 
§.  733.    Es  sei  die  Curve  Ä'M'B'    eine  Ellipse,   in  deren 
einem  Brennpunkte  der  Mittelpunkt   C  der  Kräfte  liegt.    Man 
setze  ihren  Parameter  =  L  und  ihre  grosse  Axe  A'B'  ■=■  A . 
alsdann  ist 

Ist  ferner  w  constant,  so  wird  die  Kraft,  welche  bewirkt,  dass 
der  Körper  sich  in  dieser  beweglichen  Ellipse  bewege. 


Den  Winkel,  welchen  die  Bahn  beschreibt,   während  der  Kör- 
per in  ihr  den  Bogen  A' M'  durchläuft,  erhält  man 

==  A'CA  =  {w—l)A'CM'  (§.  727.). 
Die  Gleichung  der   Curve,  welche  der   Körper   beschreibt  und 
deren  Element  M^  ist,  erhält  man,  indem  man  eine  Gleichung 
zwischen  CS=z%  und  CM^y  sucht.     Da  nun 

so  erhält  man,  indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  7C  = 


wpy 


substituirt: 


4^3/  — 42/2  + (K;2_l)jy' 

welches  die  Gleichung  der  beschriebenen  Curve  ist. 

Anmerkung  I. 
§.  734.  Die  (Jurven,  welche  von  Körpern,  unter  Einv^ir- 
kung  derartiger  Centripetalkräfte ,  beschrieben  werden,  kann 
man  sehr  schwer  auf  andere  Weise  erkennen  und  man  kann, 
ohne  Anwendung  der  obigen  Betrachtung,  ihre  Form  gar  nicht 
bestimmen.  Den  grössten  Nutzen  hat  daher  die  Erforschung 
derartiger  Centripetalkräfte  in  Bezug  auf  die  Curven,  welche 
aus  beliebig  gegebenen  Bedingungen  hervorgehen  und  man  kann 
auf  umgekehrte  Weise  aus    gegebenen   Centripetalkräften    die 
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Curven    nebst  ihren   Eigeuschatiten    ableiten.     Bei    den   Bewe- 
gungen der  Himmelskörper  kommen  nämlich  so  vevwickelteAus« 
drücke  der,  auf  sie  wirkenden,  Kräfte  vor,  dass  man  ihre  Bah- 
nen durchaus  gar  nicht  würde   bestimmen   können,   wenn   sieh 
jene  Kräfte  nicht  zufällig  in  einem  solchen  Falle  befänden,  aus 
welchem  man  a  posteriori  die  Centripetalkraft  abgeleitet  hat. 
Anmerkung   2. 
§.  735.     Findet  man ,  dass  ein  Körper  sich  in  einer  beweg 
liehen  Bahn  dieser  Art  bewegt,  so  kann  mau  seine  Bewegung 
und  seinen  Abstand  vom  Mittelpunkte   C  zu  jeder  Zeit  bestim- 
men.    So  oft   der  Körper    in  seiner  Bahn    zu   den  Punkten  A' 
und  B'  gelangt,    wird  er  sich  im   kleinsten   und  grössten  Ab- 
stände von  C  befinden.     Da  nun  die  Bewegung  der  Linie  A' B' 
welche  die  Absidenlinie  heisst,  gegeben  ist;   so  kann  man  be- 
stimmen, w^ann  der  Körper  sich  in  der  grössten  oder  kleinsten 
Entfernung  von    (7  befindet.     Newton   hat  diesen  Gegenstand 
im  Abschnitt  IX  des  ersten  Buches   der  Principien   behandelt 
und   Cr  benutzt  diese  Theorie,  um  die  Bewegung  der  Absiden- 
linie der  Mondsbahn    zu  bestimmen.     Diese  Betrachtung  kann 
aber  nicht  ganz  genau   dem  Monde   angepasst   werden,   da  die 
denselben  antreibende  Kraft  nicht,  wie  hier  vorausgesetzt  wurde, 
nach   einem   gewissen   festen  Punkte  C,    sondern   nach   einem 
beständig  veränderlichen  gerichtet  ist.     Wir  werden  uns  daher 
bemühen,  nachdem  wir  das  übrige  hieher  Gehörigie  erklärt  ha- 
ben werden ,  andere  Sätze  aufzustellen ,  welche  sich  mehr  eig- 
nen, auf  die  Mondstheorie  übertragen  zu  werden. 

Satz   90. 

Aufgabe, 

§.  736.  (Figur  79.)  Es  ist  die  Curve  bekannt,  welche  ein 
durch  eine  beliebige  Centripetalkraft  V  angetriebener  Körper  be- 
schreibt; man  soll  diejenige  Curve  bestimmen,  welche  ein  durch 

eine  Centripetalkraft   V  -j-     -^  (wo    y    den    Abstand    MC  des 

Körpers  vom  Centruin  C  bezeichnet)  angetriebener  Körper  be- 
schreibt. 

Auflösung. 

Wirkt  die  Centripetalkraft   F  +  -~ ,  so  sei  die  Geschwin- 
digkeit, mit  v^ elcher   der  Körper   in   A'   nach  einer,  auf  CA' 
normalen  Richtung  fortgeworfen  wird,  =  V^c.     Man  setze  CA' 
z=z  a.    Wirkt  ferner  die  Kraft    F,  so  sei  A'3I'B'  die  Bahn,  in 
Eulei's  Meclianik.  1.  IT 
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welcher  ein^  in  demselben  Punkte  ^' und  nach  derselben  Rieh 

tungaber  mit  der  Geschwindigkeit  V^y  fortgeworfener  Körper  sich 

bewegen  würde.     Aus  dem  vorigen  Satze  geht  nun  hervor,  dass 

C 
vermöge  der  Kraft   V  +  —^  der  Körper  sich  in  derselben  Bahn 

y 

A'31'B',  die  sich  jedoch  um  den  Mittelpunkt  C,  in  einem  gegebe- 
nen Verhältniss  zur  Winkelbewegung  des  Körpers  in  der  Bahn^ 
dreht,  bewegen  wird.  Es  sei  demnach  iv — '1:1  das  Verhältniss 
der  Winkelbewegung  der  Bahn  zur  W'inkelbewegung  des  Kör- 
pers in  der  letztem,  wäLrend  er  sich  in  M  befindet,  ferner  sei 
c  =  vP'y  (§.  726.)  und  es  werde  das  von  C  auf  die  Tangente 
in  M  gefällte  Perpendikel  CT  zzz  p  gesetzt.  Hieraus  geht  her- 
vor, dass  die  Centripet^lkraft,  welche  bewirkt,  dass  der  Kör- 
per sich  in  der  festen  Bahn\z4'-/l/'i5'  bewege,  sein  wird 

"*"    p  ^  dy 

Diese  Gleichung  betrachten  wir,  weil  die  Curve  A'M'B'  nach 
der  Voraussetzung  gegeben  ist,  als  construirbar.  Die  Kraft 
aber,  welche  bewirkt,  dass  der  Körper  sich  in  derselben,  an- 
gegebener Massen  beweglichen,  Bahn  bewege,  wird  aber 

^  y'     v'^^  y'         ^^'   '     * 

Wir  erhalten  daher 


C=^2rr^y(tor~l)=-— ^^^^-^^  und 


10^ 


2rt'2^,_e' 


ferner  _________ 

w—l'.l^ ^ P—      :  1  und  y  ==  — ä"^""' 

Hat  man  daher  die  Curve  gefunden,  welche  der  in  A'  mit  der 

Geschwindigkeit Y   —^—^ —   fortgeworfene   Körper,   unter  An- 

C 
trieb  der  Kraft   F  beschreibt;  so  wird  die  Kraft   F  +  —    be- 

y 

wirken,  dass  der  mit  der  Geschwindigkeit  V  c  in  A^  fortge- 
worfene Körper  sich  in  derselben  Bahn  bewege,  wobei  jedoch 
die  letztere  selbst  sich  so  dreht,  dass  ihre  Winkelgeschwin- 
digkeit sich  zur  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  in  der 
Bahn  verhalte,  wie 


V'la-c-C 


:  1. 


Hosted  by 


Google 


eines  Punktes  im  leeren  Räume.  259 


aliein  und  wenn  er  in  A'  mit  der  Geschwindigkeit  4/  ^^  ^"" 

1        2«' 


Die  Bewegung  des  Körpers  in   der  Bahn  wird  ferner  dieselbe 
sein,  welche  er  in  der  festen  Bahn,  unter  Antrieb  der  Kraft  V 

fortgeworfen  wäre,   haben   würde.     Die   letztere  Bewegung  ist 
nach  der  Voraussetzung  bekannt. 

Zusatz   1. 
§.  737.    Während  daher   der  Körper   in   der  Bahn   von  A^ 
bis  B'  gelangt   oder  um  den  Mittelpunkt  C  einen  Winkel  von 
180^  beschreibt,    wird  die  Bahn   selbst  sich  um  C,  um  einen 
Winkel  von 

drehen  (§.  727.). 

Zusatz  2. 
§.  738.     Ist  daher  die  gerade  Linie  A'B'  die  Absideniinie, 
so  wird  A'  die  untere  und  B'  die  obere  Abside,  wie  die  Astro- 
nomen sie  nennen.     Der  Körper   wird   also  von  der  untern  zur 
obern  Abside   gelangen,   nachdem  er  um   C  eine  W^inkelbewe- 

gung;  von 

^     ^  180O 


V 


2«^  c 


zurückgelegt  hat, 

Z US  atz  3. 
§.  739.    Die  Zeit,   in  welcher  der  Körper  in   der   bewegli- 
chen Bahn  von  A'  bis  M  gelangt,   ist  derjenigen  gleich,  deren 
er  bedarf,  um  in  der  ruhenden  von  A'  bis  M'  zu  kommen.    Es 
wird  aber 

A'  CM.:  A'  CM'    •=:   tvA    =    ■— :rJrr==r:z^  :  1. 


vT 


1    '-■ 


2«/^  c 


B  ei  spiet 
§.  740.     Es  sei   V  dem  Quadrat  des  Abstandes  vom  Cen» 

trum  umgekehrt  proportional,  also   V  ^'~,   alsdann    wird   die 

Curve  A'M'B'  eine  Ellipse  sein,  in  deren  einem  Brennpunkte 
der  Mittelpunkt  C  der  Kräfte  liegt.  Es  sei  die  grosse  Axe 
A'B'  —  A  und  der  Parameter  =  L,  so  wird 


a=\A^\  \f'A^  ~  AL  =  A'  C  und  B' C  ^  \A  +  IS^^-  AL-, 


Hosted  by 


Google 


260    Kapitel  V,   Von  der  freien  krummlinigen  Bewec/nnf/ 

Da  ferner  4/>^  =  -r-^  ist,  so  wird 
A—y 

2a^ydp      Aa^_P    also  ia^y^Lp^4a^c~W. 

woraus  folgt 

L  =  ^'^^  und  Sre=  SfMl^. 

Hier    ist  S^~c    die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  A'  für   die, 

vermöge  der  Oentripetalkraft  S^  +  —3   bewegliche^    Bahn.     Es 

1/         *J 
verhält  sich  ferner  die  Winkelbewegung  der  Bahn  zu  der  Win- 
kelgeschwindigkeit des  Körpers  in  der  letztern,   wie 

Der  Körper  wird  daher  von  der  untern  Abside  zur   obern   ge. 
langen,  nachdem  er  mit  seiner  Winkelbewegung 

zurückgelegt  hat, 

Satz   91. 

Aufgab  e. 

§.  741.     Die  Figur   der  Bahn,   welche  ein  Körper  vermöge 

einer  beliebigen  Centripetalkraft  beschreibt,   weicht  wenig  von 

einem  Kreise  ab;  man  soll  dieBewegung  der  Absiden  bestimmen. 

Auflösung. 
Man  muss  eine  derartige  Bewegung  mit  der  eines  Körpers 
in  einer  beweglichen  und  wenig  excentrischen  Ellipse  verglei- 
chen, deren  einer  Brennpunkt  im  Mittelpunkte  der  Kräfte  liegt» 
Befindet  sich  diese  Bahn  in  Ruhe,  so  wird  der  Körper  sich 
in  ihr  bewegen,  wenn  er  durch  eine,  den  Quadraten  der  Ab- 
stände umgekehrt  proportionale,  Centripetalkraft  angetrieben 
wird.  In  derselben,  aber  beweglichen  Bahn  wird  der  Körper 
fortschreiten,   wenn  die  Centripetalkraft 

^  Ödl^  ist  (§.  740.). 

y^    • 

Behält  man  die  vorhergehende  Bezeichnung  bei,  so  setze  man 
y  ^=z  a-\-z,  wo  z  im  Vergleich  mit  a  sehr  klein  sein  wird,  weil 
die  vom   Körper   beschriebene   Curve  nach   der  Voraussetzung 
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einem  Kreise  sehr  nahe  kommt.     Jene  Centripetalkraft  wird  daher 

und  der  Parameter  sehr  nahe  =2«.  Wir  setzen  nun  die  Cen- 
tripetalkraft, welche  den  Körper  antreibt,  "-3?  wo  P  irgend 

eine  Function  von  y  ist.  Man  setze  nun  in  P  statt  y  seinen 
Werth  a-\-x  und  es  werde,  indem  man  wegen  der  geringen 
Grosse  von  z  diejenigen  Glieder  vernachlässigt,  welche  mehr 
als  Eine  Dimension  von  z  enthalten, 

P  =z  E-\-F.z. 
Vergleicht  man  daher  den  Werth  auf  der  rechten  Seite  mit  der 
ohigen  Formel  af^^  C^zp,  so  wird  F  =  f-  oder  f  =  SfF 

und  aF+  C  ^  E  oder  C  ^  E-aF, 
Substituirt  man  diese  Wert  le,   so  wird  der,    durch  die  Centii 

P 

petaikraft  —  angetriebene  Körper    von    der  untern  Abside   zur 

obern  gelangen,  nachdem  er  eine  Winkelbewegung  von 

zurückgelegt  hat,  indem  2«  statt  L,  F  statt  f^  und  E—aF 
statt  C  substituirt  worden  ist.  Hierbei  ist  jedoch  vorausgesetzt, 
dass  die  Bahn  nicht  viel  von  einer  kreisförmigen  abweiche. 

Zusatz  1. 
%,  74:'2.     Da  die  t'entripetal kraft  =^r-|- —    ist,   so  wird   die 

y^    y^ 

Winkelbewegung  der  Bahn  proportional  der  gleichzeitigen  Win 
kelbewegung  des  Körpers  in  der  Bahn  (§.  728.).  Hat  sich  also 
der  Körper  um  einen  Winkel  von  360^  bewegt,  so  hat  die  Ab- 
«idenlinie  A' B'  während  derselben  Zeit  einen  Winkel  von 

Ve 

beschrieben. 

Z  u  s  a  t  z  2. 
§.  743.  Da  E  eine  solche  Function  von  a,  als  P  von  y  ist, 
»0  wird  F.z  das  Increment  von  jK^  wenn  a  um  das  Element  z 
aunimmt;  also  wenn  z=  da  gesetzt  wird,  F. da  =  dE.  Der 
Winkel,  welchen  der  Körper  von  der  untern  Abside  bis  zur 
obern  beschreibt,  wird  daher 
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=  1800.4/  ^± 

Zusatz  3. 
§.  744.    Weil  E  eine  solche  Function  von  a,  als  P  von  y 

ist,  so  kann  man  in  — — -,  u  statt  a  und  P  statt  J5J  setzen.    Ist 
adE     ^ 

P 

daher  die  Centripetalkraft  = -r;,   so  wird   der   Körper   von   der 

untern  Abside  bis  zur  obern  einen  Winkel  von 

Y   ydP 
beschreiben  und  v\  enn  in  diesem  Ausdruck  y  stehen  bleibt,  kann 
man  statt  seiner  a  setzen ,  weil  der  Unterschied  beider  sehr  ge- 
ring ist. 

Zusatz  4. 

§.745.     Ist '^'>'^  oder  i^>'^,    so    wird   die  Ellipse, 
a        E  y         P 

welche   durch  ihre  Umdrehung    die  wahre  Bewegung  des  Kör- 
pers darstellt,  sich   rechtläufig   bewegen.     Ist  hingegen  ^  < 

dP  ,  ,     .       .  ,  ,  .     ^        T  .        ^i'  ^    dtf      dP     1 

-^,   so  bewegt  sie  sich  riickläufisf.     Ist  endlich  -^  =  — ,^    oder 
P  "  ^  y         P 

P  z=z  «2/  ?  SO   wird  die  Centripetalkraft   dem   Quadrat   des    Ab- 

standes  umgekehrt  proportional.     In  diesem  Falle  wird  die  Ab- 

sidenlinie  ruhen   oder   der  Körper   von  der  untern   Abside  zur 

obern  und  hierauf  von   dieser   zu  jener    gelangen  ^   nachdem  er 

einen  Winkel  von  180  ^  beschrieben  hat. 

Zusatz  5. 
§.  746.     Ist  ferner   der  Winkel  gegeben,   nach  dessen  Be- 
schreibung der  Körper  von  der  einen  x\bside  zur  andern  gelangt 
und  setzen  wir  denselben  =180. fi^,  so  wird 

^2  ---  :^^  Q^Q^  /iu/i  —    ciy  und   P  :^  a  .  yT^K 

Die   Centripetalkraft,  welche  bewirkt,    dass  die  Bewegung  der 
Absidenlinie  diese  Grösse  erhalte,  ist  demnach  proportional 

1  —  3  ,a- 
y       ß^, 

Zusatz  6. 

Pdv 
§.  747.     Trifft  es  sich,  dass  — -y^  oder    dP  negativ    wird, 

go  wird  die  Be^vegung  der  Absidenlinie  imaginär.    Man  erkennt 
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hieraus  5  dass  der  von  der  einen  Abside  ausgegangene  Körper 
nie  zur  andern  gelangen  kann,  sondern  sich  beständig  vom  Cen- 
trum entfernen,  oder  ihm  nähern  und  in  keiner  geschlossenen 
Curve  bewegen  wird. 

Zusatz  7. 
§.748.     Ist  die  Centripetaikraft  der  nten   Potenz   der   x\b- 

stände  proportional,  also  P  r:^  y"^^^,  so  wird  — -^=: — —^  und 

es  wird  daher  der  Körper  von  der  untern  Abside  zur  obern  ge- 
langen, nachdem  er  um  den  Mittelpunkt  C  einen  Winkel  von 

180  <^ 


V71  +  3 
beschrieben  hat;   er  wird  aber  von   der  untern  oder  obern  Ab- 
side ausgehend  zu  derselben  zurückkehren,    nachdem   er   einen 

Winkel  von  --= beschrieben  hat. 

\^n  +  3 

Zusatz   8. 

§.  749.     Ist  daher  V^n-[-3  rational  und  ?/i  die  kleinste  ganze 

Zahl,  wodurch  — ebenfalls  eine  ganze  Zahl  wird;  so  wird 

V^yi  +  3 

der  Körper  erst  nach  — vollbrachten    Umläufen    um    den 

^  V/z-f3 

Mittelpunkt   C  zu  demselben  Punkte  zurückkehren  und   es  wird 

die   vom   Körper    beschriebene    Curve    eben    so   viele   Spiralen 

bilden,   bevor   sie  in    sich  selbst  zurückkehrt   und   geschlossen 

wird.     Ist  aber  ;i-f-3   kein  Quadrat,   so   wird    die  Curve  nie    in 

sich  selbst   zurückkehren,   sondern  unzählige  Spiralen   um  den 

Mittelpunkt  C  haben  und  es  wird   daher   auch    der  Körper  nie 

wieder  dieselbe  Bahn  durchwandern. 

Beispiel   1. 

§.  750.  Es  ziehe  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  im  umgekehr- 
ten dreifachen  Verhältsiss  der  Kräfte  an,  so  wird  ^+3  ==:  0. 
Unter  dieser  Voraussetzung  wird  daher  der  von  der  einen  ilb- 
side  ausgegangene  Körper  nur  erst  nach  unendlich  vielen  Um- 
läufen zur  andern  gelangen.  Nimmt  abör  die  Centripetaikraft 
in  einem  grössern  Verhältniss,  als  dem  dreifachen  der  Entfer- 
nungen ab,  so  wird  die  Curve  gar  nicht  zwei  Absiden  haben, 
sondern  sich  entv^eder  ins  Unendliche  entfernen,  oder  wie  die 
logarithmische  Spirale  im  Mittelpunkt  selbst  aufhören. 
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Beispiel  % 
§.  751.  Ist  die  Centripetalkraft  den  Quadraten  der  Abstände 
umgekehrt  proportional,  so  wird  n  +  3=:l.  Der  Körper  wird 
also  in  diesem  Falle  von  der  einen  Abside  zur  andern  gelan- 
gen, nachdem  er  einen  Winkel  von  180^  beschrieben  hat  und 
die  Curve  nach  jedem  Umlauf  in  sich  selbst  zurückkehren. 
Der  Körper  bewegt  sich  nämlich  in  einer  Ellipse,  in  deren 
einem  Brennpunkte  sich  der  Mittelpunkt  der  Kräfte  beiindet 
und  deren  grosse  Axe  die  Absidenlinie  ist. 

Beispiels. 

§.  752.  Ist  die  Zentripetalkraft  den  Abständen  umgekehrt 
proportional,  so  hat  man  7i+3=:2.  Der  Körper  wird  daher  von 
der  untern  Abside  zjur  obern  gelangen,  nachdem  er  einen  Win- 
kel von 

V~2 

zurückgelegt  hat.     Weil  aber  V2   irrational  ist,  wird  die  Curve 
nie  in  sich  selbst  zurückkehren. 

Beispiel  4 
§.  753.     Ist  die  Centripetalkraft  in  jedem  Abstände  constant^ 
so  wird  n  =  0.     In    diesem  Falle  gelangt  der,    von    der   einen 
Abside  jausgegangene,  Körper  zur  andern,  nachdem  er  einen  Win- 
kel von 

L?5!  ~  ia3^55' 

VW 
7MTViQ\ige\egi  hat, 

Beispiel  5. 
§.  754.  Ist  die  Centripetalkraft  dem  Abstände  des  Körpers 
vom  Centrum  direct  proportional,  so  bat  man  n  =  1.  In  die- 
sem Falle  bewegt  sich  der  Körper  bekanntlich  in  einer  Ellipse, 
in  deren  Mittelpunkte  das  Centrum  der  Kräfte  liegt  (§.  631.). 
Die  untere  Abside  steht  daher  vom  Punkte  der  grössten  Eht^ 
fernung  uni  einen  Winkel  von  W  ab,  was  auch  aus  der  For- 
mel folgt,  indem  hier 

1^^^     =   900  ist. 


Anm  erkung  1. 
§.  755.     So    oft  daher   der  Körper  um   den  Mittelpunkt  der 
Kräfte  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  geworfen  wird,   daas 
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er  sich  fast  in  einem  Kreise  bewegen  sollte,  kann  man  mitteist 
dieses  Satzes  die  wahre  Cürve  bestimmen,  welche  er  beschrei- 
ben wird.  Diess  kann  nichts  mittelst  der  blossen  Betrachtung 
der  Ce»tripetalkraft,  geschehen.  Hieraus  geht  um  so  mehr  der 
Nutzen  derartiger  Betrachtungen  hervor,  da  Umstände,  welche 
sonst  sehr  schwer  zu  bestimmen  sind,  durch  sie  sehr  leicht  ins 
klare  gesetzt  werden.  Newton  hat  denselben  Satz  im  Ab- 
schnitt IX,  Satz  45  aufgestellt. 

Anmerkung  2. 

§,  756.    Wir  haben  schon  oben  (§,  669  und  670^)    gezeigt, 
dass  unter   der  Voraussetzung,    dass   die    Centripetalkraft   dem 
Cubus  des  x\bstandes  umgekehrt  proportional  sei,  ein  nach  dem 
Mittelpunkte    herabsteigender   Körper   in    endlicher    Zeit   dahin 
gelangen,  hierauf  aber  nicht  mehr  aus   ihm  heraustreten,    son- 
dern  gewissermassen  vernichtet    werden  wird.      Dasselbe    gilt 
auch,  wenn  der    Körper    geradlinig    zum   Centrum   herabsteigt. 
Auf  ähnhche  Weise  wird,  wenn   die  Centripetalkraft  in   einem 
grössern  Verhältniss,  als  dem  dreifachen  der  Abstände  abnimmt, 
der  Körper,  sobald  er  das  Centrum   erreicht  hat,    daselbst  ver- 
schwinden und  weder  über  dasselbe  hinaus  fortschreiten,   noch 
von  ihm  zurückkehren.    Was  nämlich  auch  aus  der  Kraft  wer- 
den  möge,   so  würde  die  Curve,    welclie   der   mit  einer  gewis- 
sen Geschwindigkeit   geworfene  Körper   besehriebe,    zwei   Ab- 
siden  haben,  was  absurd  wäre  (§.  750.)-     So, oft  aber  die  Cen- 
tripetalkrait  in  einem  kleinern  Verhältniss  als   dem   dreifachen 
abnimmt,   also   etwa  im   einfachen    oder  grössern;   so   wird   der 
Körper,   nachdem   er   zum  Centrum   gelangt   ist,    auf  derselben 
geraden  Linie  zurückweichen,  auf  welcher  er  sich  ihm  genähert 
hatte.     Diess  geht  in  Bezug  auf  das  umgekehrte  doppelte  Ver- 
hältniss  ans   §.  655.  und  auf  das    einfache   aus  §.  266.  hervor, 
wo  der  Körper   offenbar  nicht   über   das  Centrum  hinausgehen 
kann.     Ist  aber  n  +  l>Ö,   so  wird  der  geradlinig  zum  Centrum 
herabsteigende  Körper  eine   endliche  Geschwindigkeit  erhalten, 
mit  welcher  er  über  das  Centrum  hinaus  auf  derselben  geraden 
Linie   fortgehen  wird,  bis  er   seine   ganze  Bewegung  verloren 
hat  (§.  273.).     Auf  diese  Weise  haben  wir  dem  oben   f§.  272.) 
ausgesprochenen  Wunsche  Genüge  geleistet,  wo  wir  die  Bewe- 
gung eines  geradlinig  herabsteigenden  Körpers,  nachdem  er  zum 
Centrum  gelangt  ist,  zu  bestimmen  hatten. 
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Satz  92. 
Aufgab  e. 
§.  757.  (Figur  80.)  Man  soll  die  nach  zwei  Mittelpunkten 
C  und  D  der  Kräfte  gerichteten  Centripetalkräfte  bestimmen, 
weiche  bewirken,  dass  der  Körper  sich  auf  einer  gegebenen 
Curve  AMB  und  mit  einer ,  in  den  einzelnen  Punkten  gegebe- 
nen, Geschwindigkeit  bewege. 

Auflösun  g. 
Es  bewege  sich  der  Körper  von  A  durch  M  nach  B  und 
es  sei  seine  Geschwindigkeit  in  31  ■==:  Slv,  ferner  CBl  =z  y 
und  DM  :=■  z.  Man  ziehe  die  Tangente  TV  und  fälle  auf  sie 
von  C  und  D  die  Perpendikel  CT  ~  p  und  DV  =  g.  Fer- 
ner sei  die  nach  C  gerichtete  Centripetalkraft  ~P  und  die  nach 
D  gerichtete  =  Q.    Die   aus  beiden  entspringende  Normalkraft 

ist  daher  :=z  —1-  +^  und  die,  die  Bewegung  des  Körpers  be 
3/         ^  

1,1       .        1       rr            ,.  n      ff             PViß-p'^        QS^z^-q"^, 
schleunigende,   langentiauvrait  ==  —  ^ ^ '— -^5 

y  ^  ^ 

vorausgesetzt,  dass  die  Tangenten  nach  der  zurückliegenden 
Seite  der  Bahn,  d.  h.  nach  MA  hin  liegen.  Setzt  man  daher 
den  Radius  des  in  77/  oscullrenden  Kreises  =:r  und  das  Ele 
nient  der  Curve  =  ds,  so  erhalten  wir 

i,  ^+^-£=2^  (§.561.)  und 
y  z        r      ^ 

dv  =  ^^^^l"^^^^ 

y  z 

oder,  weil   ds  -  --MM^^-j^L^,  2,  dv^-Pdy~Qdz. 

Verbindet  man    diese   zwei   Gleichungen  mit   einander,    so 
ergibt  sich 

p 2vyzdz  +  fjrydv 

przdz  —  (^p'ydy 
n  —  '^vzydy  -]-  pvzdv _  —  2vzydy  —  przdv 
qrydy  —  przdz  '~~     przdz—  qrydy 

ü     .  X     i,  ydy      zdz        1     ,  j  yfJySTz^—q'^      , 

Es  ist  aber  r  —  ^4-^—  -—  und  oben  zdz  zzz  ^i-^ r~-?  ali>o 

dp        dq  S^y'^-p'^ 

,tri  =  ^^;^  ^^3i/     Setzt  man   endlich    CD  =  U,   so   wird  k'^ 

\y^—p^ 
~  yij^^^^^2pq'- 2 V"0y2  — /?2)  (^2 _  ^2y;~^^.orauf  man  P  und  Q 
nach  Belieben  bestimmen  kann. 
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Zusatz  1. 
§.  758.     Soll  sich   der  Körper  auf  der    Curve   gleichförmig 
bewegen,  so  ist  v  =  const.  und  ^v  r=  0;  also 

p  ^    _2^&       ,   Q  =  _^Ä      ™d  P:q=.ch:~dy. 
pvzdz—qrydy  pvzdz  —  qryäy 

Zusatz  2. 

%.  759.     Ist  t;  = — ^,  oder  die  Geschwindigkeit  dem  vom 

Mittelpunkt    C  auf  die  Taugente    gerillten  Perpendikel  umge- 
kehrt proportional,  so  wird 

.  Idi^dp        ,  ,  %zchHp      ~-%'Ji^ziidy 

av=:~ —^  und  przdv  =  ~ — '—-=1 » 

pi  pL  pL 

~  —  ^Ivzydy ,  also   Q  =z  0. 

^cli^yzdz 'Ich'^cjrydp 

Ferner  wird  P  =  ZJ^ZZUZIL  =  ^cA-JÜ^^-M^! 
r  [pzdz  —  qy^y }  P  ^  \  pzdz  —  qydy\ 

^  ?^  (§.  708.). 

Diese  Kraft  bewirkt  nämlich   allein,   dass  der  Körper  sich 
auf  diese  Weise  längs  jener  Curve  bewege. 

Beispiel. 
§.   760.    Die   gegebene  Curve  ÄMB  sei  eine  Ellipse  und 
die  Mittelpunkte  C  und  D  der  Kräfte  ihre  Brennpunkte.     Man 
setze  ihre  grosse  Axe  AB  =  A  und  ihren  Parameter  =i:L,  so 
wird  nach  der  Natur  der  Ellipse 


Ap^  ^  ^JL  und  4r/  .:z  ^^A. 

^         A—y  ^         A—z 


Ferner  wird 


.  ,  i{Aii'-^m     i{Az-z^)l 

z  ^  A--y  un^  r  :=:.  -i--^— ^-^  zz:--^--^,  woraus  folgt 

A\  AL  Ay  AL 

P  ~   ^'^f^y—y^^'^i^—y)        q  __  Ävdy-{-ydv{A'~'y) 

HÄ-^y)ydy     -'  ^^A-^y)y,jy  ^     ; 

also  Q  +  P  =  ^  und   Q-P  =  '^. 

yz  dy 

Satz  93. 

Aufgabe. 

§.  761.     (Figur  81.)     Ein  Körper   bewege   sich   mit   einer 
gegebenen  Geschwindigkeit  auf  der  ebenfalls  gegebenen  Curve 
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Ä3IB\  man  soll  die  nach  dem  Mittelpunkte  C  gerichtete  Cen- 
tripetalkraft  und  zugleich  die,  stets  auf  AB  normal  längs  MP 
gerichtete  Kraft  bestimmen,  welche  beide  Kräfte  bewirken, 
dass  der  Körper  sich  auf  dieser  Curve,  mit  der  vorgeschriebe- 
nen Geschwindigkeit,  frei  bewege. 

Auflösung. 
Es  sei  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkte  M  := 
V^v,  der  Abstand  MC  =  y  und  das  Perpendikel  MP=iz.  Man 
setze  die  nach  dem  Mittelpunkte  C  gerichtete  Centripetalkraft 
—  P  und  die  längs  MP  ziehende  Kraft  =  Q.  Hat  man  in  31 
die  Tangente  J/F  gezogen,  so  fälle  man  auf  dieselbe'die  Per- 
pendikel  CT  =^  p  und  PQ  =:  g.     Es   wird  demnach   die  aus 

Pp      Qo 
beiden  Kräften  hervorgehende  Normalkraft  r=:  — 1. -j- .^LZunddie 

'^         ^ 

Tanojentialkrait  = -^ ii_-j-:i Jl^,     Setzt   man  nun 

y  ^ 

den  Radius  des  in  M  osculirenden  Kreises  =r,  so  erhalten  wir 

^£+  9l=z'~  (§.  56t.),  und  dv  =:  ^Pdy~~Qclz  (§.559.) 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  vereint  ergibt  sich 

^^  _  1vijzd%-\rqrydv  ^^^^^  —'Iviydy  ~  przdv 

przdz  — •  qrydy  przdz  —  fpydy 


Setzt  man  aber  CP  =:  o:,  so  wird  ^dx^\dT?'  \dx^=.z\q^A^x 

zdoc 

Q  =^  y.'       -=  und   wenn  man    dx    als   constant     betrachtet. 

(dx^ -{■  dz^)^     ^  ,   ,  ./--  o  ,    o       ,  zdx—-a:dz 

r  :==!    ~ 5 — j-jT- '  Ferner  wird  y  =  T  a;^  -j- z^  und p rr:  ,,         — — r»- 

—  dxddz  *^  -r  /      ^dx'^Vdz'^ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  für  PundQ, 
so  erhält  man 

^ 2vydxdzddz  — •  ydxdv  (dx^  +  dz"^) 

/^—  TTid^^Td^  """^ 

_  —  2vydydxddz  +  {zdx  —  xdz)  (dx'^  +  dz'^)  dv 

Zusatz  1. 

§.  762.     Soll  sich  der  Körper  gleichförmig  auf  der   Curve 
bewegen,  so  dass  v  =  c  und  dv  =  0  ist,  so  wird 

Icydxdzddz  —  '^cijdydxddz 

^  -  '^^(d^^^W        ^"~    x{dx'^A'd^)'^" 

X 
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Zusatz  2. 
§.  763.     Ist  die  Curve  ein  Kreis,   dessen  Mittelpunkt  sich 
in    C  befindet  und    setzt   man    seinen    Radius  ™   a  ;    so    wird 

r=:p  — ^  — fl,    also  dy^=:0  und  q:z=:z:a  oder  q  ^=2  — 

Wir  erhalten  daher  in  diesem  Falle 

2t;       zdv  dv 

<2v       Qz 

Ist  daher  Q  bekannt,  so  w\rdP=: — .  Ist  zugleich  1;  =:^  c, 

also  c/t;  — 0,  so  wird 

Pz=:    —und   Q:=:0. 

a 
An  merkung. 
§,  764.  Aus  diesem  für  sich  betrachteten  Satze,  bei  wel- 
chem die  vom  Körper  beschriebene  Curve  gegeben  ist,  ergibt 
sich  wenig  Nutzen  für  die  Bestimmung  derjenigen  Curven, 
welche  Körper  beschreiben,  die  durch  zusammengesetzte  Kräfte 
angetrieben  werden.  Man  kann  aber  von  ihm  zu  andern  Sätzen 
weiter  gehen,  in  denen  die  von  den  Körpern  beschriebenen 
Curven  selbst  nicht  gegeben  sind,  sondern  wo  diese  aus  der 
Bewegung  eines  oder  mehrerer  hervorgehen,  wie  diess  bei  den 
frühem  Sätzen  der  Fall  war,  in  denen  wir  die  Bewegung  der 
Absiden  behandelt  haben. 

Satz  94. 

Aufgabe. 

§.  765.  (Figur  82.)  Ein  Körper  bew  ege  sich  auf  beliebige 
Weise  in  der  Curve  AMB,  diese  aber  drehe  sich  inzwischen 
um  den  festen  Punkt  C;  man  soll  die  zwei  Kräfte  bestimmen^ 
deren'  eine  stets  nach  demselben  Punkte  C,  deren  andere  nor- 
mal gegen  die,  der  Lage  nach  gegebene,  gerade  Linie  PC 
gerichtet  ist,  welche  zwei  Kräfte  bewirken,  dass  der  Körper 
sich  in  dieser  beweglichen  Bahn  frei  bewege. 
Aul'lösung. 

Die  Geschwindigkeit  des  in  M  befindlichen  Körpers,  w  omit 
dieser  das  Element  Mm  der  Curve  zurücklegt,  sei  =  Vi;  und 
es  verhalte  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  in  der 
Bahn  zu  seiner  wahren  Winkelgeschwindigkeit  um  C,  wie 

oder    die   erstere  W^inkelgeschwindigkeit    zur    Winkelgeschwin- 
digkeit der  Bahn,  wenn  der  Körper  sich  in  M  befindet,  wie 
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Man  setze  den  Radius  CM  ^=^  y  und  das  von  C  auf  die  Tau 
geilte  in  M  gefällte  Perpendikel  CT^=^p ,  \\\q  auch  die  Tan- 
gente MT~q,  so  dass  q  =:  Sfy'^ — p'^  werde.  Aus  31  fälle 
man  auf  die,  der  Lage  nach  gegebene,  gerade  Linie  DP  das 
Perdendikel  31P ,  setze  dasselbe  =::  %  und  CP^=^x,  so  dass 
x  ■=.  ^f y'^  —  %^  werde.  Während  nun  der  Körper  das  Ele- 
ment Mm  durchläuft,  möge  die  Bahn  sich  um  den  Winkel  ?;2C|Lt 
drehen;  durch  die  zusammengesetzte  Bewegung  wird  daher  der 
Körper  nach  \x>  gelangen,  indem  C^=:-Cm  angenommen  ist.  Es 
wird  demnach  Jfft  das  Element  der  wahren  Curve  sein,  auf 
welcher  der  Körper  sich  bewegt  und  man  fälle  auf  dessen  Ver- 
längerung das  Perpendikel  C0.  i^us  dem  Mittelpunkte  C  werde 
der  kleine  Kreisbogen  Mnv  beschrieben,  alsdann  wird  mn:=^^v 

=:dy  und  Mn:ÄIv  =  'i:w,     Es  ist  aber  Mm  =  ^^ ,    also    iMv 

3fQ   =:  '—p ~'^-=z.-     Die    wahre   Geschwindigkeit,    w^elche 

yto-'j)'^  +  q'^ 

der  Körper  in  M  hat,  sei  —  S^v'^  so  ist  3Im :  Mia.—  Vv  :  ^^v' 
oder  Vv'=:  y  ~  .>      ■  —  undi;'=  — — -;i — -^~->     woraus 

,  dv  (tv'^p^  +  q^)    ,     2  (to^  —  1)  vpdp  2  (^fj^—^  1)  vp'^dy 

llv    := 5*  ■  -\ ^ --~r~ — - — ■-""  — "* — ^i -~" 

y  y^  y^ 

Setzt   man   den    Radius    des,    die    wahre    Curve    osculirenden, 
Kreises  ~r',  so  ist 

^     ^  d.  CS  ""  wXw-  —  \)p^dy  -f  wyMp -\-pq'^ydtc ' 
Ferner  wird 

sin  CMP=~>    cosCiflP=->   sinCM0=:— rr:--:::^^-::., 

y  y  y      v^o^p^  j  «^^ 

cos  CM<d : 


VtvY''  +  9'' 


also 


sm  PMS^ /:        ^      ^   und  cos  PM0  =  —rf~~  .^   -^ 

y  \iv-p^-^q^  y  \  w-p^ ^q^ 
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Fällt  man  nun  von  P  auf  die  Tangente  MO  das  Perpendikel  PQ, 
so  wird 

PQ   z=z   —y -^-,zr=   undilüQ==: ^^^=311^:==:. 

y  V  '^t^'^p''    +   q"^  y  V  10 '^p'^   +  q^ 

Durchläuft  der  Körper  das  Element  M{iy  so  wird  das  Increment 
der  Linie  PM,  d.  h. 

__  wpxclif  +  qzdy 

(1%  —  — -      '•""    ■ — *■—  ? 

aus  welcher  Gleichung  sich  eine  Relation  zwischen  w  und  a; 
ergibt  und  zugleich  die  Lage  der  Absidenlinie  AB  gegen  die 
gerade  Linie  CP  gefunden  werden  kann.  Nun  setze  man  die 
Kraft,  welche  den  Körper  längs  3IC  antreibt,  ===  P  und  die 
längs  MP  ziehende  Kraft  =  Q ;  so  entspringt  aus  beiden  eine, 
die  Bewegung  des  Körpers  verzögernde,  Tangentialkraft 

~    P    .    cos    C3IS  ^Q  cos  P3I&^    -j:r.==Eä==r-^^ 
QlD}7X  -f   QfjZ 

y  V «(^"^ +~^ 
Bezeichnet  man  dieselbe  kurz  durch  P' ,  so  ist  dv'-=:P'ds^   wo 

oben  ds  ==  —^w'-p'^  +  ^-  und  auch  für  dv'  bereits  der  Werth 

gefunden  worden  ist.    Wenn  man   daher  diese  Werthe  substi- 

tuirt,  so  wird,  weil  P'  die    Bewegung  verzögert: 

1        b/     •    Q^P^dy   ,    Q^^^y  „      dv('w''p'^  +  q'')      2(w''^l)vpdp 

^        'w         y  y  y~ 

2  (z«?2—  1)  vp-dy         2vp^w€lw 

""r  y^ 

Aus  den    beiden  Kräften   P  und    Q    entspringt  ferner   die  Nor- 
malkraft 

PsmCMQ  -,-  QsmPM&  =  ^£m=+  -^^^i^J^, 

V  w'^p'^  +  q^      y  \  lü^p'^  -f  ^2 

welche    wir    kurz    durch    P"    bezeichnen    wollen.       Da     nun 

2v' 
P"     ~    "^  (§•  56L),  so  erhalten  wir  nach  gehöriger  Substi- 
tution : 

2 ,  Pwpydy  +  Qwpzdy  -  Qqx^ty  =  -^}^lzi^3>  dht 

I    ^)          j       .    ^pq'^vdw 
-t  Iwvydp    I — --^ -. 
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Verbindetfiiian   die  zwei  Gleichungen  1,/imd  2,  mit   einander, 
so  erhält  man  nach  kurzer  Reduction 

^  topc/dv      2wvqdp       2pqvdiü        . 

"""       y^^y        y^^y        y^^^^y 

wpx^qx       2  (io^— 1)  i;p  -  lüqz^px 

^^^^^^  ~r^^^ ^-^  +2^^/p  -^i^:^ 

''Ivpqzdw 
^     y^ocdy 

Der   Winkel,    welchen   die   Absidenlinie  ^^  .mit   der    geraden 
Linie  CP  bildet,  wird 

p  {tv^l)pdy 

woraus^man  die  Lage  der  erstem  zu  jeder  Zeit  kennen  lernt, 

Zusatz     L 

c     ^aa       \\T  '\    J        tvpxdy^qzdy  ... 

6.  766.     Weüazm-^ — — ~  ist,  setze  man  2~ti/.\\o- 

qy  «^ 

durch  man   erhält 

dt        wpdy 


PCB 

qy 


V 1  -  t'       fiy 

Ist  daher  w  als  Function  von  y  gegeben/  so  erhält  man  aus 
dieser  Gleichung,  weil  die  Curve  ÄMB  gegeben  und  also  p 
und  ^  bekannte  Functionen  von  ^y  sind,  t  und  dann  auch  i 
und  cc, 

Zusatz  2. 
§.  767.     Ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  der  Bahn^ 
nämlich     S^v  dem   von   C  auf  die  Tangente   gefällten  Perpen- 

€likel  CT  umgekehrt  proportional,  oder  a;=  -^ ;  so  wird 

^       %a^edp  .  'ia-cko'^  —  1)      ''la^cqzdto       ,^  2ci'^cqdtv 

pUiy  2/  py-xdy  Vy^^^y 

Zusatz  3. 
§.  768.    Ist  in  diesem  Falle  w  constant,  so  wird  Ö::=:Ound 
la^odp      1ar-c(iD''  —  1) 

Die  letztere  Kraft,  allein  ist  nach  dem  Centrum  gerichtet  und 
bewirkt,  dass  der  Körper  sich  in  der,  um  C  beweglichen,  Bahn 
JM^  bewege,  ganz  wie  wir  oben  (§.  734.)  gefunden  haben. 
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Zusatz  4. 

§.  769.     Ist  t;  nicht  — —2  5  aber   to   constant,   vSo    dass    die 

Winkelbewegung  der  Bahn  der  Winkelbewegung  des  Körpers 
in  der  letztern  proportional  wird,  d.  h.  die  erstere  zur  letztern, 
wie  ?.(;  —  1  : 1 ;  so  wird 

__  —  tcpqdv  —  ^icvrjdp        ,  ^ __  qdv  (i^^pz  —  qx) 
yxdy  ~~  y^xdy 

2fa2_i)^p2      ^vdp{wqz~\-'Px) 
^  y^  ~r  jf^xdy 

Beispiel. 

§.  770.     Vorausgesetzt,  dass  v  =  —^  >  seidie  Curve  JTÜ/jB 

eine  Ellipse,   deren   einer    Brennpunkt   in    C  liegt.     Setzt   man 
ihre  grosse  Axe=y4  und  ihren  Parameter  =  L,  so  wird 

,  ^        ALy      ,  V^ÄLy  .       dp        2dy  , 

4/;2  —  .-j-^  oder  P  -==.  -^nzzzr .    also   -ö== -7-^2"  ^"^^^ 

_  ^^Ay'^—^y^—ALy 

Wir  erhalten  demnach 

O  —     -  2a^cJ^/^  ViAy  —  iy''^^^^~ÄL  ^  ia'^c 

+  2/^^  +  ,y2^T^%  VJT  ~ 

und  -, ,  ■  m n  ■ =  ' 

V 1  _  ^2         y  \iAy  —  47/2  -  AL 

Anmerkung  1. 
§.  771.  Diese  Formeln  für  die  Ellipse  können  auf  verschie- 
dene Weise  vereinfacht  werden,  wenn  die  Curve,  auf  welcher 
der  Körper  sich  bewegt,  einem  Kreise  sehr  nahe  kommt.  Die- 
ser Fall  wird  alsdann  keinen  geringen  Nutzen  gewähren,  wenn 
wir  die,.J3ewegung^  des^Mondes  theoretisch  bestimmen  wollen. 
Setzt  man  die  Erde  nämlich  gleichsam  in  C  ruhend  und  denkt 
man  sich  die  Sonne,  als  auf  der,  in  C  auf  CP  errichteten.  Nor- 
male ebenfalls  ruhend;  so  erhält  man,  indem  man  die  vorher- 
gehenden Kräfte  mit  denen  der  Sonne  und  der  Erde  vergleicht, 
die  synodische  Bewegung  des  Mondes  für  jede  Lage  der  Absi- 
denlinie,  wie  auch  zugleich  die  Bewegung  der  letztern,  welche 
Euler's  Mecluinik.   I.  18 
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von  der  wahren  Bewegung    des   Mondes  nur  sehr    wenig  Ter 
schieden  sein  wird. 

Anm erkung  2. 
§.   772.     Dieser   Satz    erstreckt  sich   viel   weiter,    als   der 
irilhere  (§.  723.),   in  welchem  die    ganze   Kraft   nach  dem   Mit- 
telpunkte   der  Drehung    der  Bahn   gerichtet  war;   denn    dieser 
schliesst  jenen  mit   ein,   wenn   die   Kraft    Q   verschwindet.     Er 
passt  indessen  nicht  vollkommen  zur  Erklärung  der   Bewegung 
des  Mondes,   weil   ein  Theil  der  Kraft  P  den    Cubus   des   Ab- 
Standes  BJC  umgekehrt  proportional  ist  (§.   767.).     Wir  müssen 
daher  andere  Bewegungen  der  Bahn  in  Betracht  ziehen,  welche 
sich  so  wohl  weiter  erstrecken,   als  auch   den  Fragen  der  Phy- 
sik sich  besser  anpassen.     Derartige  Bewegungen   der  Bahnen 
sind  solche,  welche  auf  gewissen  Curven  vor  sich  gehen,  wobei 
die  Bahn   sich  selbst  immer   parallel   bleibt,  eine   Betrachtung, 
welche   andern  desshalb   vorgezogen   zu  werden   verdient,  weil 
die   antreibenden    Kräfte   leicht  gefunden  und    durch    einfachere 
Formeln  ausgedrückt  werden  können.     Zu  diesem  Ende  müssen 
wir  den  folgenden  Lehrsatz  vorausschicken. 

Satz  95. 
Lehrsatz. 
§.  773.  (Figur  83.)  Ein  Körper  M  bewege  sich  auf  der 
Curve  AM,  indem  er  durch  eine  beliebige  Kralt  um  den  Punkt  C 
ausserdem  aber  so  wohl  der  Körper  iff,  als  auch  der  Punkt  C 
durch  eine  gleiche  Kraft  und  in  derselben  Richtung  angetrieben 
w^erden.  Alsdann  wird  die  relative  Bewegung  des  K<'>rpers  M 
in  Bezug  auf  den  Punkt  C  dieselbe  #ein ,  als  ob  diese  neue 
Kraft  nicht  hinzugekommen  wäre. 

Beweis. 
Wenn  der  Punkt  C  ruhet,  gelange  der  Körper  in  dem 
Zeittheilchen  dt  von  Jf  nach  //i,  daher  wird  er  am  Ende  des- 
selben um  mC  von  C  entfernt  sein  und  mit  einer,  durch  ÄC 
bezeichneten,  festen  Richtung  den  Winkel  niCA  bilden.  Nun 
setze  man  voraus,  dass,  wenn  der  Körper  sich  in  ylf  befindet, 
er  so  wohl  als  auch  der  Punkt  C  durch  eine  gleiche  Kraft 
nach  derselben  Richtung  getrieben~vverden,  so  dass  def  Punkt  C 
im  Zeittheilchen  dt  durch  Cc  fortgeführt  werde.  In  desmselben 
Zeittheilchen  dt  würde  der  Körper  M,  wenn  er  sich  in  Ruhe 
befände,  durch  3In,  parallel  und  gleich  Cc ,  vermöge  dieser 
Kraft  fortgeführt  werden.  Da  nun  aber  dem  Körper  bereits  die 
Bewegung  beigebracht  ist,  in  Folge  deren  er  während  äeA'  Zeit 
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dt  den  Weg  Mm  durchläuft ,  so  wird  er  durch  die  Verbindung 
beider  Bewegungen  die  Diagonale  M^  des  Parallelogramms 
Mm^n  beschreiben.  In  Folge  des  Hinzutretens  dieser  neuen 
Kraft  wird  also  der  Körper  am  Ende  der  Zeit  dt  vom  Punkte  C, 
welcher  inzwischen  nach  c  gelangt  ist,  um  ftc  entfernt  sein 
und,  wenn  man  ac  -^  AC  zieht,  mit  der  festen  Richtung  den 
Winkel  fica  bilden.  Da  aberimCcft  ein  Parallelogramm  ist, 
hat  man  ^c=mC  und  ^mCk  =  iica.  Die  Kraft,  welche  den 
Körper  M  und  den  Punkt  C  gleich  stark  und  nach  derselben 
Richtung  antreibt,  ändert  daher  nicht  die  relative  Bewegung 
des  erstem  in  Bezug  auf  den  zweiten. 

Zusatz  1. 

§.  774.  Welche  Kraft  daher  auch  den  Punkt  C  antreiben 
mag,  wenn  dieselbe  zugleich  auf  den  Punkt  M  und  nach  der- 
selben Richtung  wirkt,  so  wird  die  relative  Bewegung  des  letz- 
tern in  Bezug  auf  den  erstem  nicht  geändert. 

Zusatz  2. 
§.  775.  Durch  eine  derartige  Kraft,  w  eiche  M  und  C  gleich 
antreibt,  kann  man  daher  bewirken,  dass  sich  der  Körper  M 
in  einer  beliebig  beweglichen  Bahn  fortbewege.  Die  Bahn  wird 
aber  so  der  Bewegung  des  Punktes  C  folgen,  dass  ihre  Lage 
sich  selbst  immer  parallel  bleibe. 

Zusatz   3. 
%.  776.     Man  ersieht  auch  aus  dem  Beweise,   dass,  wenn 
man  dem  Punkte   C  und  dem  Körper  77/ gleiche  Geschwindigkeit 
nach  derselben  Richtung  einilösst,  die  relative  Bewegung  nicht 
gestört  werden  wird. 

Zusatz  4. 
§,  777.  Da  eine  solche  dem  Punkte  C  beigebrachte  Be- 
wegung stets  gleicbförmig  und  geradlinig  fortdauert,  ohne  dass 
die  Kraft  fortzuwirken  brauclit,  so  wird  der  Körper  M  sich  um 
den,  gleichförmig  und  geradlinig  fortschreitenden,  Punkt  C  eben 
so  bew^egen  können,  als  um  den  ruhenden.  Man  wird  diess 
erlangen ,  wenn  nur  dem  Körper  eine  gleiche  und  nach  dersel- 
ben Richtung  strebende  Geschwindigkeit  hinzugefügt  wird. 

Zusatz  5. 
§.  778.  Der  Körper  wird  daher  um  den  gleichförmig  und 
geradlinig  fortschreitenden  Mittelpunkt  dieselbe  Curve  frei  be- 
schreiben können,  welche  er  um  den  ruhenden  beschreiben 
würde ;  man  muss  ihm  nur  eine  so  grosse  Geschwindigkeit  hin- 
zufügen, als  der  Mittelpunkt  erhalten  hat. 

18  * 


Hosted  by 


Google 


276     Kapitel  F.      Von  der  freien  krummlinigen  Bewegung 

Zusatz  6. 
§.  779.  So  wie  ferner  der  sich  selbst  überiassene  Körper 
weder  in  einer  Curve,  noch  ungleichförmig  in  einer  geraden 
Linie  fortschreiten  kann,  kann  derselbe  um  den  Mittelpunkt 
der  Kräfte,  welcher  entweder  auf  einer  Curve,  oder  ungleich- 
förmig auf  einer  geraden  Linie  fortrückt,  nicht  frei  dieselbe 
Curve  beschreiben,  welche  er  giim  den  ruhenden  Mittelpunkt 
beschreiben  würde.  Es  muss  viejmehr  beständig  eine  eben  so 
4rrosse  Kraft  überdem_ajif  ihn  wirken .  nis  zuil  Erhaltung— des 
Mittelpunktes  in  seiner  Bahn  erforderlich  ist. 

,Satz/J6. 

Aufgabe. 

§.  780.  (Figur  84.)  Der  Körper  M.  bewegt  sich  um  den 
ruhenden  Mittelpunkt  L  der  Kräfte  auf  der  Curve  BM\  man 
soll  die  Kraft  bestimmen,  welche  bewirkt,  dass  er  sich  in  der- 
selben Bahn,  welche,  sich  selbst  parallel,  längs  der  Curve  AL 
fortschreitet,  bewege. 

Auflösung. 

Da  der  Körper  Msich  in  der  Bahn  B3I  frei  um  den  ruhen- 
den  Mittelpunkt  L  bewegt,  so  hat  man,  wenn  LM'=:y  und  das 
von  L  auf  die  Tangente  in  J/ gefällte  Perpendikel  =:p  gesetzt 

wird,  n  =  "2"  (§•  ^9-)   "*^^  ^^^  nach  L  gerichtete   Centripe- 

talkraft  =  .,  ,.        (§.   592.).      Nun   setze  man   voraus,   dass 

der  Mittelpunkt  L  sich  auf  der  Curve  AL  bewege  und  nach 
dem  Mittelpunkte  C  hingezogen  werde,  setze  CL  =  s  und  das 
von  C  auf  die   Tangente  in   L   gefällte  Perpendikel  =  w-^  so 

b-e  I — 

erhält  man   i;'  ==:  —2- (§.  589.),  wo  S  v^  die  Geschwindigkeit  des 

Punktes  L  bezeichnet  und  die  nach  dem  Punkte  C  von  X  aus  ge- 

richtete  Centripetalkraft= —  3  (§.  592.).    Gesetzt  nun,    es 

werde   dem   Punkte  L  zuerst,    längs    der   Tangente,    die    Ge- 

b  SfJ 
schwlndiffkeit beigebracht  und  eben  dieselbe  dem  Kör- 

per  BI ,  längs  einer  jener  Tangente  parallelen  Richtung.  Treibt 
ausserdem  keine  andere  Kraft  den  Punkt  L  an,  sondern  be- 
hält dieser  nur  die  ihm  beigebrachte  Bewegung  bei,  so  v^ird 
der  Körper  M  sich  offenbar  frei  auf  der  Curve   BM  bewegen 
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und  diese  dem  fortruckenden  Punkte  L  so  nachfolgen,  dass 
die  Axe  BL  sich  immer  parallel  bleibt  (§.  777.).  Damit  nun 
der  Körper  31  sich  auf  dieselbe  Weise  um  den  auf  der  Curve 
AL  fortschreitenden  Punkt  L  bewege,  muss  auf  denselben  be- 
ständig eine  so  grosse  Kraft  einwirken,  als  erforderlieh  ist.  um 
den  Punkt  L  auf  dieser  Curve  AL  festzuhalten  (§.775,).  Zieht 
man  daher  BIN  :^  LC,  so  muss  ausser  der  nach  L  gerichteten 

2l)'^edtü 
Kraft  auf  den  Körper  31  noch  eine  Kraft  =         3  ,  —  längs  MiV 

wirken.  Diese  beiden  Kräfte  werden  bewirken,  dass  der  iVuf- 
gabe '  Genüge  geschehe. 

Damit  man  ferner  ersehe^  durch  welche  Kraft  der  Körper 
M,  in  Bezug  auf  den  Punkt  Cund  die  feste,  BL  parallele  gerade 
Linie  AC  angetrieben  werden  muss,  zerlege  man  die,  den  Kör- 
per längs  MN  und  31L  ziehenden ,  Kräfte  in  zwei  andere,  von 
denen  die  erste  längs  31 C  und  die  zweite  längs  3IP  gerichtet 
sei,  wo  j:^3IPC  =^  90^  ist.  Um  diess  zu  erreichen,  ziehen 
wir  KLN#3IP,  wo  die  erstere  3JC  in  O  schneidet  und  setzen 

LJ=a^,  J31:=x>  CK^T,  KL  =  i,  CP:=^X,  P3I^Z 
und  Ciliar  F. 

Wir  haben  demnach 

xdz — »  zdx  rät  —  tdr     ^_^ ,  ^        ,    ^      .  ,  ^ 

^j . ,  w  =r ,  A nzir -|- .r  und   Z=t-\-z. 

;        Vdx^+dz'^  ^^dr'^^rdt'^ 

Da  die  Curven  AL  und  B3I  gegeben  sind,  kennt  man  z,  y  und 
p  als  Functionen  von  x  und  eben  so  t,  s  und  tv  als  Functionen 
von  T  und  man  kann  daher  alle  diese  Grössen  durch  X,  Z 
und  F  ausdrücken.  Eine  Gleichung  zwischen  X  und  Z  leitet 
man  aus  der  Bedingung  her,  dass  die  B31  \md  AL  entspre- 
chenden Zeitincremente  einander  gleich  sein  müssen.  Wir  lia- 
ben  daher 

pV&'+d^  __  ioi^dr^~^di^ 

oder  wenn  man  integrirt, 

BL3I     ACL A-const     ,  ^^^^r  ■  4.  tm  n 

:::,= =:^z^ odcr  arca /iCL -l- coost.  .*  arca  ßL J/ 

aVc  b^Te 

=  b^^e^aYc. 
Nun  zei;lege  man  die  längs  3IL  ziehende  Kraft  in  zwei,  längs 
310  und  LO  oder  MJ  und  eben  so  die  längs  iliiY ziehende  in 
zwei,  längs  MO  und  NO  ziehende  Seitenkräfte,  wo  die  letzte 
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den  Körper  M  nach  einer,  BIJ  entgegensetzten  Richtung  an- 
treiben wird.  Um  diese  Zerlegungen  auszuführen ,  müssen  wir 
die  Winkel  kennen.    Nun  ist  Z,MLO^LMJ,  also 

sin JILO  ==    -  und  cos 31L0  ::=  ~. 

Ferner  ist  ^BION  =  CMP,  also 

sin  ßlON  =  ~  und  cos  MON  =:  ~; 
l  Y 

wir  haben  daher 


sinLMO  .-r^  mu(M0N-~31L0)'. 


Yi 


Ferner  ist  ^MNQ^CLK/aho  sm 3INQ=:-    und    cos  ßlNQ 

=  — ;  mithin 
s 

sin  N3I0  =z  sin  {31NQ  —  M  ON)  ^  ?^— . 

IS 

xlus  Ä  =  r+a:  und  f-f  z  =  Z  folgt  aber  Xz'—  Zx:=^Zr  —  Xt; 
wir  haben  demnach  die  Proportion 

die  Kraft  längs  ßllV  :  der  Kraft  längs  MC=3IN:3W 

■=:  sin  310N\ sin  MISQ  ^~^L, 

V  s 

Die   längs  3IN  wirkende  Kraft   ist  aber  —  - — ^ ,    also     die 

w"^  äs 

längs  MC  wirkende 

^'Ib'^eYrdtü 

Xsw^äs 

Ferner  haben  wir  die  Proportion 

die  Kraft  längs  J/iV:  der  Kraft  längs  NO  =z  31N:NO  ^ 

sin  31  ON:  sinN3I0  =  ^, :  :?^:rA^ ; 
Y         Ys 

also  die  längs  NO  wirkende  Kraft 

_  262e^(KZir--^0 

Xsiv^a's 

Eben  so 

die  Kraft  längs  31 L  :  der  Kraft  längs  31C  =  ML: 310 

=r  sin  7¥0iV:  sin  ML O  :=  ^/,  ~, 

Y  y 

und  da  die  Kraft  längs  Mh 
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P  ^^^y 
die  längs  MC  wirkende  Kraft 

_  la^cYxdp 
Xyp^dy 

Endlich  haben  wir 

die  Kraft  längs  ML  :  der  Kraft  längs  LO^ML\LO 

==  smMOiY:sinLJ/0  =:  ^ •   ^"^""^^^ 

y  Yy 

daher  die  längs  LO  wirkende  Kraft 

^'laHdpiZr—Xi) 
"^  Xyp^dy 

Hieraus  schliesst  man,  dass  der  Körper  M  längs  MC  durch 
eine  Kraft 

_  Y  1 2lj'^erdw      2a\'adp  ) 
Ä  l    Stands         yp^dy    )  ^ 
und  längs  MP  duix'h  eine  Kraft 

^  Zv  —  Xt  \1a^cdp  _  Ib'^edw  | 
X        ^  yp^dy  sw'^ds  ] 

angetrieben  werde.  Alle  diese  Formeln  können  durch  X,  Z 
und  Y  ausgedrückt  und  ausserdem  kann  zwischen  diesen  Grös- 
sen, welche  sich  auf  die  wahre  vom  Körper  beschriebene  Curve 
beziehen,  eine  Gleichung  angegeben  werden. 

Zusatz   1. 
§.  781.     Es  sei  die  Curve  AL  die  Peripherie   eines  Krei- 
ses, dessen  Mittelpunkt  in  C  liegt  und  dessen  Radius  ÄC^=^b 
::=zs~-w  ist  und  wo  man  hat  6^  =  r2  +  ;^2     i^  diesem  Falle  wird 
die  längs  MC  wirkende  Kraft 

_  Y  \  '^ev      '2a^cxdp  )  2e  Y    ^ 2 Ya:  (e_^2a^cdp  ) 

"'ÜAl^'^'  "yp^äy    )^~P~        Z     [P       ypMy  )  ' 

und  die  längs  BIP  wirkende  Kraft 

_  Zt-X\^¥~^^^\  laHdp      2e ) 
"~"  A'  (  yp'^dy      P )  ' 

Ferner  wird  in  diesem  Falle  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 

L  :=    V^. 

Zusatz  2. 
§,  782.    Es  sei  die  Curve  BM  eine  Ellipse,   deren  Mittel^ 
punkt  in  L  liegt,  halbe  grosse  Axe   'ßL-=:ia,  halbe  kleine  =/? 
und  wo  die  Geschwindigkeit  in  B=::^^c   ist    Wir  haben  daher 
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Die  längs  ilfC  wirkende  Kraft  wird  also 

_  F  \'}.lP'erdw  .^cr  )  _  W^eYdto  _1Yx  j  I)^edio  __  c  l 
X  \    Stomas         A^  ^  sio^ds  X    \  stv^ds      li^ )  ' 

und  die  längs  MP  wirkende 

^JLr  —  Xi  c'lc^llP-edw  ^ 
X     ^  Wi^       swhis   ^ ' 

Zusatz  3. 

§.  783,  Ist  AL  ein  Kreis,  Avie  im  Zusatz  1.  und  zugleich 
B3I  eine  Ellipse ,  wie  im  Zusatz  2.,  so  wird  die  längs  31 C  wir- 
ken de  Kraft 

_  F ^  2er  .  2ca:  -^      leY  ßYx  ^  e       c  ^ 

und  die  längs  MP  wirkende 

_  Zr  ~Xt  c  2c  ___  2^  . 
^       Ä'"      ^7^2      Ö2S- 

Hier  können  r,  t  und  x  durch  ^^   Z  und   F  ausgedrückt  wer- 
den,  mittelst  der  Gleichungen: 

Ä2_|_ ^2^2;--. ^2/^2  ^  y>2_j.^2  — ^2  ;^,_|.^^-~jf  und  H^=Z; 
allein  die  resultirende  Gleichung  ist  vom  4ten  Grade. 

Zusatz   4. 

§.  784.  Setzt  man  die  Ellipse  ^ili  unendlich  klein  oder 
wenigstens  sehr  klein  im  Vergleich  mit  dem  Kreise  AL,  jedoch 
so,  dass  die  Ümlaufszeit  in  der  Ellipse  von  endlicher  Grösse 
wird,  so  erhält  man 


,  __  a^X  i  F2  --  62 }  4:  ahZ  V  ici^X'^  +  4A2Z2  —  ( F^— . 6^)2 
"^  ~"  2a2Z2  +  2A2  2;2 

und 

•_  li^Z ( F2 -  6^) T ahX \fVl''W'^\W^~Z^^Y^^l^^^ 
^  "^  2a^Z^  +  2Ä2Z^ 

Zusatz  5. 

§.  785.  Ist  die  Curve  B31  ebenfalls  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  in  L  liegt,  so  wird  A  =  «,  also  x^~{-z^=^ii^,  r^ + 
P=zb^^  rz=iX-~x  und  ]^~Z — z.  Wir  erhalten  daher  aus  die- 
sen Gleichungen ,  vv  enn  man  6^  —  «^  =  f^  setzt 
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^     __  ( F^  — f ^)  X±  Z  S^Aci^  Y-'  -  ( Y'  ^f'T 

.X ^^  ^ — 


(F'^-nZTA^^4a^  F-^^jr'-^— p)-^ 


und  IZv-'lXt  =.  =F  ^  4a'  F^  — (F^ -~/"^)  ^ 

Anmerkung  1. 
§.  786.     Diesen  letzten  Zusatz  haben  wir  hinzugefügt,   um 
die  Kräfte  kennen  zu  lernen,  welche  erfoderlich  sind,  damit  ein 
Körper^sk]i_in-^^ 

hewege.^_S£t_4^4©-die^  R^  der  Pkmeten  an- 

nahmen. 

Zusatz  6. 
§.  787.     Aus  der  Voraussetzung  des  Zusatz  3.  ersieht  man? 
dass,  wenn 

^  =  jp  oder  V^^:  V^c=:  h\h^ 

d.  h.  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  X  sich  zu  der  des 
Körpers  M  in  B  verhält,  wie  der  Durchmesser  des  Kreises 
AL  zur  kleinen  Axe    der  Ellipse  BM\  alsdann    die  längs  MC 

2c  F 

wirkende  Kraft  =  —j^  und  die  längs  JfP  wirkende  =0  werde. 

In  diesem  Falle  wird  also  die  wahre,  vom  Körper  beschriebene 
Curve  eine  Ellipse  sein,  deren  Mittelpunkt  in    C  liegt,   deren 
halbe  grosse  Axe  =6  +  a  und  halbe  kleine  =6  +  /^  wird. 
A  n  m  e  r  k  u  n  g  2. 
§.  788.     Diesen  Satz  habe  ich   hauptsächlich    desshalb  auf- 
geführt,   weil   in  dem  Anhange  zur  neuen  englischen  Ausgabe 
\ou  ^Qwion'  ^  Principien  Mach  in  behauptet,   dass    man    die 
Bewegung  des  Mondes   ansehen   könne,    als  um  das    Centrum 
einer  Ellipse  erfolgend ,  deren  grosse  Axe  sich  zur  kleinen  ver- 
hält, wie  2  :  1;  während    die  Ellipse  mit  einer  sich  selbst  pa- 
rallelen Bewegung  längs  der  Peripherie  eines  Kreises  frei  fort- 
schreite, wie  ich  im  Zusatz  3.  auseinander  gesetzt   habe.    Ich 
leugne  nun  nicht,  dass  man  auf  diese  Weise  eine,  der  des  Mon- 
des ähnliche,  Bewegung   erhalten   wird,   bezweifele    aber  sehr, 
dass  sie  genau  übereinstimmen  wird.     Im  folgenden  Satze  will 
ich  bestimmen,  was  zur  genauen   Angabe    der  Bewegung  des 
Mondes  erforderlich   ist.     Obgleich   nun  dieser  Satz  der  Astro- 
nomie angehört,. schien  es  mir  doch  passend,  ihn  hier  anzufüh- 
ren, damit  man   die  eigenthümliche  Methode,  derartige  Aufga- 
ben aufzulösen,  kennen  lerne. 


Hosted  by 


Google 


282    Kapitel  V,     Von  der  freien  krummlinigen  Betvegiing 

Satz  97. 
Aufgabe. 
§.  789.  (Figur  86.)  Die  Sonne  ruhet  in  S  und  während 
die  Erde  T  sieh  um  sie  gleichförmig  auf  dem  Kreise  TD  be- 
wegt, werde  der  Mond  L  so  wohl  gegen  die  Erde  1\  als  auch 
gegen  die  Sonne  *S  im  umgekehrten  doppelten.  Verhältniss  der 
Entfernungen  hingezogen.  Man  soll  unter  diesen  Umständen 
die  Bewegung  des  Mondes,  wie  sie  von  der  Erde  Taus  wahr- 
genommen wird,  bestimmen. 

A  u  f  I  ö  s  u  n  g. 
Man  setze    den  Abstand  der  Erde  von  der   Sonne  ST=a 
und  die  Kraft,  mit  welcher  die  letztere  die  erstere  anzieht,  ===: 

'-,  Der  Abstand  des  Mondes  von  der  Erde  LT  sei  =:y  und 
der  Abstand  des  erstem  von  der  Sonne  LS:=^z,  Die  Kraft 
mit  welcher  die  Erde  den  Mond  anzieht ,  sei  =  ~-^,  endlich  die 
Kraft,    mit  welcher    die  Sonne  den  Mond  längs  LS  anzieht  ^=:^ 

'-.     Wir   müssen  nun    untersuchen,    welche  Bewegung    durch 

diese,  den  Mond  antreibenden ,  Kräfte  hervorgebracht  wird.  Da 
man  dieselbe  so  bestimmen  muss ,  wie  ein  auf  der  Erde  befind- 
licher Beobachter  sie  wahrnimmt ,  so  muss  man  die  letztere  als 
ruhend  ansehen.  Diess  geschieht,  ^  indem  man  dem  ganzen 
System  diejenige  Bewegung,  welche  die  Erde  hat,  gleich  und 
entgegengesetzt  beilegt  und  zugleich  die  Einwirkungen ,  welche 
die  Erde  von  der  Sonne  empfängt,  in  Gedanken  auf  entgegen- 
gesetzte Weise   auf  den  Mond  und    die  Sonne   überträgt.     Nun 

ist  V    J—  die  Geschwindigkeit,  welche  die  Erde  im  Kreise  'TD, 

in  Folge  der  Anziehung  der  Sonne  hat.  Eine  so  grosse  Ge- 
schwindigkeit mu^ss  man  also  so  wohl  der  Sonne,  als  auch  dem 
Monde  nach  einer  auf  TS  normalen  Richtung  beigebracht  den- 
ken.    Da  ferner  die  Erde  gegen   die  Sonne  mit  einer  Kraft  := 

f 

J-^  angezogen  wird,  muss  man  sich,  um  die  Wirkung  dersel- 
ben aufzuheben,  die  Sache  so  vorstellen,  als  ob  die  Sonne  be- 
ständig durch  eine  eben  so  grosse  Kraft  zur  Erde,  der  Mond 
aber  durch  dieselbe  längs  LN '^  ST  hingezogen  würde.  Auf 
diese  Weise  wird  die  Sonne  um  die  in  T  ruhende  Erde  den 
Kreis  SE  mit  derselben  Geschwindigkeit  beschreiben,  mit  wel- 
cher vorher  die  Erde  sich  um  die  Sonne  bewegte.     Der  Mond 
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aber  wird  ,  ausser  durch  die  längs  LT  und  X^  gerichteten  Kräfte, 

auch  noch  ausserdem  durch  die  längs  LN  gerichtete  Kraft  -^ 

angetrieben.   Zieht  man  ferner  LM-^  TS,  so  kann  man  die  längs 

f 
LS  wirkende  Kraft    '^   in  zwei   andere   zerlegen,    deren   Rich- 

tungen  LT  und   L3I  sind.     Aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks 
LTS  erhält  man  aber  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte 

die  längs  L7^  ziehende  Kraft  :==:  L^  und  die  längs  LM 


ziehende 


_/■« 


z 


:i 


Vereinigt  man  nun  alle  Kräfte,  so  wird  der  Mond  längs  JjT 
durch  die  Kraft 

und  längs  L3I  durch  die  Kraft 

angetrieben  und  hieraus  hat  man  seine  Bewegung  abzuleiten. 
Es  muss  aber  bemerkt  werden,  dass  die  Richtung  LM  nicht 
constant,  sondern  veränderlich  ist,  indem  sie  stets  dem  Radius 
TS  parallel  sein  muss,  welcher  in  Folge  der  Bewegung  der 
Sonne  längs  der  Peripherie  S'E  herumgeführt  wird.  Verlängert 
man  daher  ^^7^  bis  A,  so  dass  AB  die  Linie  der  Syzygien; 
wird  und  fällt  man  auf  sie  ans  L  das  Perpendikel   LP,  so  wird 

TP  =:  und  #  LM. 
Es  gelange  nun  in  dem  Zeitth  eil  eben  dt  der  Mond  von  L  nach 
l,  die  Sonne  aber   von  *S  nach  s\   so   wird   indessen    die,  Linie 
der  Syzygien  nach  ab  gelangen  und  der  Mond  in  /  theils  durch 
eine  Kraft  längs  IT ,  theils  durch  eine  ,  längs  einer  Tp  paralle- 
len Linie,  ziehende  Kraft  angetrieben,  indem  man  nämlich  von 
/  auf  Ta  das  Perpendikel  Ip  gefällt    hat.     Aus  diesen   zu   zer- 
legenden Kräften  findet  man  aber    die  Normal-  und  Tangential- 
kraft,  von   denen  jede  die  Geschwindigkeit   des  Mondes    erge- 
ben wird.     Verbindet  man  diese  beiden  Gleichungen  und  elimi- 
nirt  die  Geschwindigkeit,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Curve 
ABL,  in  welcher  man  den  Mond  sich  bewegen  sieht. 
Anm  erkung  1. 
§.  790.    Die  Gleichungen,  welche  man  hieraus  für  die  Be- 
wegung des  Mondes  ableitet,  werden  so  zusammengesetzt,  das.^ 
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man  aus  ihn<3ii  weder  seine  Geschwindigkeit,  noch  seine  Bahn, 
noch  die  Lage  der  Absiden  und  ihre  Bewegung  bestimmen  kann. 
Man  kann  aber  sehr  nahe  aus  derselben  Rechnung,  indem  man 
sehr  kleine  Grössen  vernachlässigt,  auf  gewisse  Weise  Schlüsse 
für  die  Astronomie  ziehen,  wie  der  grosse  Newton  im  dritten 
Buche  der  Principien  gethan  hat.  Wenn  aber  auch  die  Rech- 
nung nicht  an  dieser  Unbequemlichkeit  litte,  würde  dieser  Satz 
doch  nicht  in  aller  Strenge  die  Bewegung  des  Mondes  darstel- 
len. Wir  haben  nämlich  die  Sonne  als  durchaus  ruhend  ange- 
nommen, was  von  der  Wahrheit  sehr  abweicht;  ferner  betrach- 
teten wir  die  Erde  als  in  einem  Kreise  sich  bewegend  und  die 
Mondbahn  als  in  der  Erdbahn  liegend ,  was  sich  ebenfalls  in  der 
Wirklichkeit  anders  verhält.  Inzwischen  ist  es  doch  gewiss, 
dass,  wenn  man  diesen  Satz  auflösen  und  daraus  eine  Tafel 
cönstruiren  könnte,  diese  in  der  Astronomie  von  dem  grössten 
Nutzen  sein  würde. 

Zusatz  1. 

§.  791.     Da  der   Abstand  des   Mondes  von   der  Erde,   im 

Vergleich  mit  der  Entfernung  der  letztem  von  der  Sonne,  sehr 

klein  ist,  so  kann  man  fast  ohne  merklichen  Fehler  ::zzzf/  setzen. 

In  diesem  Falle  wird  die  längs   LM  wirkende  Kraft  -=2  0  und 

die  nach  der  Erde  ziehende  Kraft  —  -i  +  ^^ 

iß       a' 

Zus  atz  2. 
§.  792.     Da  die  Mondbahn  nicht   sehr  verschieden    von    ei- 
nem Kreise  ist,    kann  man  sie,   wie  wir  schon   oben    (§,  741.) 
gethan  haben,  als  eine  bewegliche  Ellipse  betrachten.    Um  da- 
her die  Bewegung  der  Absiden  kennen  zu  lernen,  haben  wir 

P  =  !^1MMm1.  (§.744.). 

Der  Mond  wird  daher  vom  Perigeum   zum  Apogeum   gelangen, 
nachdem  er  um  die  Erde  eine  W^inkelbewegung  von 


180 


h+fY 


zurückgelegt  hat,  wo  t/  sich  wenig  verändert  und   als  constant 
zu  betrachten  ist. 

Anmerkung  2. 
§.  793.    Da  nun 

ü!l±/t  <  1 
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ist,  so  würde  die  Absidenlinie  der  Mondbahn  sich  beständig 
rückläufig  bewegen,  was  gegen  die  Beobachtung  ist.  Der  Grund 
dieses  Fehlers  liegt  darin ,  dass  wir  z  als,  constant  betrachtet 
haben.  Aendert  sich  nämlich  dasselbe  auch  wenig  in  Bezug 
auf  sich  selbst,  so  können  doch  seine  Incremente  oder  Decre- 
mente,  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  von  y  nicht  vernach- 
lässigt werden.  Da  nun  das  Differential  von  P  genommen  wer- 
den muss ,  haben  w  ir  in  demselben  fälschlich  x  als  constant  be- 
trachtet und  statt  seiner  a  gesetzt;  allein  z  kann  nicht  durch^ 
y  gegeben  werden  und  wir  können  daher  auf  diese  Weise  die 
Bewegung  der  Absiden  nicht  bestimmen.  Inzwischen  darf  man 
doch  schliessen,  dass  die  Bewegung  der  Absiden  rückläufig 
ist,  wenn  ady'^ydz  und  rechtläufig ,  wenn  ady  <^ydz',  wir  ab- 
strahiren  hierbei  von  der  längs  L3I  wirkenden  Kraft. 

Zusatz  3. 
§.  794.     Setzt  man    L3I  =  2'P  =  a:,  so   wird   sehr   nahe 
z  =:  «+.27,  WO  a:  im  Vergleich  mit  a  sehr  klein  ist.     Vernach- 
lässigt man  daher  das  erstere  gegen  das  letztere,  so  wird  die 
Kraft,  womit  die  Erde  den  Mond  anzieht, 

=:A  -1-/2/ 
y^       a^ 

und  die  längs  LM  ziehende  Kraft 

Die  letztere  verschwindet  also,  wenn  der  Mond  sich  in  den 
Quadraturen  befindet  und  sie  hat  ihren  grössten  Werth,  wenn 
er  in  den  Syzygien  steht. 

x\n  merkung  3. 
§,  795.  Da  hier  nicht  der  Ort  ist,  diese  auf  die  Bewe- 
gung des  Mondes  sich  beziehenden  Betrachtungen  welter  zu 
verfolgen,  diese  vielmehr  der  theoretischen  Astronomie  ange- 
hören, so  gehen  wir  zu  demjenigen  über,  welches  zu  unserer 
Aufgabe  passt.  Jenes  kann  genügen,  um  einzusehen,  wie  man 
die  aufgestellten  Gesetze  der  Bewegungen  anwenden  könne,  um 
in  beliebigen  Fällen  die  Bewegung  eines  Körpers  zu  bestimmen. 
Aus  dem  Vorhergehenden  ist  nämlich  klar,  dass,  wenn  nur  Eine 
Centripetalkraft  stattfindet,  die  Bewegung  des  Körpers  immer 
in  derselben  Ebene  erfolgen  wird,  wie  auch  derselbe  im  Anfange 
geworfen  sein  mag.  Liegen  mehrere  Mittelpunkte  der  Kräfte 
in  derselben  Ebene  und  wird  der  Körper  ebenfalls  längs  dieser 
geworfen,  so  wird  die  von  ihm  beschriebene  Curve  auf  ähnliehe 


Hosted  by 


Google 


286     Kapitel  F.     Von  der  freien  kriimmlinic/en  Beivegung 

Weise  ganz  in  dieser  Ebene  liegen.     Auf  die  folgenden  Unter- 
suchungen beziehen  sich  daher  die  Fälle,  in  denen  der  Körper 
durch  mehrere  Kräfte ,  deren  Richtungen  in  verschiedenen  Ebe- 
nen  liegen,  angetrieben  wird^  O-der  die  Richtjing^  nach  welcher 
der  Korper  anfangs  fortgeworfen  wi^e^jiiclyjnjd^^ 
Hegt,  in  welcher  dTe~EiclTtiingen  der  Kräfte  sich  befinden.    In 
diesen  Fällen  muss  man  daher    die  Bewegung  des  Körpers  so 
ansehen,  als    ob   sie   auf  irgend  einer  concaven  oder  convexen 
Oberfläche   erfolgte  und  auf  derselben   eine  gewisse  Linie  be- 
schriebe.    Die  Natur   einer  Fläche  wird  aber   durch   eine  Glei- 
chung ausgedrückt,  welche   drei  unbestimmte   Grössen    enthält 
und  die  Natur  einer  auf  dieser  Oberfläche  beschriebenen  Linie 
durch  ebejm  jene  Gleichung,   in    Verbindung  mit   einer   andern^ 
welche  dieselben  drei  oder  auch  nur  zwei  unbestimmte  Grössen 
enthält.     Aus  diesen  kann  man  nämlich  die  Projection  der  Curve 
auf  eine  gegebene  Ebene  ableiten,  aus  der  Projection  und  Ober- 
fläche vereint  wird  aber  die,  vom  Körper  beschriebene  und  auf 
der  letztern  gelegene  ^    Curve   bekannt.     Wie   ferner  beliebige 
Kräfte  in   einer  Ebene  auf  zwei,    eine  normale  und   eine   tan- 
«^entiale,  zurückgeführt  werden  können,  so  müssen  wir  in  die- 
sem Falle   alle  Kräfte  auf  drei  zurückführen   (§.  55L)  und  wir 
wollen   nun   zuerst   untersuchen,    welche  Wirkungen    dieselben 
auf  den  Körper  ausüben. 

Satz  98. 
L  eh  r Satz. 

§.796.  (Figuren  87.  und  87,  a.)  Drei  Hauptkräfte,  welche 
bewirken,  dass  ein  Körper  sich  auf  einer,  nicht  in  derselben 
Ebene  befindlichen,  Curve  bewege  und  auf  welche  man  andere 
Kräfte  durch  Zerlegung  zurückführen  soll,  sind  einzeln  aufein- 
ander normal.  Eine  von  ihnen  hat  die  Richtung  der  Tangente, 
die,  beiden  andern  eine  darauf  senkrechte  und  zwar  die  eine 
in  einer  gegebenen  Ebene,  die  andere  normal  auf  dieser  Ebene. 
Alsdann  kann  keine  von  diesen  Kräften  die  Wirkungen  der  an- 
dern verändern. 

Beweis. 

Als  feste  Ebene  nehmen  wir  APQ,  in  ihr  AP  als  Axe  an 
und  es  sei  Mm  ein  vom  Körper  beschriebenes  Element  der 
Curve.  Aus  den  Punkten  31  und  m  fälle  man  auf  die  feste 
Ebene  die  Perpendikel  MQ  und  7nc/  und  aus  den  Punkten  Q 
und  q  auf  die  Axe  AP  die  Perpendikel  QP  und  qp.  Wenn 
nun  keine  andere  Kraft  den  Körper  antriebe,  so  würde  er  auf 
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der  verlängerten  geraden  Linie  Mm  mit  der  Gesschwindigkeit 
fortgehen,  welche  er  in  Mm  hatte.  Er  würde  also  in  demsel- 
ben Zeittheilehen ,  in  welchem  er  Mm  durchlaufen  hat,  nach  n 
gelangen^  indem  man  auf  der  Verlängerung  von  Mm 

mii  :=:  31m 
macht.    Fällt  man  daher  auch  von  n  das  Perpendikel  wr  auf  die 
Ebene  APQ ,  so  wird  gr  =  Qq,  es  werden  ferner  r,  q  und  Q 
auf  derselben  geraden  Linie   liegen  und  wenn   man   daher  aus 
T  auf  AP  das  Perpendikel  VTt  fällt,  wird  auch 

Die  Geschwindigkeit,  womit  der  Körper  das  Element  Mm  be- 
schreibt, sei  —  ^v  und  betrachten  wir  zuerst  die  Tangential- 
kraft, welche  die  Richtung  längs  mn  hat  und  ganz  dazu  ver- 
wandt wird,  die  Geschwindigkeit  zu  verändern»  Wir  setzen 
diese  Tangentialkraft  rr:  1\  für  die  Schwere  =  1  und  erhal- 
ten so 

dv—T.Mtn; 

das  Element  mn  wird  alsdann  durchlaufen  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, welcher  die  Höhe  v-l-dv  zukommt.  Hierauf  nehmen 
wir  in  der  Ebene  3Ir  eine  Kralt  an,  deren  Richtung  ms  normal 
auf  der  Richtung  31m  des  Körpers  ist.  Diese  bewirkt  also, 
dass  der  Körper  von  dem  Element  mn  abgelenkt  wird  und  auf 
dem,  in  derselben  Ebene  liegenden,  Elemente  mv  fortgehet.  Ist 
diese  Kraft  ™  iV,  so  wird,  wenn  wir  von  v  auf  mn  das  Per- 
pendikel vt  fällen,  der  Krümmungshalbmesser  der  Elemente  Min 
und  mv 

" (§■  561.). > 


= ''''''  und  daher  N  - 

VE 

2v .  VI 

mv'^ 

'a  aber           —  sinr?mi;,  so  wird 
mv 

'Iv  sin  nmv  =  N .  mv  ==:  N.  31m ,  oder  sin  7imv  :=  —Ar — . 

Die  dritte  Kraft  sei  nun  normal  auf  die  beiden  erklärten  Linien 
mn  und  7ns  gerichtet,  so  dass  ihre  Richtung  mt  normal  auf 
der  Ebene  3Ir  wird.  Diese  Kraft  wird  daher  weder  die 
Wirkungen  der  beiden  vorhergehenden  verhindern,  noch  von 
ihnen  eine  Verhinderung  oder  Veränderung  erleiden.  Sie  wird 
vielmehr  ganz  dazu  verwandt  werden,  den  Körper  aus  der  Ebene 
Mt  fortzuziehen  und  ihn  von  v  nach  ft  zu  bringen,  so  dass  die 
Ebene  vm,^  normal  gegen  die  Ebene  31r  wird;  es  ist  der  Win- 
kel vin(i  also   die  Wirkung  dieser   Kraft.     Setzen   wir    dieselbe 
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=z  M,  so  erbalten   wir   ganz   auf  dieselbe  Weise,   wie  vorher 

bei  der  Kraft  iV^ 

M.  31)11 
sm  V7n\i  =:  — ^r—  . 

Diese  drei  Kräfte  vereint  bewirken  daher,  dass  der  Körper, 
nachdem  er  das  Element  Mm  besehrieben  hat,  auf  dem  Ele- 
mente m^  mit  einer  Geschwindigkeit  fortschreitet ,  welche,  der 
vergrösserten  zukommenden,  Höhe 

V  +  T  .  Mm 
entsprechend,  vermehrt  ist.  Was  aber  immer  sonst  noch  für 
Kräfte  auf  den  Körper  einwirken  mögen,  so  kann  man  diese 
alle  in  drei  derartige  zerlegen,  deren  Richtungen  mn,  ms  und 
mt  sind.  Da  wir  nun  die  Wirkungen,  welche  diese  auf  den 
Körper  ausüben,  bestimmt  haben,  so  kennt  man  auch  die  Wir- 
kungen beliebiger  Kräfte. 

Zusatz  L 
§.  797.    Nimmt  man  rfi  in  der  Ebene  wr;r  an  und  fällt  man  von 
^  auf  die  Ebene  APQ   das  Perpendikel  ^iQ,   so   wird  ft^^rw. 
Wir  haben  daher  die  Coordinaten 

AP,  PQ  und  Q31  für  den  Punkt  Ji, 
Ap,   pcf     „     cpn     „      ,.        „       m  und 

AtC,      7t(J        „        Qll         „  „  „  ft. 

Zusatz  2. 
§.  798.  Fällt  man  nun  von  ^  auf  mv  das  Perpendikel  ^7], 
so  ist  dasselbe  perpendikulär  auf  der  Ebene  3Ir;  eben  so  wird 
qS,  welches  perpendikulär  auf  qr  ist,  auf  derselben  Ebene  nor- 
mal stehen.  Da  nun  q  und  fi  auf  q^i  liegen,  und  q^i  4=|=  der 
Ebene  Mr,  so  wird 

ßfj  =z  Q^  und  q€>  =  ^Tj. 

Zusatz  3. 
§.  799.    Zieht  man  in  der  festen  Ebene  APQ  die  Linie  c/T 
normal  auf  Q</,  so  wird  qT  auch  auf  der  Ebene  TJfrnormal.  Da 
nun   mt  auf  derselben  Ebene  normal  ist,  wird 

mt  -^  qT 
und  der  Abstand  beider  mit  der  Höhe  mq  identisch. 


so  wird 


Zusatz  4. 
800.     Setzen  wir  AP  —  x,  PQ  =  y  und    Q3I 
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Pprzzpnz^idXi  P9^=^y  +  (^y  und  qm=zz~^di, 
ferner 

ng  z=:  y  -{^  ^dy  +  ddy  und  g^i  =  z  -^  2dz  +  ddz  —  Srj, 
Es  ergibt  sich  alsdann 
Qq  =z   \f~dx^  +  dy'^   =  ^r,  ^(>  ==  \f dx^^idyTddyf'  ~  q&==: 

^  \fdx^-\-dy^  \fdx^  +  %^ 

Wir  haben  ferner  itr^^^y -i- ^dy  und  rw==:z +2eZ2,  3l7n:=z 
%rda;^+dy^-i-dz^=zmn  und  ?7?/x  =  V^c?^^+(%+df(?2/)^+(£;?z+<Zc<^i)2 
A  r  7  o  .    7  o  .    ^  o  .    dy .  ddy -{- dz .  ddz 
^    "^   ^  ^/dx'^Vd^ß^dz'^ 

Zusatz  Ö. 
§.  801.    Da  mq-^Ti&^rv  ist  und  sie  alle  drei  in  derselben 
Ebene  liegen ,   wie   auch  durch   die  geraden  Linien  qr  und   mv 
begrenzt  werden;  so  haben  wir 

^7}' — >mq:q&  ==  rv—mq:qr. 
E»  ist  aber 

071 — mg  =  dz-\^ddz  ,q&z=z  \dx^-\-dy'^  +    ^.    - — -l-==.  und  qr  = 

\  dx'^  +  dy^ 

Vl^Tdü^    also  rv^ma  -  i±k^)Sä^±^J^ , 
y  üx  -\-ay  ,  also  rv     mq  »  ^^^  +  ,;^2_|.^^  ,/^^- 

Ferner  ist 

j  7    ,  dzdyddy 
nv  ^^  rn  —  rv^^^^^'—ddz  +  -,  »  ,  i^^  ? 
dx^+dy^ 

woraus  man  findet 

dy  dz  ddy -^  dx^  ddz  —  dfy^  ^dt:r 
sm  727/21;  =  -^ ^— -=-- — ^      — . 

Zusatz  6. 
§.  802.    Da  ferner  rQ=^  —  ddy  und  Qq: Pp=:rQ : g 0,  so  wird 

(iiiQz=Z'-—  —■ !Z_  c=  U79  und  sini^mu  — 
dx .  ^6?^ 

Ziisatz  7. 
§.  803,    Aus  den  drei    gegebenen  Kräften   T,  iV  und   M> 
welche  den  Körper  antreiben,  entspringen  daher  folgende  Glei- 
chungen: 

Euler's  Mechanik.     I.  19 
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dv  =:  T .  ^f'd^Td^fTd? , 
ivdydzddy  -  2vddz  {dx^dy^)  =  N{da:^  +  dif  +  d%'^)l  STd^^^ 

und  -  2vd.xddy  z=  M  {dx^  +  diß  +  dz^)  Sfd^^d^\ 
Aus  diesen  kann  man   so   wohl   die  Geschwindigkeit  des  Kör 
pers  m  den  einzelnen  Punkten,  als  auch  die  Curve  selbst  ken 
neu  lernen. 

Zusatz    8. 
§.  804,     Verbindet  man  die  beiden  letzten  Grleichungen  mit 
einander  und  eliminirt  v,  so  erhält  man 


ddzjdxHdiß)      dydz  ^  N\dxHdy^+dz^ 
dx  ddy  dx  31 

Diese  Gleichung  kann  dazu  dienen,   die  Natur  der   Oberfläche 
zu  bestimmen,  auf  welcher  die  beschriebene  Curve  sich  befindet 

Anmerkung, 

§.  805.  In  diesem  Satze  haben  wir  die  Grundregeln  ge- 
geben;,  nach  denen  man  die  Bewegung  eines  Körpers  bestim- 
men kann,  welcher  so  angetrieben  wird,  dass  er  sich  nicht  in 
einerlei  Ebene  fortbewegen  kann.  Wir  haben  gezeigt,  dass  alle 
Kräfte  sich  in  je  drei  zerlegen  lassen,  deren  Wirkungen  wir 
bestimmt  haben.  Was  für  antreibende  Kräfte  also  auch  vor- 
ausgesetzt werden,  so  können  wir  mittelst  einer  solchen  Zer- 
legung die  Bewegung  erkennen,  welche  dieselben  im  Körper 
hervorbringen.  Wenn  die  Kraft  31  fehlt,  so  ist  es  klar,  dass 
der  Körper  seine  Bewegung  in  einer  Ebene  ausführen  wird; 
dieser  Fall  gehört  nicht  hierher.  Verschwindet  aber  die  Tan- 
gentialkraft T,  so  wird,  wenn  die  andern  Kräfte  31  und  N 
bleiben,  der  Körper  zwar  keine  ebene  Bahn  beschreiben,  aber 
sich  doch  gleichförmig  fortbewegen. 

Damit  man  nun  die  Lage  der  Bahn  im  Welträume  kennen 
lerne,  muss  man  die  Neigung  der  Ebene,  in  welcher  die  Ele- 
mente 31ni  und  7ii}i  sich  befinden,  gegen  die  Ebene  APQ  nnä 
ihren  Durchschnitt  mit  dieser  zu  erforschen  suchen, 

Satz  99. 

Aufgabe. 

§,  806.     (Figur  89.)     Man  soll  die  Neigung  der  Ebene,  in 

welcher  die  beiden   vom  Körper  beschriebenen  Elemente  31m 

und  m^  sich  befinden,   gegen  die  feste  Ebene  APQ  und  ihren 

Durchschnitt  mit  dieser  bestimmen. 
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Auflösung. 
In  der  Ebene,  deren  Neigung  wir  suchen,  sind  die  drei 
Punkte  M,  m  und  ^  gegeben;  jede  durch  zwei  von  ihnen  ge- 
hende gerade  Linie  wird  daher  in  der  gesuchten  Ebene  liegen. 
Verlängern  wir  daher  die  gerade  Linie  mM,  bis  sie  die  eben- 
falls verlängerte  ^ö  in  *S  schneidet,  so  liegt  dieser  Durch- 
schnittspunkt so  wohl  in  der  Ebene  31//? (a^,  als  auch  in  der  fes- 
ten Ebene  APQ  und  es  geht  daher  durch  Ä  die  Durchschnitts- 
linie  beider  Ebenen.  Es  bleibe  nach  der  frühem  Bezeichnung 
AP=a:,  PQ  =  i/  und  MQ=.z  und  da  die  Elemente  der  Abs- 
cisse  Pp  und  pit  einander  gleich  sind,  haben  wir 


qm-QM,Qq^QM:QS  oder   QS  =:  i^^^i^. 

dz 

Da  nun  sin  PQ>S  =  -— — ,  so  wird  durch  diesen  Winkel 

die  Lage  der  Linie  QS  bekannt.  Ferner  liegt  in  der  Ebene 
Mmii  auch  der  Punkt  ^2  und  es  wird  daher  die  durch  n  und  fi 
gehende  gerade  Linie  7i(i  oder  die  ihr  parallele  MR  in  der- 
selben Ebene  liegen.  Diese  gerade  Linie  schneidet  aber  die 
Ebene  APQ  im  Punkte  R  der  verlängerten   QP  und  da 

ni— -oa:rp  ==    QMiQR,  so  wird  QM  =  ^  l  ^ 

ddz 

und  PR  ■=.  ^  ,  ,    -~  //. 
ddz      ^ 

Zieht  man  ferner  ST  senkrecht  auf  AP,   so  haben  wir 

QgiPp  :=.   QS:P1\  also  PT  ^  ^. 

dz 

Es  ist  aber  auch 

Pp:pq--PQ  =  PT:ST  +  PQ,  also  PQ^^ST  ^  -f^ 

dz 

und  ST  =  ^-$1  -  y. 
dz 

RS  treffe  verlängert  die  Axe  ÄP  in    O,  als.dann  wird 

PR~ST:PT=:PR:PO,  oder  PO  ^^Af^^klTl^^^nud 

dzddy^-^dyddz 

4Q j  p pQ xdzddy—oodyddz^r  ydxddz—  zdxddy 

dzddy  —  dyddz 
Hieraus  wird  ferner 

faPOf?  —  ^^  __dzddy -dyddz 

19* 
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woraus  die  Lage  von  RO,  d.  li.  der  Durch schnittslinie  d^r 
Ebene  Mm^ib  mit  der  festen  Ebene  APQ,  bekannt  wird.  Um 
endlich  die  Neigung  i  dieser  beiden  Ebenen  gegen  einander  zu 
finden,  fällen  wir  von  Q  auf  RS  das  Perpendikel  QV  und  ha- 
ben dann,  v^eW  ^^QVRooOPR, 

QV:QR:=^  OPiOR.  wo   OR  =  STOP^PR^odQx 
riv  —  zdxdcly 

"  \fdxUdz^^  {dzddy-^dijddzf 

und  t   i  =  MQ  _\r'dxMdz^^  {dzddf^d^dd^ 
QV  dxddy 

Zusatz  1, 
§.  807.  Bleibt  der  Winkel  POR  immer  derselbe,  haben 
wir  also  ig  POR  ^=-  a,  so  wird  adxddz-{^  dyddz:=idzddy ,  d.  h. 
adx-\-dy  +  ^dz  •=.  0,  wenn  man  nämlich  integrirt  Ferner  ax 
-\y-\^z  ==  fi  woraus  man  sieht,  dass  die  ganze  vom  Körper 
beschriebene  Bahn  in  einer  Ebene  liegen  wird. 

Zusatz  2. 
§.  808.     Ist  nun   ax\y\^z^=^fy  also  udx\dy\^dz  =  0 
und  ddy  -\-  ßddz  =  0;  so  wird 
AO  —  x^  y^^  +  ßzdx  __  ^  _|_  ydx  +  ßzdx__  ccx+y+ßz  _  f 

—  dy'—ßdx  adx  a  a' 

also  auch  AO  constant. 

Zusatz  3. 
§.  809.     Ist  noch   der  Winkel  POR  constant,   also   ax-{-y 
-f  jSz  =  /*,  so  wird 

tcri  =  \^d^^iP(dfrßM^  _  sTd^lt^ü^  ^  V^iT^ 

"^  —-ßdx  ■""         ^ßdx  —ß      ' 

also  auch  dieser  Neigungswinkel   der  Ebenen  Mm^n,  und  APQ 
constant. 

Zusatz  4-  ^ 
§.  810.  Der  Durchschnittspunkt  O  kann  nur  dann  als  un- 
veränderlich angenommen  werden,  wenn  zugleich  die  vom  Kör- 
per beschriebene  Bahn  in  einer  Ebene  liegt.  Es  sei  nämlich 
AO  =  /"und  man  setze  x  —  f^  OP  =:  t,  also  dx  —  dt;  so 
wird 

tdzddy  —  tdyddz  =  {zdd.y-—yddz)  dt 

tdy—^ydt       tdz — zdt 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  t,   so  kann  man  sie,    weil 
dt  constant  ist,  integriren  und  es  wird 
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idy  —  ydt  ==  atdz  —  azdt* 
Dividirt  man  diese  endlich  durch  ^^  und  integrirt,  so  erhält  man 

I  ==.^  +  |3  oder  y  r=:  uz  +  px-^ßf, 

die  Gleichung  einer  Ebene. 

Zusatz  5. 

§.  811.  Wird  aber  tg  i  =  constans  oder  die  gegenseitige 
Neigung  der  Ebene  Mm^  und  APQ  unveränderlich  angenom- 
men, so  ergibt  sich  keine  Gleichung  von  der  vorhergehenden 
Art  Es  ergibt  sich  auch  aus  anderweitigen  Gründen,  dass  als- 
dann die  vom  Körper  beschriebene  Bahn  nicht  nothwendig  in 
einer  Ebene  liegen  muss. 

Zusatz  6. 

§.  812.  Damit  die  vom  Körper  beschriebene  Curve  nicht 
von  einfacher  Krümmung  werde,  darf  man  weder  den  Punkt  O, 
noch  den  Winkel  POR  unveränderlich  annehmen.  Sind  aber 
diese  auch  veränderlich,  so  kann  nichts  desto  weniger  der  Nei- 
gungswinkel beider  Ebenen  constant  sein. 

Zusatz  7. 

§.  813.  Hat  die  Durchschnittslinie  RO,  welche  in  der  Astro- 
nomie die  Knotenlinie  genannt  wird,  keine  constante  Lage,  so 
dreht  sie  sich  um  den  Punkt  S,  Die  gerade  Linie  mMS  liegt 
nämlich  in  der  Ebene  des  Elementes  Mm  und  des  nächstvor- 
hergehenden und  es  wird  daher  die  Durchschnittslinie  RO  und 
die  nächstvorhergehende  sich  in  S  schneiden. 

Zusatz   8. 

§.  814.     Dieser  Punkt  S  liegt  daher  in  dem  Orte,  für  welchen 

AT  =  AP^PT  =  £^Z:i^-£,  und  ,S T  ==:  ?lfcl^- , 
dz  dz 

woraus  seine  Lage  bekannt  wird. 

Zusatz  9. 
§.  815.     Wird  der  Punkt  S  als  unveränderlich  vorausgesetzt, 
so  hat  man 

xdz  —  zdx  ==  adz  und  zdy~ydz  =  bdz, 

woraus  man 

X  —  a  =  az  und  ly  +  6  =:  (3z 
erhält.    In  diesem  Falle  wird  also  die  vom  Körper  beschriebene 
Bahn -nicht  nur  eine  Ebene,  sondern  selbst   eine   gerade  Linie, 
indem  wegen  der  ersten  Gleichung  die  Projection  QqQ  und  we° 
gen  der  zweiten  Gleichung  die  Projection   Mm^  es  ist. 
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Anmerkung. 
§.  816.     Nachdem  wir  nun  die  Principien  auseinaiidergesetzi 
haben,    welche    die   Bewegung    der  Körper    auf  nicht    ebenen 
Oberflächen  betreffen,  kann  die  Behandlung  selbst,  wie  die  frü- 
here über    die  Bewegung  in  einer  Ebene,   in   zwei  Theile   zer- 
legt werden.     In  dem  ersten  von  ihnen  werden  wir  zeigen,  wie 
man  aus  gegebenen  Kräften  die  vom  Körper  beschriebene  Curve 
finden  kann;  im  zweiten  hingegen,  welche  Kräfte  erfodert  wer- 
den, damit  der  Körper  eine  gegebene  Curve  beschreiben  könne. 
Hierbei  kann   entweder  nur   die  Curve,   oder   zugleich  auch  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  an  den  einzelnen  Orten  gegeben  sein. 

Satz   100 
A  u  f  g  a  b  e. 

§.  817.  (Figur  HO.)  Ein  Körper  wird  durch  drei  Kräfte 
angetrieben,  deren  Richtungen  Mf,  M.g  und  1/Q  rcspective  den 
drei  Coordinaten  AP^  PQ  und  f^M  parallel  sind;  man  soll  seine 
Bewegung  und  Bahn  bestimmen. 

Auflösung. 

Da  3Ifif^AP  und  %#/>Q,  so  ist  die  Ebene  f3I(/  #  der 
Ebene  APQ,  In  der  erstem  ziehe  man  ßli^Qq,  so  wird  3It 
auch  in  der  Ebene  Mq  liegen.  Auf  die  Yerlängeiung  des  Ele- 
ments Mm  fälle  man  aus  Q  das  Perpendikel  Qd  und  von  f  und 
g  auf  Mi  die  Perpendikel  fi  und  f//;,  endlich  von  i  und  k  auf 
Md  die  Perpendikel  ib  und  kc.  Es  werden  nun  fi  und  qk 
auch  auf  der  Ebene  Mq  perpendikulär  sein,  weil  die  Ebene 
fMff  normal  auf  der  Ebene  Mq  steht  und  3Ii  die  Durchscbnitts- 
linie  beider  Ebenen    ist.     Es  bleibe  nun,  wie  im  vorigen  Satze 

AP  ==:  a^,  PQ  z=  y  und  Qßl  =  z 

und  es  sei  die  Kraft,  welche  den  Körper  längs  Mf  zieht,  -—P, 
die  längs  Mg  ziehende  =  Q  und  die  längs  MQ  zzz  R,  Damit 
man  die  Wirkungen  dieser  Kräfte  kennen  lerne,  muss  man  sie 
in  eine  tangentiale  längs  Blin  wirkende,  ehie  auf  Mm.  normale 
und  in  der  Ebene  Mq  liegende  und  in  eine  auf  der  Ebene  31q 
normale  Kraft  zerlegen.     Da  nun  ^Mfir=.Qqp\^i,  so  haben  wir 

Qq  :  qq'  z=zMfifi,  oder  die  längs  /'/  wirkende  Kraft  =  -— r^^  — 
^    ^^  ^    ^  VdxHdy'^ 

Diess  ist  die  aus  P  hervorgehende,  längs  fi  wirkende  Seiten^ 
kraft  und  wenn  erstere  allein  wirksam  wäre,  nürden  ^^ir  haben 
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M  ^   ~  -_^^^  (§.  796.). 

Ferner  wird  die  län<^s   Mi  ziehende  Kraft  ™  — — -     und 

diese  zerlegen  wir,  indem  wir  Min'-^Qq  ziehen^  in  eine  längs 
hi  ziehende  ^  "^  .  -^&^^  ^^^  '^' 


3Im  '  Sfdx^^dy'^      \f  (dx^-\-dy^)  (dx^\df\d^ 

und  eine  längs  Mb  ziehende  =  — — .  ^ 

Sfdx^  +  dy^  +  d%^ 

Aus  der  Krai't  P  ergiht  sich  daher 

iV  -  -  -, -     ^^^^^^  und  T  ^ 

*^(dx^\diP){dx^\dif-\dz^) 

Auf  ähnliche  Weise  zerlegt  man  die  längs  Mg  wirkende  Kraft 
Q  in  eine  länffs  kq  wirkende  =  — ^    ^  — und    eine    längs 

Mk  gerichtete  =z         ^±y_ ^      dj^  letztere  zerlege  man   fer- 

^fdx'^-^dy'^ 
ner    in    zwei    andere,    deren    eine    längs    ck    gerichtet    und  = 

_-Q^-  ^^rii'  ^ g%j; undderenzweite 

Sfdx'^  +  c^y^  *  Mm       V'idxHdy'^)  (dx'^+dyHdz'^) 

länas    Mc  gerichtet  und  =  --    ■^__/ — _ ist. 

V^dx'^+  dy^^dz'^ 

Wenn  demnach  Q  allein  wirksam  wäre,  so  würden  wir  haben 

T  :==:  '—  Q#      iYt=^ Qdydi 

S^dx^\^d^^d^'  \n^H^^d^-y[y'H^) 

u,,d  M  ^  -—M^-=^. 
V^dx^+dy'^ 

Endlich  wird  die  Kraft   R,    welche   die   Richtung   MQ  hat,    in 

eine  längs  3Id  wirkende  =  — -        ^'  '^- und    eine   längs 

V  dx^-i^dy^  +  dz^ 

dQ  wirkende  Seitenkraft  ==     ^^  da^±d^      zerlegt   und  aus 

V^dx'^^-dy'^-\-dz'^ 
R,  als  allein  wirkender  Kraft,  würde  daher  folgen: 

T=z:  >-   ___jg^ und  N  ^  J^'^I^JM^. 

S^dx'^  +  %2  4-  dz'^  V^f/,r2+  dy^  ^(tJ 
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Sind  demnach  die  drei  Kräfte  P,    Q  und  R  zugleich  wirksam, 
so  ist  die  aus  ihnen  entspringende  Tangentialkraft 
j, —^Pdx  — '  Qdy--^  Rdz , 

^   \fdx^^d^T3^' 

die  Normalkraft  in  der  Ehene  Mq, 

N  =:  -  Pdxdz  ^  Qdydz+R{dx'^  ^  dy'^) 
Sf{dx'^  -\-dy^)  {dx"^  +  dy'^T^W) 
und  die  andere  Normalkraft 

Vdx'^^dy'^ 
Substitulrt  man  diese  Werthe  statt   T,   N  und  M  in  die   Glei- 
chungen  (§.  80^.)?  so  erhält  man  nach  einfacher  Reduction 
dv  =z  —  Pdx  —  Qdy  —  Rdz, 

dx^ -{- dy^  ~\- dz^ 

und  —^^^^^2/        =  Pdy^Qdx, 
dx^  +  dy'^+dz'^  ^ 

Diese  drei  Gleichungen  bestimmen  die  Bewegung  des  Körpers. 

Zusatz  1, 
§.  818.     Die   beiden  letzten  Gleichungen  ergeben    die  Pro- 
portion 

dydzddy  —  ddzidx'^  +  dy'^^idxddy  =  —Pdxdz— Qdydz 
+  Ridx^  +  dy'');Pdy-Qdx 
oder,  nach  einiger  ümformuug 

ddy :  ddz  =  Pdy  —  Qdx :  Pdz  -—  Rdx. 

Zusatz  2. 

§.  819.  (Figur  89.)  Die  Ebene  Mm^it-,  in  welcher  die  Ele- 
mente Mm  und  wft  sich  befinden,  wird  folgendermassen  be- 
stimnit.    Es  ist 

AO—  AP—  OP—  i^^^^^-"^^^^)  ddy  -\-(ydx—xdy)ddz 

dzddy  -—  dyddz 

{xdz  —  zdx)  ddy  +  {ydx  —  xdy)      ^   ÖJ~  ^^^^f 

^~  ,   , ,       T  Pdz  — Rdx    -j  j 

_  -^Pydz  +  Pzdy  +Qxdz-~  Qzdxj-  Rydx — Rxdy 
Qdz—^Rdy 
Ferner  wird 
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^  Pdz  ~  Rdw  ^ 


V(Pdz-Rda^)''+(Kdy—Qch)^ 
Pdy  —  Qdx 

Zusatz  3. 
§.  820.     Verschwindet  die  Kraft  P,  so  wird  aus  der  ersten 
und  dritten  der  im  Satze  gefundenen  Gleichungen 

Q  2vddy  ,   n ^^  •  ^vdyddy 

^  ~         ^H^p+^2  ^"^  ^  —       7^2  +  dzidxH^'^^dz^y 

Aus  der  zweiten  Gleichung  erhalten  wir 

dv  __2dyddy~{-'2dzddz 

~v"~  da:^+dy^+dV^  ' 
also  wenn  man  integrirt, 

logt;  =  logTl  +  ^+  ^^^+Const.  oder  vda:^=:^a(da;^'l^dy^ 

+  dz^)  und  dx  \^v  =  S^a{dx'^-\-dy'^-{^dz^). 
Zusatz  4. 
§.  821.     Unter  dieser  Voraussetzung  wird  die  Zeit  der  Be- 
wegung   

J    \fv     J  STv  "J    \/^a       Sfa' 

Man  sieht  also,  dass  in  diesem  Falle  die,  längs  gerader  und 
der  Axe  ^P  paralleler  Linien,  fortschreitende  Bewegung  gleich- 
förmig ist. 

Zusatz  5. 
§.  822.    Unter  derselben  Voraussetzung  wird 
^  2addif        1    o  ^addz 

also  ddy\ddz  =  Q\R  (§.  818.). 

Durch  diese  Gleichungen   wird   die  vom  Körper    beschrie» 
bene  Curve  bestimmt. 

Anmerkung. 
§.  823.  Aus  der  Zerlegung  der  Kräfte  in  drei, Seitenkräfte. 
welche  wir  in  diesem"  Satze  betrachtet  haben ,  ersieht  man  leicht 
dass  alle  zu  erdenkenden  Kräfte  ebenfalls  auf  drei  zurückge 
führt  werden  können.  Da  also,  wenn  diese  gegeben  sind,  die 
vom  Körper  beschriebene  Curve  ohne  Schwierigkeit  gefundei 
wird,  so  gewährt  dieser  Satz  auch  für  beliebig  vorausgesetzte 
Kräfte  den  grössten  Nutzen. 
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Salz  101. 

Aufgabe. 

§.  824.  (Figur  91  und  91,«.)  Ein  Kr)r[)er  wird  beständig 
gegen  die  Äxe  AP,  längs  der  von  ihm  auf  sie  gefällten  Perpen- 
dikel MP,  angetrieben;  man  soll  seine  Bewegung  bestimmen. 

Auflösung. 

Man  ziehe  wie   vorher    die  Coordinaten  AP=:^x,   PQ  =:z:  jj 

und  QM=zz,  so  wird  MPz=z  Sfy'^-^-z'^,    Die  längs  MP  wirkende 

Kraft  sei  —  V  und  man  zerlege  sie  in  zwei  längs  MQ  und  Mg 

wirkende,  wo  31g  ^  und  =  QP  ist;  alsdann  wird  die  erstere, 

Vz 
längs  MQ  wirkende  Kraft  uz:  — ■ und    die   andere,    länas 

Mq  wirkende  =  — : — ^ — .     Vergleichen  wir  diese  Werthe  mit 
denen  des  vorigen  Satzes,  so  haben  wir  hier 

Pr==.Q,   Q  :=z  -^ly und   R  =.  -^^^:.. 

Nach  §.  822.  haben  wir  also 

ddy  : ddz  —   Q:R=:y:z 
oder  yddz  =  zddy ,  d.  h.  yddz  —  zddy^=0  und  aus  der  letzten 
Gleichung  durch  Integration 

ydz — zdy=zöda\ 

Ferner  wird  — — -'^ —  =: —  ~^— „^  und    diese   Gleichungen   ver 

eint  bestimmen  die  vom  Körper  beschriebene  Curve. 

Die  Geschwindigkeit  desselben  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

vdx^=aidx^  +  (hf~i-dz'^),  woraus  V^=^J!M^±M±I^) 

dx 

folgt. 

Zusatz  1. 

§.  825.  Setzt  man  dx-zupdy,  so  wird,  weil  dx  constant  ist 

{)::=zj)ddy  ^  dpdy  oder   ddy  •=  —       v    ' 

Substituirt  man    diesen  Werth,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  beschriebenen  Curve,  die  Gleichungen 

mlz  —  zdy  —  bpdii  und  -'•rr==:^.-z=:=~^=^^f~. 
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Zusatz  2. 
§.  826.     Setzt   man    ferner   z  =  qy ,   so  werden  jene   Glei- 
eliuiigen 

ißdq  =  bpd/ij  und  — .  ^=.  —r~-  ; 

dieselben  enthalten  ebenfalls   drei   veränderliche  Grössen  t/,   p 
und  q, 

Anmerkung  1 . 
§.  827.  Um  diess  klarer  auseinander  zu  setzen,  ist  es  sehr^ 
zweckmässig,  einige  Beispiele  anzuführen.  Wir  setzen  daher 
die  Kraft  V  als  vom  Abstände  3IP  abhängig  voraus  und  zwar 
einer  beliebigen  Potenz  von  BIP  proportional,  damit  wir  diese 
Bewegung  mit  der  in  einer  Ebene,  aus  einer  Centripetalkraft, 
welche  einer  beliebigen  Potenz  des  Abstandes  proportional  ist, 
hervorgehenden  Bewegung  vergleichen  können.  Zwischen  die- 
sen Fällen  findet  nämlich  eine  sehr  grosse  Aehnlichkeit  statt, 
indem  an  die  Stelle  des  Mittelpunktes  der  Kräfte  hier  gleich- 
sam eine  Axe  der  Kräfte  tritt,  nach  welcher  der  Körper  bestän- 
dig hingezogen  wird.  Wird  nun  der  Körper  anfangs  so  gewor- 
fen,  dass  er  keine  fortschreitende  Bewegung  längs  der  Axe  ^P 
hat,  so  wird  er  in  der  Ebene  PQM  fortrücken  und  stets  gegen 
4en  Punkt  P,  als  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  hingezogen  werden. 

Beispiel  1 . 

§.  828.    Es  sei  die  Kraft   V  dem  Abstände  31P  direct  pro- 

portional,  man   setze  also    V  —   — ^^-— ^ — ;  alsdann  wird  ^   =:: 

— — f-  (6.  825.),  und  wenn  man  integrirt, 
p^dy 

^==C ^   oder    -^~ —L—-jL^  und  p  — .1 

Da  nun  dq  =  ^^  (§.  820.),  so  wird  hier  dq  ^  ^^^^^M^ 
und  wenn  man  integrirt, 

q  —  a  —  I- '- ^  ,   wo  ß  =  — Tr-2H^  i^^- 

y  'Icf 

Für   die  Projection   der  Curve   auf  die   Ebene   der  yz  erhalten 
wir  daher  die  Gleichung 

z  z=z  ay  —■  ß  Sf^cf—y\ 
also  diese  Projection  der  Curve  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt 
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auf  der  Axe  AP  liegt.     Da  ferner  dx  =  pdy ,  also  hier  dx  ^=^ 
-MXM=,  so  wird 

Die  Projection  der  Curve  auf  die  Ebene  der  xy  oder  ÄPQ  ist 
also  die  Leibnitzsclie  JSimiscurve. 

Beispiel  2. 
§.  829.     Es  sei  die  Kraft    V  dem  Quadrat   des  Abstandes 

MF  umgekehrt  proportional  oder    V  =  -J-r-^  =     ^./, — ^  , 

weil  z  =:  ^^y. 

Wir  erhalten  daher  -^t-=— oTiA — ?jr,  oder  weil  dy:=:^-j-3. 
P  dy      y^iX^q^p  op 

(§.  826.) 

^abdp  n^      dq 

Es  wird  also 
-Jl±^  =  C-^  =  C-^^,  indem  L=  %JL  i.t. 

Wir  haben  daher  ferner    '    ^  ^  =  Cdn — -s^     und  wenn 

Vl  +  5*  y^ 

wir  integriren  ,  ^  VT+'f^  =  ^</  +  -^+  i>  oder  /2  V^^M""^ 

=  Cz  +  %  K  2r/62,  weil  ^  =:  ~. 

Die  Projection  der  gesuchten  Curve  auf  die  Ebene  der  yz 
oder  eine,  auf  die  Axe  AP  senkrechte.  Ebene  ist  daher  ein 
Kegelschnitt,  dessen  einer  Brennpunkt  in  der  Axe  AP  liegt. 

Anmerkung  2. 
§.  830.  Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Projectionen  der 
beschriebenen  Curven  auf  eine,  auf  der  Axe  AP  senkrecht 
stehende.  Ebene  mit  den  Curven  übereinstimmen,  welche  die 
in  dieser  Ebene  sich  bewegenden  Körper  beschreiben  würden, 
wenn  sie  durch  dieselbe  Kraft  angetrieben  würden.  Hierüber 
darf  man  sich  nicht  wundern.  Die  hier  betrachtete  Bewegung 
kann  nämlich  auf  diejenige  zurückgeführt  werden,  welche  ein 
beständig  gegen  die  Axe  AP  hingezogener  S^örper  in  einer, 
auf  diesei*  Axe   normalen  Ebene  ausführt;    wenn   wir  uns  nur 
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vorstellen,  dass  die  letztere  eine  gleichßirmige  Bewegung  längs 
der  Axe  AP  habe.  Diese  fortschreitende  Bewegung  kann  näm- 
lich ,  weil  sie  gleichförmig  und  geradlinig  ist,  die  Bewegung 
des  Körpers  in  der  Ebene  nicht  stören.  Man  hätte  daher  das- 
jenige, was  sich  hier  ergeben  hat,  schon  aus  §.  821.  ableiten 
können,  wo  wir  gezeigt  haben,  dass  die  fortschreitende  Be- 
wegung des  Körpers  längs  der  Axe  gleichförmig  wird,  wenn 
die  Kraft  P  verschwindet.  So  oft  also  die  letztere  ==  0  wird, 
kann  die  gesuchte  Bewegung  stets  auf  eine  in  einer  Ebene 
erfolgende  zurückgeführt  werden.  Diess  wird  nämlich  gesche- 
hen, wenn  man  der  auf  der  Axe  AP  normalen  Ebene  eine 
eben  so  grosse,  rückwärts  längs  jP^4  gerichtete,  Bewegung  bei- 
legt, als  wir  sie  oben  (§.  821.)  längs  AP  fortschreitend  gefun- 
den haben. 

Anmerkung  3. 
§.  831.  Indessen  verdient  besonders  bemerkt  zu  werden, 
dass  wir  in  den  aufgestellten  Beispielen  so  leicht  die  Gleichungen 
gefunden  haben,  welche  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  der  Projectionen  der  Curven  auf  eine,  auf  der  Axe  AP 
normale  Ebene  stattfinden,  also  auch  für  die  vom  Körper  be- 
schriebenen Curven  selbst ,  wenn  die  fortschreitende  Bewegung 
verschwindet.  Im  ersten  Theile  dieses  Kapitels,  wo  wir  die 
allgemeinen  Bewegungen  in  einer  Ebene,  vermöge  einer  Cen- 
tripetalkraft,  betrachteten,  mussten  wir  mehr  Mühe  anwenden 
und  die  Kreisbogen  mit  einander  vergleichen,  um  zu  den  ge- 
wöhnlichen Gleichungen  der  beschriebenen  Curven  zu  gelangen. 
Die  grössere  AUfijemeinheit  also,  welche  sehr  oft  die  Auffindung, 
des  Gesuchten  erschwert,  war  hier  nicht  nur  nicht  hinderlich, 
sondern  liess  dasjenige  sehr  leicht  bestimmen,  was  im  beson- 
dern Falle  nur  schwer  zu  finden  war. 

Zusatz  3. 

§.  832.     (Fig.  90.).    Im   vorliegenden  Falle  wird  auch  die 

Ebene  der  Elemente  Mm  und  m^  leicht  bestimmt.     Da  nämlich 

ddyiddz  •=.  y\%  oder  zddy — yddz  =  0; 

so  wird  PO=iO  und  AO  =  a:, 

es  fällt  also  der  Punkt  O  in  P.     Ferner  wird 

tgPOR  =  ydx-j%dy_b^  ^g^  g24.)  oder  coigPOR  =  ^, 
zdx  z  °  0 

d.  h.  die  Cotangente  des  Winkels  POR  proportional  z  oder  QM. 

Endlich  wird  der  Neigungswinkel  der  Ebenen   Mm^i    und 

APQ  bestimmt  durch 
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Anmerkung  4 
§.  833.  Da  der  Fall,  in  welebem  die  Kraft  P  verschwin- 
det, auf  die  Bewegung  in  einer  Ebene  zurückgeführt  werden 
kann,  so  wird  diess  auch  möglich  sein,  wenn  Q  oder  R  ver- 
schwindet. Nimmt  man  nämlich  als  Axe  eine,  auf  ^P  normale 
und  in  der  Ebene  APQ  liegende,  gerade  Linie  an,  so  hat  die 
Kraft  Q  eine  der  Axe  parallele  Richtung  und  die  andern  Kräfte 
P  und  R  werden  eben  so  behandelt,  wie  vorher  Q  und  R, 
Nimmt  man  aber  als  Axe  eine^  auf  AP  und  APQ  zugleich 
normale,  Linie  an,  so  wird  die  Kraft  R,  an  der  Stelle  von  P, 
eine  der  Axe  parallele  Richtung  haben.  So  wie  nämlich  die 
Coordinaten^^,  y  und  z  in  Bezug  auf  ihre  gegenseitige  Lage 
mit  einander  vertauscht  werden  können,  kann  man  auf  ähnliche 
Weise  hinsichtlich  der  Kräfte  P,  Q  und  R  urtheilen. 

Satz  102. 
Aufgabe. 

§.  834.  (Figur  92  und  92,  a.).  Ein  Körper  wird  in  den 
einzelnen  Punkten  31  durch  zwei  Kräfte  angetrieben,  von  de- 
nen die  eine  die  Richtung  MJ,  die  andere  die  auf  der  Ebene 
APQ  normale  Richtung  7!fQ  hat;  man  soll  die  Bewegung  des 
Körj)ers  und  seine  Bahn  bestimmen. 

Auflösung. 
Man  ziehe  31P,  welche  normal  auf  AP\st  und  zerlege  die 
Kraft  MA  in  zwei  andere,  von  denen  die  eine  längs  3If^AP 
und  die  andere  längs  J/P  wirkt.  Diese  zerlege  man  wieder 
in  zwei,  längs  3IQ  und  31(j  wirkende  Seitenkräfte.  Setzt  man 
nun  wie  früher 

AP  ■=.  X,  PQ  =:  y  und  Q31  =  z,  ferner 
die  längs  3IA  wirkende  Kraft   =   Fund  die  längs  i¥Q 
wirkende  =   W\ 
so  erhält  man,  weil  7%#PQ  ist: 

Prrr— —   ^"^     .  .    Q= ^—   uud    R^    W 

V^^2  ^  ^2  _|_  ^2  y^^2  -f  2;2  _|.  ^2 

+  ■    ^-   ^' (§.  817.). 

Nach  den  Gleichungen  desselben  Satzes  erhalten  wir  hier 
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Y ^vdccddy  ^x^  -f  ?/^  -h  ^^      1x7 

{xdtj — ydx){dcc^\dy^\rdz^'' 
2v  I  ddy  {xdz — xdx)  —  ddz  {xdy — ydx)  ]        1 
{xdy  —  7/fZ.^')  (ctx'^  +  c??/^  +  f^z^j 

dv dyddy^dzddz  xddy 

2v      dx'^+dy^-{-dz^       xdy— ydx' 
Die  letztere  ergibt  durch  Integration 

ilogi;  =  ^log  {dx'^+dy'^-\-dz^)'-- log  (xdy '— y dx)  +  C 

,       ,r~      aVä\fdx^-{-dy^+d^        .  a^idx'^+dy^^-dz^) 

oder  \  V  == 7  7 ^^^  '^  "      .     .  r  \^  - . 

xdy—  ydx  (xdy  —  ?/d:^)2 

indem  C  =  log  a  V^a  gesetzt  ist.  Substitiürt  man  diesen  Wertli 
in  die  beiden  Gleichungen ,  welche  zur  Bestimmung  von  V 
und   W  dienen,  so  erhält  man 

(xdy—ydx)'^ 
2aMdy(xdz  —  zdx)—''la  ^ddz  {pcdy  —ydx) 
(xdy — ydxY  ' 

wodurch  man  die  vom  Körper  beschriebene  Curve  bestimmen 
kann. 

Zusatz  1. 
§.  835.     Die  Zeit,   in  welcher   der  Körper  bis   nach  M  ge- 
langt, ist 

=  r  ^^^'^^'^  +  ^^y^  ^^^^^  —  r  xdy —ydx  ^J  ^dy—Jydx 

welchen  Werth  man  durch  Quadratur  der  Projection  der  Curve 
auf  die  Ebene  APQ  kennen  lernt. 

Zusatz   2. 
§.  836.     Setzt    man  y=zpx   und   z  =:  qx ,   so   erhält   man 
die  folgenden  Gleichungen 

y__  2aHx(xddp~{-  Mxdp)  VI  -|-  jj^l^^^ 

x^  d.p^ 

,    T|^ 2a^dqddp — ^a^dpddq 

und    v\  —  -3-^-3  -, 

welche  dazu  dienen,  die  Curve  kennen  zu  lernen. 

Beispiel. 

§.  837.  Es  sei  die  Kraft  Fdem  Abstände  MA,  W  aber  dem 

Perpendikel  MQ  proportional;  man  setze  daher  Vzzi  ^  -^'^+3/^+^^ 

f 
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=  £yi±£i±-5i  und   Wz=:^z^^,    Nach  den   Gleichungen 

f  <J       ü 

5^es  vorhergehenden  Zusatzes  haben  wir  daher 

xHp^  =  "la^fdx  {xddp  +  Mxdp)  =1a^fxdxddp  +  ia'fdxUp 
und 

x^qdp^  =2  ^a^  gidqddp  —  dpddq). 

Das  Integral  der  ersten  Gleichung  ist 


1  wi 
dp  ^-=- 


Hieraus  erhalten  wir,  indem  wir  (7  =  c^  setzen, 

adx  V^'iaf 

und,  indem  wir  wieder  integriren, 

^y^r      a'^'Mip'-^)  oder  ^^nx^  a  V^2a/Xc^-^) 

als  Gleichung  der  Projection  der  beschriebenen  Curve  auf  die 
Ebene  APQ.  Dieselbe  ist  mithin  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt in  A  liegt. 

Aus  dem  für  dp  gefundenen  Werthe  folgt  ferner 

adx'^i:2c^--Zx'^)Sf^t^ 

Substituirt  man  nun  die  für  dp  und  ddp  gefundenen  Werthe  in 
die  zweite  der  obigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

afqxdx'^  =  —'lac^gdxdq^-ZagxMxdq  —  ac^gxddq  +  agx'ddq. 

f  rdx 

Setzt  man  ferner  q  i=l  e*^       ,  so  geht  diese  Gleichung  über  m 

fxdx  =  — '  c^gxdr  +  gx'^  dr  —  2c^grdx  -fr  3gx^rdx 

—  c^gxr'^dx  +  gx^r^dx» 

Nun   setze  man  r  =  — — —  ,  so  wird  nach  einfacher  Re- 

x^STc'^-x^ 

duction 

u^dx 


ddp    —  -  ;^3V^2_.^2\i 


fxdx  ^  ^  ffduSTc^-^x^  _  gMx  ^^^^^  ^^^^ 


X  X  x^S  c^  —  x^ 
x^fdx 


I  /  ^^*^      __  f\ 
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Setzt  man  enalicli  t  =- ^ — ^—  oder  cc  ==:  TTyx^'  ^^  §^^^* 

die  vorstehende  Gleichung  über  in 


deren  Integral  wir  später  darstellen  werden. 

(Figur  89.)    Um  die  Ebene  kennen  zu  lernen,   in  welcher 
die  Elemente  Mm  und  m^n  sich  befinden ,  haben  wir 

ddy :  ddz  =  gxdy — fjydx :  cjxdz  —  hzdx , 
indem  (J^f  =  h  gesetzt  ist.     Wir  haben  daher 

hzdy  —  fjydz  rjxdz  — hzdx 

^    .  _.  Sfijizdy—gydzy^  +  {fjxdz—lizdxf 
gxdy  —  gydx 

Endlich  wird  die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  bis  nach  Bf  ge- 
langt, 

=f2^=  Srrr  /'-4L=,=  V-'iAave.  sin  (f). 
a\  a  J     V  c^  —  x^  \^/ 

Diese  Zeit  wird   also   proportional    dem  Bogen,   dessen  Sinus 

=:  —  für  den  Radius   =    1,    oder  dessen   Sinus   =  x  für  den 
c 

Radius  =  c  ist.  Hieraus  ersieht  man,  dass  die  Winkelbewe- 
gung des  Körpers  in  der  Projection  auf  die  Ebene  APQ  und 
um  A  gleichförmig  und  dass  die  Zeit  eines  ganzen  Umlaufs 
Vf  proportional  wird. 

Zusatz  3. 
§.  838.     Die  Projection  der   beschriebenen   Curve    auf  die 
Ebene  APQ  wird  ein  Kreis,  wenn  ?iz=Ö  und  — a^2af=^c^ 
ist.     Der  Mittelpunkt  desselben  liegt   in  A^  sein  Radius   wird 
-=.0  und  wir  erhalten 

y  :=^   yc^  —  x"^. 
Hieraus  folgt 

ddz  gxdz  -—hzdx 

welche  Gleichung  zur  Bestimmung  von  z  dient  und  sich  eben 
so  weit  erstreckt,  als  der  Fall  des  vorigen  Beispiels,  wenn 
auch  dieser  besondere  Fall  betrachtet  wird. 

Euler's  Mechanik  I.  20 
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Zusatz  4. 
§.  839.     Um  aus  der  vorliergehenden  Gleichung  %  zu  finden, 

setzen  wir  x  =  6*^  "^  ^  .  wodurch  dieselbe  übergeht  in 

o  7  qrxilx  —  hdx 

(jdfr^cjvUx  =  '^—^^rir^^ — ^ 

eine  Difleientialgleichung  der  ersten  Ordnung.     Setzt  man  lei- 


ner r  = 


u 


::::r,  SO  geht  dieselbe  über  in 


Endlich  setzen  wir  ~rr.Öt^  =:  //22  „^d   erhalten    so   die   Glöi 


9         ff 
ehung 

du        .        dx 


r^O, 


in  welcher   die  veränderlichen    Grössen   von   einander   getrennt 
sind. 

Zusatz  5. 

§.  840.    Nun  ist   /Ui^::^  ^   C  ^  ■'^'^W^mS^c^—^x^ 
J  V  v^  —  x'^ 

■      P     du  1  5       /w— -/«V  ^\ 

also — — — zj=r=   { — r „-^-V  W0f;=:::l0ö|    77^-! 

gesetzt  ist. 

Hieraus  folgt 

Zusatz  6» 

/rflf.r  /^ 

§.  841.     Aus  2~e*^  folgt  log^  ==:    I    >'f?^T  und   da   r  •- 


u 


Sfc^^x^ 


-zrrz  ist,  so  wird 


Hosted  by 


Google 


ei7ieB   Punktes  im  leeren  Räume,  307 

\\c^ — x^ — xy  — li 
so  wird 


^^etzt  man    /    -~f:zs==zz===:^'=:z^'=:iS  -^1  log — r — -A 


b .  (?  '^— 1  z=^  V^c^  —  o;^  —  xW—i  und   log  z  :==; 


/ 


2  WS 


mt^sjl  +  e^-i!  V"— l. 


1-6-^=5 


Setzt  man  ferner  e'^~-^=it,  woraus  dsz=z — ^ fokt,     so 

^Zmt 

entsteht 

^    j  2«(i-o  -  V  "~<(i-o      ^v  VT  y 

und 

^    ~"     b^{sr^~^'^'-xsrzj\)m 

^  V  —1 

Zusatz   7. 
§.  842.    Nachdem  nun  der  Werth  von  z  gefunden  ist,    er- 
halten wir 

dz  =2% . d\oQ  .^'^^^^^  y ^^^^  +  {Sf^-^'^—  xST^Vf^ i  V^^ 

Ferner  wird 

gxd%  —  äj;^^ 

z 

i  ^,2m  _.(y^2lr^n  ^  \fZZl)  2m  |  V^-^^- 

endlich,  da  ;y  ==  V^c^  — ^^^  ist, 

/iz% — 'ffydz  __ 

ot  ^""^~~"  '""  __  

_    m^gx^x  __  mgdxlb'^^  +  ( Vö^^^^^^  - x  V>--1)^"» }  \^-l 

Zusatz  8. 
§.  843.    Hieraus  und  et  man 

20^ 


Hosted  by 


Google 


308    Kapitel  F.     Von  der  freien  krunrmlinigen  Bewegung 


AO 


f  c^ \  IP-^  —  i^Sfc^^x^  -  X  V"— 1)^^* \ 


+  mg  Sf'^^x'^  \  />2'»  +  (Vc^— ^^  ~  X  V-T)  2'«  \  V— 1  ^ 

tg   POl^   =: 

7Ha;  {  62/«  — ,( V  C^  —  Ö^—  x\f~^V)  2^»  ] 
.  +  V"c2^^^2  j  ^2m_|_  (V'c^— .t2  —  X  V"II]  )  2m  j  VZrj 

I      -o:  {Ä2m4.(V^^2:i:^_^v'^)2^iV^:^i        ) 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man  die  Tangente  des  Neigungs- 
winkels der  Ebene,  in  weicher  der  Körper  sich  bewegt,  gegee 
die  Ebene  APQ. 

Anmerkung. 
§.  844.     Die  Anwendung    der    für   %  und   die  Neigung  der 
Bahn  gefundenen  Werthe  wird  sehr  schwierig,  weil  die  imagi- 
nären Grössen  vermischt  darin  enthalten    sind.     Wir  verweilen 
daher  nicht  länger  bei  ihnen,   um    die  Durchschnitte   der  vom 
Körper  beschriebenen  Curve   mit   der  Ebene  APQ   zu  bestim- 
men.    Diese    Frage    ist    aber    in   der  Astronomie   von    grosser 
Wichtigkeit,  wenn   man  die  Bewegung  der  Knoten  finden  will 
und,  wir  haben  daher  den  folgenden  Satz  dazu  bestimmt,  zu  un- 
tersuchen, wo  der  Korper  bei  seiner  Bewegung  die  Ebene  ^JPQ 
schneidet.     Derselbe  befindet  sich  nämlich  während  seiner  Be- 
wegung bald  ober-,  bald  unterhalb    dieser  Ebene   und  er  mag 
nun  dort  oder  hier  verweilen,  so  wird  er  durch  die   eine  Kraft 
W  gegen   die  Ebene,  im   directen  Verhäiiniss    des  Abstandes 
von  ihr,  hingezogen.     Der  Punkt  nun,  in  welchem  der  Körper 
von  der  obern  Seite  nach  der   untern  geht,  heisst   der   nieder: 
.stfiigendiL^der  Punkt  hingegen,  in  welchem  er  nach  der  oberu 
öeite  zurückkehrt,  der  aufsteigery:le  Knoten, 

Satz  103. 
Aufgabe. 

§.  845.  (Figur  92.)  Ein  Körper  wird  theils  gegen  den 
festen  Punkt  A,  im  Verhältniss  der  Entfernung  von  |lemselben, 
theils  normal  gegen  die  Ebene  APQ,  ebenfalls  im  ^^erhältniss 
der  Entfernungen  von  ihr  angezogen;  man  soll  die  Knoten  oder 
die  Punkte  bestimmen,  in  denen  der  Körper  sich  in  dieser 
Ebene  befindet  und  ausserdem  die  Punkte ,  in  denen  er  am 
weitesten  von  der  Ebene  entfernt  ist. 
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xVufiösung. 
Wie  vorher  seien  a;,  y,  z   die   drei   Coordinatnn   des  Köi- 

pers, _JJ^^J —  die   Kraft,   welche    den   Körper   gegen   A, 

—  die  Kraft,   welche  ihn   gegen   die  Ebene  APQ   hinzieht  und 

LjA.  vvieder    =   m^    gesetzt.      Offenbar   wird    der    Körper    die 

Ebene  ^PQ  schneiden,  wenn  i  ==  0  ist.     Es  wird  aber  in  die 
sem  Falle 


geschieht,  wenn  ?i=:Qc    (§.  840.)- 
Da  nun  die  Gleichung  stattfindet 

-ß^--Ty^-~^M=:=.  ^  0  (§.  8:39. ), 

(Figur  93.),  so  beschreibe  man  aus  dem  Mittelpunkt  A,  mit 
dem  Radius  AB=:c  einen  Kreis  und  es  bewege  sich  der  Kör 
per  in  der  Richtung  BQC',  so,  kann  man  die  vorstehende  (xiei- 
ehung  umformen  in 


1     ,2  <''^U 

in       m 

cdx 

y-^2„^.2' 

c.  te  r^^  = 

-  Const.  -—  arc.  sin  x. 

deren  Integral  ist 


rn  \  m  / 

Hier  ist  x  =  AP,  ferner  sei  Constans  =  ^QC  =  90<>,   CS  :==--: 

cu  A 

tg  CQR  =  - —  ;  so  wird,  weil  BQ  :=  arc. sin o;,—    CQR  =:  CQ 

oder   CQR  =  m,  CQ.    Es  ist  also  hieraus  klar,    dass  so  oft 

wird,  als  z:  CJ/^=900;  =  3  .  90<^;r=5.90^-  ==:  7 .90«;  etc. 

Verfolgt  man  daher  die  Bev%'egung  des  Körpers,  so  wird 
2/  =  Q0  ,  wenn  nach  und  nach  C7^=:90O;  ^  90«;  —  270O;  — 450«; 
—  630«;  etc.  ist.     In  diesen  Fällen  wird  aber 

1      ^,,       90«     —90«    —270«    -■'450«    —630« 

CQ^  —  CR  ^  — ; ; ; ;  — ; —  ;  e(c. 

m                     m         m  m             m              m 
und 

QO«  90«                     270« 

^e  =  90«^-^CQ=90«-~- -^^^;  90«  A     ^^;  90^  -j-    —^ : 

//c«  //'  ''' 
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450^  630^ 

W  +  ^^;     900    +   12^;    etc. 

Ist  also  der  Körper  irgendwo  im  Knoten  gewesen,  so  wird  er 
nach  und  nach  zu  den  andern  Knoten  gelangen,  nachdem  er 
um  A  Winkel  von 

1800.  360^.  5^.  7200.    ^^^ 
m    ^     711    ^     m    ^     m    ^ 

heschrieben  hat.     Zwei  einander  am  nächsten  liegend^    Knoten 

1800 
stehen  von  einander   ab   um  einen  Winkel  von  •      Hinse- 

7)1  ^ 

gen  wird  ein  aufsteigender  Knoten  vom  nächsten  aufsteigenden, 
oder  ein  niedersteigender  Knoten  vom  nächsten  niedersteigenden 
um  einen  Winkel  von 

3600  _   3600  .  Vg 

entfernt  sein. 

Der  Korper  wird  ferner  am  weitesten  von  der  Ebene  APQ 
entfernt  sein,  wenn  z  ein  maximum  oder  dz^=^Q,  also 

Ö2m  ^  {  \f^%  __  ^.3    ^  X  Sf~^^^\  2'"  rr=  0  (§.842.),  WO  dann 
U7=^{^  ist. 
Behalten    wir    daher    die   vorhergehende    Construction   bei,    so 
wird  I*  =0,  so  oft 

CR=^\  —  1800;  -»  360O;  etc. 
In  diesen  Fallen  wird 

i-/i       i^     .-.1800.^3600.       ^  ,  ^^^      oAo  ono  .    1^^^ 

CQ  -^  0;    ;  ■ ;     etc.  und  /?Q=:yOO;90o+  — --  . 

900  -I-    —  ;  etc. 
tn 

Der  grösste  Abstand  des  Körpers  von  der  Ebene  ^PQ  ist  also 

von  beiden,   ihm  am   nächsten   liegenden,    Knoten   um   gleiche 

Winkel   entfernt. 

Zusatz  1. 

§.  846.     Die    Knoten    treffen    daher     wieder   in    denselben 

Punkt,    wenn    7/1   rational    oder  ' ^  ein  vollständiges  Quadrat 

ist.  Findet  diess  nicht  statt,  so  wird  der  Körper  niemals  wie- 
der in  demselben  Punkte  die  Ebene  APQ  schneiden,  in  wel« 
chem  er  sich  vorher  einmal  befanden  hat. 
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Zusatz  2, 
§.  847.     Ist  /*  ]30sitiv  oder  \vird  dev  Körper  beständig  durch 

eine  positive  Kraft  gegen  die'Ebenehingezogen,soistm  =  V  If  I~ 

>   1  und   der  Zwischenraum   zweier   einander  am  nächsten  lie- 

180^ 
genden    Knoten    oder     <  180^.    Daher  bewegen   sich  die 

Knoten  rückläufig  und  es  wird  ein  bestimmter  Knoten  von  dem 
Punkte,   wo   er  mit  dem   vorhergehenden   in  Opposition   stand» 

um  180^—  -^^  _?!iZ:l  isQo  entfernt  sein. 
m     '^     m 

Zusatz    3. 
§.  848.     Wird   der  Körper  beständig  von   der   Ebene  APQ 

zurückgestossen,  so  wird  //negativ  und  m  =:  V  — —  in  V  J— i.  - 

180^ 
Ist  daher  ff  >  /;  so  wird  m  reell  aber  <  1  .also >    180^; 

und  es  bewegen  sich  die  Knoten  rechtläufig  und  zwar  desto 
schneller,  je  weniger  /von  g  verschieden  ist.  Ist  f  zzz  g  ^  so 
wird  der  vom  Knoten  ausgegangene  Körper  niemals  wieder  die 
Ebene'  APQ  schneiden..  Ist  /  >  //,  so  wird  sich  der  Körper 
beständig  von  dieser  Ebene  entfernen. 

Zusatz   4. 
§.  849.     Der  Körper  ist   von   der  Ebene  am  weitesten  ent- 
fernt,  wenn 

und  man  erhält  daher  diesen  grössten  Abstand  selbst,  wenn 
man  diesen  Werth  in  den  oben  (§.  841.)  für  z  gefundenen 
Ausdruck  substituirt.     Es  wird 

2^ 

also  überall  gleich  gross. 

Zusatz  5. 
§.  850.    Ist  der  Kreis  ^QC'die  Projection  der  vom  Körper 
beschriebenen  Bahn  auf  die  Ebene   APQ,   so   ergibt   sich  für 
die  Neigung  der  Bahn  gegen   die  letztere  Ebene  in  den  Punk- 
ten, wo  der  Körper  am  weitesten  von  dieser  entfernt  ist, 

tg  i  =  Tr^^rrir  oder  =  —  ' 
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indem  man  h  statt     ^  '^  —  setzt.     Die  Constante  k  muss  nam- 

V  —  1 

lieh  so  angenommen  werden,  dass   man  alle  imaginären    Grös- 
sen vermeidet. 

Zusatz  6. 
§.  851.     Unter    derselben    Voraussetzung    erhalten  wir   an 
den  Orten ,  wo  der  Korper  sich  in  der  Ebene  APQ  befindet 


tg/  =  ^''  j fl  ,  indem  Ä^m  ;:::::    j  V^^.2  „  ^2  __^  ^ZTl  1'^"^ 

^  cdx 

ist. 

Nach  §.  842.  ist  also 


oder  wenn  man  für  3;   seinen  Werth  aus  §.  847.  setzt 

to:  2  = 


{  62'«  -  (\rW^ä^  -  ^^  V^l)2'«  }  fjm  ^  >  \^^2Tr"^2"ZI^^y''^fj^^ 

%nk   V^^      ,  2//?l' 

c  c 

indem  man  k  siMk  Sf—1  setzt. 

Zusatz   7. 
§.  852.     Es  verhält  sich  daher  die  Tangente  des  Neigungs- 
winkels  der  Bahn  gegen   die  Ebene   APQ,    wenn    der  Körper 
am  weitesten  von  dieser  absteht,  zur  Tangente   derselben  Nei- 
gung, wenn  er  sich  in  der  Ehene  befindet,  wie  l:m  oder   wie 

180^ 

:  180^,  d.  h.  wie   der    Abstand  der    Knoten  von    einander 

m 

zu  180«. 

A  n  m  e  r  Iv  u  n  g. 
§.  853.  Dieser  Satz  scheint  zwar  für  die  xAstronomie  von 
geringem  Nutzen  zu  sein,  weil  wir  nämlich  die  Kraft,  welche 
den  Körper  gegen  den  festen  Punkt  A  hinzieht,  dem  Abstände 
proportional  angenommen  haben,  während  sie  bei  den  Himmels- 
körpern dem  Quadrat  des  Abstandes  umgekehrt  proportional 
ist.  Vom  vorzüglichen  Gebrauch  ist  er  aber,  wenn  die  Bahnen 
der  Körper  wenig  von  Kreisen  verschieden  sind;  denn  wenn 
die  Bahn  in  einen  Kreis  selbst  übergeht,   kommt  es  nicht iaar- 
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auf  an,  wie  die  Centripetalkraft  vom  Abstände  abhängig  ist. 
Da  nun  die  Planetenbahnen  wenig  von  Kreisen  abweichen,  so 
kann  man  diesen  Satz  mit  gutem  Erfolge  ihren  Bewegungen 
anpassen.  Diess  muss  dann  besonders  geschehen,  wenn  man 
die  Linie  f  finden  will,  welche  sich  zum  Abstände  des  Körpers 
vom  Mittelpunkte  verhält,  wie  die  Schwere  zur  Centripetalkraft 
Die  andere  Kraft,  welche  den  Körper  gegen  eine  gegebene 
Ebene  hinzieht,  kann  man  auf  eine  gewisse  Weise  dem  Ab- 
stände von  ihr  proportional  machen;  sollte  diess  jedoch  nicht 
zutreffen,  so  muss  g  als  veränderlich  angesehen  werden  und 
man  wird  die  Bewegung  der  Knoten  sehr  genähert  bestimmen, 
indem  man  unter  allen  Werthen  von  fj  gleichsam  den  mittlem 
auswählt. 

Bei  der  Bewegung  des  Mondes  verdient  die  Bewegung 
der  Knoten  die  grösste  Beachtung,  weil  dieselbe  unserer  Be- 
stimmung entsprechend  rückläufig  ist.  Nach  den  Beobachtungen 
steht  aber  ein  Knoten  von  dem  Punkte,  wo  er  mit  dem  vor- 
hergebenden Knoten  in  Opposition  sein  würde,  etwa  um  43' 
ab.    Wir  haben  daher 

180  (m  — 1)        43     ,  .   .        43  ,     .        1 

m ^  60  «derm:=.l+    -j^^   ^  1    +  -^j^- 

Hieraus  kann  man  a  posteriori  die  Kraft  kennen  lernen, 
Welche  den  Mond  beständig  gegen  die  Ebene  der,  Ekliptik  hin- 
zieht. 
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Kapitel    VI. 

Von   der  freien   krumtnlinigen  Bewegung    ehies  Punktes 
im   widerstehenden    Mittet 


Satz   104 
Lehrsatz. 

§.  854.     Bewegt  sich   ein,   durch    beliebig   viele   absolute 
Kräfte  angetriebener  Körper  im  widerstehenden  Mittel;  so  stört 
diejupft  -dp«  Widerstandes    die  Wirksamkeit   der    absoluten^ 
Kräfte  nur    in   so  fern,   als  sie__dijGL— aua^  ihnen   entspringende 
Tangentialkraft  vermindert. 

Beweis. 

Aus  dem  vorhergehenden  Kapitel  ersieht  man  genügend, 
dass  alle  absolute  Kräfte  in  zwei,  eine  tangentiale  und  eine 
normale  zerlegt  werden  können,  wenn  nämlich  die  Bewegung 
in  einer  und  derselben  Ebene  erfolgt.  Bewegt  sich  aber  der 
Körper  nicht  in  derselben  Ebene,  so  kann  man  statt  beliebig 
vieler  antreibenden  Kräfte  drei  gleichgeltende  angeben,  von 
denen  die  eine  tangential,  die  andern  beiden  aber  normal  sind. 
Die  Kraft  aber,  welche  der  Widerstand  auf  den  Körper  ausübt, 
wird  in  ihrer  Richtung  stets  mit  der  des  Körpers  übereinstim- 
men (§.  117.)  Man  hat  daher  die  Kraft  des  Widerstandes 
auf  die  Tangentialkraft  zu  beziehen,  weiche  durch  sie  eine 
Verminderung  erleidet,  indem  die  Bewegung  des  Körpers  ver- 
zögert  wird;  auf  die  Normalkräfte  wird  sie  aber  durchaus  nicht 
einwirken.  Offenbar  wird  also  der  Widerstand  die  Wirkung 
der  absoluten  Kräfte  nur  in  so  fern  stören,  als  er  die  ans 
ihnen  entspringende  Tangentialkraft  vermindert. 
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Zusatz  1. 
§.  855.  Die  ganze  Wirkung  des  Widerstandes  besteht  nur 
in  einer  Verminderung  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  und 
er  verändert  seine  Richtung  nur  in  so  fern,  als  die,  durch  die 
Wirksamkeit  der  Normalkräfte  veränderte,  Geschvsindigkeit 
diess  herbeiführt. 

Zusatz  2. 

§.  856.  8ind  ausser  dem  Widerstände  keine  absolute 
Kräfte  vorhanden,  so  kann  der  Körper  sich  unmöglich  auf 
einer  Curve  bewegen,,  sondern  er  wird  seine  geradlinige  Be- 
wegung so  lange  fortsetzen ,  bis  er  überhaupt  aufhört  fortzu- 
schreiten. 

Anmerkung  1. 

§.  857.  In  diesem  Kapitel  werden  wir  die  krummlinigen 
Bewegungen  behandeln  und  wir  müssen  daher  nothwendig  mit 
dem  Widerstände  zugleich  absolute  Kräfte  betrachten,  allein 
diese  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  aus  ihrer  Zerlegunj^ 
eine  normale  Kraft  hervorgehe,  indem  wir  sonst  auf  den,  in 
Kapitel  IV..  behandelten,  Gegenstand  zurückkommen  würden. 
Wir  werden  desshalb  zuerst  eine  Kraft  betrachten,  welche 
nach  einem  unendlich  entfernten  Punkte  gerichtet  ist  und  deren 
Richtung  daher  sich  selbst  immer  parallel  bleibt.  Hierauf  wer- 
den wir  zu  Centripetal-  und  andern  beliebig  gelegenen  Kräf- 
ten übergehen.  Endlich  werden  wir  auch  solche  Bewegungen 
untersuchen,  welche  nicht  iri  derselben  Ebene  erfolgen  und  wie 
sie  im  widerstehenden  Mittel  erzeugt  werden. 

Zusatz  3. 
§.  858.  Ist  die  Tangentialkraft  T,  eine  oder  zwei  Normal- 
kräfte  iV  oder  N  und  31,  die  Kraft  des  Widerstandes  aber  R; 
so  werden  die  Gesetze,  welche  die  Wirkungen  jener  Kräfte 
enthalten  und  welche  wir  im  vorigen  Kapitel  aufgestellt  haben, 
auch  hier  stattfinden,  wenn  wir  in  ihnen  nur  T  -—  R  statt  T 
setzen. 

Anmerkung  2. 
§.  859.  Wie  man  den  Widerstand,  dessen  Kraft  als  von 
der  Geschwindigkeit  des  Körpers  abhängig  vorausgesetzt  wird, 
durch  das  Gesetz  und  den  Exponenten  des  Widerstandes  aus- 
zudrücken habe,  ist  in  Kapitel  IV  ausfuhrlich  gezeigt  w  orden. 
In  diesem  Kapitel  aber  wird  die  Mannich  faltigkeit  des  Wider- 
Standes  ein  grosses  Feld  zur  Behandlung  der  Sache  eröffnen, 
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welches  im  vorhergehenden  Kapitel  nicht  stattfand.  Wir  wer- 
den aber  diese  Behandlung  so  eintheilen,  dass  wir  zuerst  aus 
gegebenen  absoluten  Kräften  und  dem  Widerstände  die  beschrie- 
bene Curve  und  die  Bewegung  des  Körpers  auf  ihr  ableiten. 
Hierauf  wollen  wir,  wenn  die  absolute  Kraft  und  die  Curve 
gegeben  ist,  hierdurch  den  Widerstand  bestimmen.  Drittens 
wollen  wir  aus  der  gegebenen  Curve  und  dem  Widerstände  die 
absolute  Kraft  von  gegebener  Richtung  ableiten.  Endlich  wird  aus 
der  gegebenen  Curve,  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  ihren 
einzelnen  Punkten  und  dem  Widerstände  die  absolute  Kraft, 
nebst  ihrer  Richtung  gefunden  werden  können.  Eine  Hauptabthei- 
lung dieses  Kapitels  wird  aber  die  sein,  dass  die  Bewegung 
entweder  in  einerlei,  oder  in  verschiedenen  Ebenen  erfolgt. 

Satz  105. 
Aufgab  e. 
§.  860.  (Figur  94)  Ein  Körper  bewegt  sich  in  einem 
beliebigen  widerstehenden  Mittel  und  unter  dem  Antrieb  belie- 
biger absoluter  Kräfte,  jedoch  stets  in  derselben  Ebene;  man 
soll  die  Gesetze  bestimmen,  welche  er  bei  dieser  Bewegung 
befolgt. 

Auflösung. 
Der  auf  diese  Weise  angetriebene  Körper  beschreibe  die 
Curve  A3IB,  seine  Geschwindigkeit  in  3J  sei  ='Vv  und 
das  Element  der  Curve  ßlm  =  ds.  Man  setze  ferner  die,  aus 
allen  absoluten  Kräften  entspringende,  Normalkraft  =  iY,  deren 
Richtung  MN  normal  auf  der  Curve  sein  wird;  die  aus  den- 
selben hervorgehende  Tangentialkraft  aber  sei  =  T,  deren 
Richtung  31 T  also  die  Curve  in  M  berühren  wird;  endlich  sei 
die  Kraft  des  Widerstandes  ==  R.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen muss  (nach  §.  858.)  die  Bewegung  des  Körpers 
hergeleitet  werden  aus  der  Normalkraft  ==:  N,  und  der  Tan- 
gentialkraft =  T — 'R.  Ist  nun  der  Krümmungshalbmesser  in 
M=ir,  so  haben  wir 

iVrrr    —  und  dv  =:  {T  —  R)  ds    (§.  552.). 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  u,  so  ergibt 
sich  eine  Gleichung,  welche  die  Natur  der  Curve  ÄMB  aus- 
drückt und  aus  der  ersten  Gleichung  dann  die  Geschwindigkeit 
des  Körpers  an  den  einzelnen  Orten. 

Zusatz  1. 

N.r 
§.    861.       Wir    haben    also    v    ==:     —q^i       woraus  folgt 
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Tvr  firi^  -4-  7»  r/  /V" 
fly^  ^> '       ^  i.lllil .     Substituht  man   diesen  Werth   von    dv 

in  die  andere  Gleichung 

dvzrn  (T-R)ds, 

Nr 
und  in  R  statt  t;  seinen  Werth    -^',  so  ergibt  sich   die  Glei- 
chung der  vom  Körper  beschriebenen  Curve. 

Zusatz  2. 
§.  862.     Hat  in  R  die  Grösse  v  nur  Eine  Dimension,  was 
der    Fall  sein    wird,   wenn   der   Widerstand    dem   Quadrat  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist;  so  können  in  der  Gleichung 

dv  =  (T-R)  ds 
die  Veränderlichen  getrennt  werden    und  man  kann  v   aus  ihr 

Nr 
bestimmen.  Verbindet  man  diesen  Werth  mit  vzrz  -^-^  so  er- 
hält man  eine  einfachere  Gleichung  für  die  beschriebene  Curve. 
Anmerkung. 
§.  863.  Ausser  diesem  Falle,  in  welchem  v  nur  Eine  Di 
mension  in  R  hat,  gibt  es  noch  mehrere  andere,  in  denen  die 
Gleichung 

dv  =z  {T--R)  ds 
integrirt  werden  kann;  es  ist  aber  nicht  nöthig,  diese  zu  ent- 
wickeln ,  da  nichts  desto  weniger  v  eliminirt  werden  kann. 
Jenen  Fall  haben  wir  aber  desshalb  vorzüglich  hervorgehoben, 
weil  er  dem  Widerstände  der  Flüssigkeiten  wirklich  angehört 
und  wir  ihn  daher  vorzugsweise  vor  den  übrigen  imtersuchen 
werden. 

Satz  106. 
Aufgabe. 
§.  864.  (Fig.  95.)  Die  antreibende  Kraft  sei  überall  normal 
gegen  eine,  der  Lage  nach  gegebene,  gerade  Linie  AP  ge- 
richtet, ein  Körper  bewege  sich  aber  in  einem  beliebigen  wi- 
derstehenden Mittel;  man  soll  die  Curve  A3Iß  bestimmen,  ant 
welcher  der  Körper  sich  bewegen  wird  und  die  Bewegung  des 
letztern   selbst. 

Auflösung. 
Die  Kraft,  welche  den  Körper  in  TU/ antreibt,  sei  —  P  und 
ihre  Richtung  J/P.     Seine  Geschwindigkeit  in  demselben  Punkte 
sei     =     V~v    und   die   Kraft   des   Widerstandes   =  R.    Man 
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nehme  das  Element  Mm  =.  ds  an  und   indem   man  mp  zieht, 

setze  man  AP  =  cc  und  PM  =  ;/;  so  wird  Pp  =  Mr  =  dsX 

und  mr  ■===.  dy.    Ferner  ziehe  man  die  Tangente  MT  und  fälle 

auf  sie  aus  P  das  Perpendikel  PT\  alsdann  wird  die  Kraft  P 

zerlegt  in  die 

P.PT         P.dx 
ISormalkraft=     pj^-  =    — ^ —  und  die  Tangentialkraft 

—     P3I    ~     ds" 

Die  letztere  verzögert  die  Bewegung  des  Körpers  und  muss 
daher  negativ  genommen  werden.  Setzt  man  nun  noch  den 
Krümmungshalbmesser  in  ilf  =  r,  so  haben  wir 

^  z=:  ~  und  dv^  -^  Pdy  -  Rd8  (§.  860.). 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man  so  wohl  die  be- 
schriebene Curve,  als  auch  die  Bewegung  des  Körpers  finden. 

Zusatz  1, 

§.  865.    Für  dx  =  constans,   ist  der  Krümmungshalbmes- 
ser r  =  --  —. ry-  und  es  wird  daher  P= ~tö    -    Substi- 

dx .  ddy  ds^ 

tüirt  man  diesen  Werth  von  P  in  die  andere  Gleichung,  so 
erhalten  wir 

rf,  =  2^4^  ^  Rüs, 
ds^ 

oder,  weil  dyddy=^dsdds, 

_         2vdds  y,  , 

fZi?—  — j uds. 

eis 

Biese  Gleichung  findet  statt,  wie  auch  die  Kraft  P  beschaifen 

sein  mag,  wenn  nur  MP  ihre  Richtung  ist. 

Zusatz  2. 

§.  866.     Ist   das   Gesetz   des    Widerstandes    ein    beliebig 

vielfaches  Verhaltniss  der  Geschwindigkeit  und   der  Exponent 

des  Widerstandes  eine  beliebig  veränderliche   Grösse  q,    also 

R  =  — rr;      so  wird 

_         2vdds        v^ds 
ds  g^^ 

deren  Integral  ist 

(wt  —  I )  dx^'^  -2   p       ds^^'  - 

,,1 — «i  —  ^! 1 i 


V^—Ti    :::::;    .: ^-~- _. /  - 


ds^m  -  2  J       qm^  dx'^m  -  2 
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2 

AI  Satz 

3. 

§.  867.     Wird  unter   d 
erhalten  wir  . 

erselbeii  Vor 

ausset/Aing 

m  ^  1 

,   so 

dv 

V    ~~~ 

^^  dds 
ds 

ds^ 
9 

'  ? 

d.  h.  wenn 

wir  integriren 

log  v= 

Mi)  - 

Pds 

J  q 

oder 

Pds 
J    q 

V .  e         = 

ads'^ 

Ist  ferner  der  Widerstand 

gleichförmig. 

oder  q  :=. 

c  j    so 

wird 

s 

"^^     ads'^ 
dx^ 

oder  V 

ae 

s 

dx'^ 

In  diesem   Falle  wird    also    die   Zeit,  in    welcher  der  Körper 
den  Bogen  AM  zurücklegt, 


J    Sfv        J   ' 


ß2e   dx 


Satz  107.     " 
Aufgabe. 

§.  868.  (Fig.  95.)  So  wohl  die  Kraft,  als  auch  das  wider- 
stehende Mittel  sind  gleichförmig  und  die  Richtung  der  erstem 
wieder  MP,  normal  auf  der  gegebenen  geraden  Linie  AP, 
ferner  widersteht  das  Mittel  im  doppelten  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeit; man  soll  die  Bewegung  eines  geworfenen  Kör= 
pers  bestimmen. 

Auflösung. 

Man  setze  die  Kraft,  welche  den  Körper  beständig  gegen 
AP  zieht,  =  g  und  den  Exponenten  des  Widerstandes  ::=  c; 
die   übrigen  Bezeichnungen  bleiben   dieselben,  wie  im  vorher- 

V 

gehenden  Satze.     Es  wird  also  hiernach  P=</  und  R  r^z  —  ? 

woraus  man  die  folgenden  Gleichungen  erhält; 

"^-j-  =  —    oder  1 ,  gds'^  +  '^vddy  =  0 ,  für  dx  =^  constans  und 

2 ,   dv  =z,  ^  gdy  —  —^^ 
Verbindet  man  beide  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  maii 

s 

^•^"=7^  (§.  867.) 
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Da  aber  auch 

[jcW 

^Mdy 
so  erhält  man  durch  Elimination  von  v  die  Gleichung 

8 

g  .e    ^   dx'^  =  —  2addy  , 
welche  die  Natur  der  beschriebenen  Curve  ausdrückt.     Da  fer- 
nev  dyddy  ^=  dsdds y  so  erhalten  wir  auch 

g,e    <^  dydx'^  =^  —  2adsdds. 
Setzt  man  nun  dx=ipds,  woraus  folgt  0  =  pdds  \rdpds  oder 

dds=:^  —  ^^^'        und  d.y  =  ds   V^  1    —  p^ ', 

so  erhalten  wir  nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Gleichung 

— ~ ,  2afZp 

g^e   ^  ds  = .    r^      — =^ — ' 

p^  V  i  —  p^ 

welche   zur   Construction   der  Curve    ausreicht,     Integrirt   man 
sie,  so  erhält  man 

Setzt  man  aber  nun  statt  p  wieder  seinen  Werth  —f>  so  erhal- 


ten wir 


-*-      ^       adyds  .       /ds  +  dy\ 


eine  DiiFerentialgleichnng  vom  ersten  Grade,  welche  nicht  wei- 
ter vereinfacht  werden  kann. 

Zusatz    ]. 
§.  869.     Für   die  beschriebene   Curve  ergibt   sich   sogleich 
eine   Differentialgleichung    vom    dritten    Grade,       Da    nämlich 
gds^ 


2ddy 


,  so  erhält  man   durch  Differentiation 


dv~'—gdy  + 


gds'^d^y 
"Md^ 


Substituirt  man  diesen  Werth  von  dv  und  den  vorhergehenden 

vds 
von  V  in  die  Gleichung  dv=: — g^hl~~ **"'  so  ergibt  sich  so- 
gleich 

d%.ddy^=^cd^y. 
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Zusatz  2. 

§.  870.    Für  den  Winkel,  welchen  die  Curve  in  A  mit  der 

Axe  AP  bildet,  sei  sin  MAP  =: ^, cos M AP ^zV^i::^  —   v 

und  die  Geschwindigkeit  daselbst  =  Vb  .     Macht    man    also 

5  =  05  so  wird  dsidxziziivund  v  =  6;  wir   erbalten  daher  in 

—         ads^ 
diesem  Falle  aus  der  Gleichung  v.e   ^  =  — -r-^ — ' 

h  =   ~~w  oder  a  =  v'^.b, 

woraus  man  den  Werth  der  Constanten  a  erhält. 

Zusatz  3. 

§.   871.     Setzen   wir   ferner  in  der  letzten   Gleichung   der 
Curve 

5  =  0,  ds ; dw  =.  1 : i^und ds:dij=:l:^; 
so  wird 

j,c=  C-  ^  -  »lo.(^l-  +  J)  oder  C=ge  +  fM  v'.6 

und  vollständig 

Y  (.  o    -  1)  =  ^^^^^~  +^Mog  (^--^^^^^^  J. 

Zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  haben  wir  ferner  die 
Gkichung 

*       v'^.b.ds^ 

Zusatz  4. 
§*  872.    Ist  D  der  höchste  Punkt,  so  haben  wir  in  dem- 
selben  dx^=ds  und  d/y=zQ.     Wir  erhalten  daher 

8 

f     (/_I)  =  ft  +  a.2tog  (^^)  oder 
f      V  +  ^c  +  1.26  log  (J-i^^L) 

gc 

Aus  der  letzten   Gleichung  findet  man  den  Bogen  AMD 
oder 
Euler's  Mechanik.  I.  21 
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clog 


(bii-\-gc-\-v^b\o^  y — ^/^ 


Zur  Bestimmung  der  Höhe,   welche  der   in  D  stattfindenden 
Geschwindigkeit  zukommt,  haben  wir  die  Gleichung 

v^gcb 


6f.+^c+i;^Mog(^i±i')l 


Zusatz  5. 
§.  873.     Setzt  man  voraus,   dass  die  Curve  in  B  dieselbe 
Neigung    gegen  die   Axe  AP   habe,  welche  sie  in  A  hatte^ 
so  haben  wir  hier,  weil  dy  negativ  ist, 

ds  i  dx  :  dy  ^=z  l  :  V  :  —  ^, 
Wir  erhalten  demnach  die  Gleichung 

und  den  Bogen  ADB  oder 

(^^b+gc  +  bvHog  (^^)\ 
9^  J 

Zusatz  6. 
§.  874.     Eine   leichte   Construction  der    Curve    kann    auch 
aus  der  Gleichung 

dsddy^=^cd^y 

abgeleitet  werden.     Setzt    man    nämlich  dy=pdx,   so  erhält 

man 

dpdx  V^l  ~{-  p^  =.  cddp, 

dtj 
Ferner  setze  man   dx  ~  — -^    so    wird,    weil  ddx   :=r  0    ist, 

dd'p  =         *   "  und  w^enn   man    diese  Werthe   in  die  vorher- 
gehende Gleichung  substituirt,  so  ergibt  sich 

dpSfT^p"^   ~  cdq  oder    q   ==:     ~  j  dp  SfH^T^, 

Nimmt  man  demnach  die  Abscisse 

/dp  __  /*        cdp 
^    '^^  f  dp  V^Fj^ 
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an,  so  wird  die  zugehörige  Ordinate 

/T  P        cpdp 

^    fdpVl+p^ 
Demselben  entspricht 

2fdpVlTp' 

woraus  man  ersieht,  dass  für  p  ein  negativer  Werth  angenom- 
men werden  muss. 

Zusatz  7. 
§.  875.  (Figur  96.).  Wird  der  Körper  in  ^  nach  der  Rich- 
tung AP  fortgeworfen  und  ist  die  Kraft  abwärts  gerichtet,  so 
wird  die  ganze  vom  Körper  beschriebene  Curve  AM  unterhalb 
^4 P  fallen  und  y  oder  PM  negativ  werden.  Da  ferner  ii  =  0 
und  v=zl  ist,  so  erhalten  wir  für  die  beschriebene  Curve  die 
Gleichung 

Zu satz  8. 
§.  876.     Ist  also  die  Neigung  der  Tangente  MT  in   einem 
beliebigen  Punkte  ßl  gegen  die  gerade  Linie  AP  gegeben,  so 
kennt  man  das  Verhältniss 

ds  :  da:  :   dt/. 
und  man  kann    daher    aus    der  Gleichung   des  vorhergehenden 
Zusatzes  die  Länge  des  Bogens  A3I:=:s  linden. 

x\nmerkung. 
§.  877.  Versuche  haben  gezeigt,  dass  die  Luft  den  Kör- 
pern einen,  im  doppelten  Yerhältniss  der  Geschwindigkeit  ste- 
henden, Widerstand  leiste.  Da  nun  die  Schwerkraft  gleichför- 
mig ist  und  die  Luft  in  nicht  zu  bedeutenden  Höhen  fast  die- 
selbe Dichtigkeit  beibehält,  so  wird  die  Bewegung  geworfener 
Körper  in  der  Luft  sich  ausdrücklich  auf  diesen  Satz  beziehen. 
Wir  haben  daher  die  wahre  Curve  bestimmt,  welche  die  aus 
Geschützen  oder  auf  andere  Weise  geworfenen  Körper  beschrei- 
ben. Man  nimmt  für  diese  Curve  gewöhnlich  eine  Parabel  an, 
welche  im  leeren  Räume  beschrieben  wird  und  weil  man  die 
Luft  für  eine  so  lockere  Flüssigkeit  hält,  dass  ihr  Widerstand 
nicht  in  Rechnung  gezogen  zu  werden  verdient.  Derselbe  ist 
allerdings   immerklich,  wenn   ein   grosser  Körper   mit  geringer 

2t  * 
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Geschwindigkeit   geworfen  wird,   allein   die  beschriebene  Bahn 
wird  sehr_stark  von  einer  Parabel  abweichen ,  wenn  ein  kleiner 
Körper  durch  eine   grosse  Kraft  fortgeschleudert  wird.     In  die- 
sen Fällen  muss  man,  wenn  wir  auch    die  wahre  Bahn   gefun- 
den  habendes  sehr  bedauern ,  dass  ihre  Gleichung  so  verwickelt 
ist ,  dass  man  kaum  jemals  etwas   zum  praktischen  Gebrauche 
aus  ihr  ableiten  kann.     Newton  hat  in^seinenJMnMpJen  diese 
Aufgabe  nicht  berührt  und   nach   ihm_  hattß-JLJemand  den  yer- 
"such  gemach  tT^^bisKeil~lleTr"^To^7^  e  r  n  o  u  i  U  i   d  azu   an  triebe 
we'irn-neiHau:ch""SülbstndTe  Auflösung  nicht  hiatte  darstellen    kön- 
nen.    Aber  nicht  allein  Job.  Bernouilli  gab  diese  Auflösung 
in  Act.  Lips.  1719  m.  Mai,  sondern  fast  zu  derselben  Zeit  ver- 
leibte  sie  auch  Jac.  Herrmann  seiner  Phoronomia  ein. 

Die  folgende  Aufgabe  aber,  in  welcher  der  Widerstand 
den  Geschwindigkeiten  selbst  proportional  vorausgesetzt  wird, 
hat  so  wohl  Newton  in  den  Principien,  als  auch  Huygens 
in  seiner  x\bhandlung  über  die  Schwerkraft  (tract.  de  causa 
gravitatis )  aufgelövst. 

Satz  108. 
Aufgabe. 

§.  878.  (Figur  95.)  Der  Widerstand  des  Mittels  ist  der  Ge 
schwindigkeit  des  Körpers  proportional  und  MP  die  Richtung 
der  Kraft,  ausserdem  ist  so  wohl  diese,  als  auch  das  Mittel 
gleichförmig;  man  soll  die  Cnrve  bestimmen,  welche  ein  ge- 
worfener Körper  beschreibt  und  seine  Geschwindigkeit  an  den 
einzelnen  Orten. 

Auflösung. 

Man  nehme  wie  im  vorigen  Satze  die  gleichförmige  Kraft 
=  (/,  den  Exponenten  des  Widerstandes  =6*  und  die  Geschwin- 
digkeit in  711/  =  \^v  an.  Ferner  sei  wie  dort  J/^:rz:.T,  PM=y 
und  Bogen  A3I^=:  s.  Setzt  man  wieder  da;  als  constant  voraus, 
so  ergibt  sich  aus  der  normalen  Kraft 

1)     fjds'^-\1vddy  =  0 

und  aus  der  tangentialen  Kraft,  weil  der  Widerstand  in  diesem 

'Falle  ==  ^  ist, 

V V.  ds 


2)     dv  ==  —  cjdj/  — 


\rc 
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Aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Cxleicbiingen  folgt  nach  §.  866, 
wo  g~c  wnd  mz=:l  wird, 

also  .  ==  i^"^-^)', 


Nach  der  obigen  ersten  Gleichung  folgt  nun 

—gds^  __  ds%Vac  —  w)'^     ,      _  d^  „      2gcdx 
^Iddy  icdx^  dx        (^f^™;^)^' 

integrirt  man  die  letztere  Gleichung,  so  erhält  man 

ax  \  (IC — a^ 

oder  wenn  man  noch  einmal  integrirt, 

t/  =r  kx-i-2gclog(V^ac — x)  +  6%  d.  h.  weil  für  x~0,  y=^0 

und   C  ::=:  — '^(jfC  log  \^ac, 

als  vollständige  Gleichung  der  vom  Körper  beschriebenen  Curve 


y    =:   te^%clog  {--~^^Y 

\y  ac  —  x/ 


Zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  hat  man  wie  oben 

y  _  ds\^'^—x)'^^ 
ic  dx'^ 

Zusatz  1. 
§.  879.     Man  hätte  für  die  Curve  unmittelbar  eine  Gleichung 
vom  dritten  Grade  erhalten,  wenn  man  den  Werth  von 

^  -  -^  2ddy 
und  den  daraus  sich  ergebenden  Werth  von 
1  ]    ,  gds^d'^y 

in  die  Gleichung 

.  f  ds \^v 

V  c 
substituirt  hätte.    Es  würde  sich  alsdann  ergeben  haben 


d:^y  \^f/c  rzz:  -  ddy  V-— 2f%, 
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Zusatz   2. 
§.  880.     Wird  der   Körper   in    A  mit  der  Geschwindigkeit 
VT  fortgeworfen  und  ist  der  Sinus  des  Winkels ,   welchen  die 
Tangente  in  A  mit  AP  bildet  oder 

-^  z=z  II,  sein  Cosinus  oder  -r    ™  V^  1  —  (it^  =  i; ; 

so  hat  man  in  diesem  Punkte 

a:=0,  y=zO  und  b:=^'^^^  =  -±-  oder  a  =  Av'^b  ^ 

wodurch  die  Constante  a  bekannt  wird, 

Zusatz  3. 
§.  881.     Bezieht  man  ferner  die  Gleichung 

auf  den  Punkt  A,  so  geht  sie  über  in 

^  Vac  vVT 

.Hieraus  erhält  man  k  =  ^V^+^^Ji. 

Zusatz  4. 
§.   882.     Für  die  beschriebene   Curve  hat  man   daher   die 
Differentialgleichung 

1   __  ^^vbdx  Vc  ~  ^xdx  V^b  —  gwdx  Sfc  ^idx 

^  "^  "^  2v2  6V"c  — t^V%  """    ^ 

"^2v^-6Vc~-v.tV^' 
Hieraus  leitet  man  aber  her 

—  =  1  ^^^>  V"^--  ^'  STbX^ — 2ft,v.?;  V^[2v/^  Vc — X  Sfb]  +//  c^'^ 

Ferner  wird,  weil  .  ^  ^  (^^J^Zzi^  =: ^^^ 
f/.^^  4c  icdx^ 

V  =  C^^^  V^c  -  .y  S^by  ~2ii(jx  \2vbc—x  \^~b(^}  -\-(/^cx\ 

Av^  bc 
Z  usatz  5. 
§.  883.    Für  die  gesuchte  Curve  erhält  man  die  Integralglei- 
chung 


Hosted  by 


Google 


eijies  Punktes  im  tmderstehenden  Mittel,  327 

wonach  man  die  Construction   der  Curve    mittelst  der   logarith- 
mischen Linie  ausführen  kann. 

Zusatz  6. 
§.  884.     Auch  die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  den  Bogen 
mAM  zurücklegt 5   kann    nun    leicht    bestimmt  werden.     Es   ist 
nämlich 

t/    \  V  tJ    2vy  öc  —  x 

oder  t  =  2V^clogf    '^^V^^     \^  ^veil  für  ,^^  =  0,  «  =  0  und 
^2v\bc-^xJ 

0   nr:    -  2  \^C  log  (2v  STöcj^  C 

Zusatz  7. 
§.  885.  Aus  der  Gleichung  für  die  Curve  A3I  ersieht  man 
auch,  dass  diese  eine  ilsyniptote  hat.  Würde  nämlich  x  > 
'2vS^bc,  so  wäre  der  Logarithmus  der  negativen  Zahl  unmög 
lieh,  also  kann  x  nicht  grösser  als  2v\^f)c  werden.  Nimmt 
man  nun  AE-=:2v\b(^ an ,  so  wird  in  E 

y  •==-  2ft  Sfhc  -\-  2f/c  —  2Y/clogGo   =  -— oo, 
diese  also   eine   Asymptote  der  Curve   AMDB.      Man   ersieht 
diess  auch  aus  dem  Ausdruck  für    die  Zeit,    welcher  in  diesem 
Falle  =00   wird.     Es  verfliegst  also  eine  unendlich  grosse  Zeit, 
bevor  der  Körper  das  in  E  errichtete  Perpendikel  erreicht. 

Zusatz   8. 
§.  886.     Den   höchsten  Punkt  D   ündet  man,   wenn   y  ein 
maxlmum,  also  dy^==^^  wird.     Nach  Zusatz  4.  wird  alsdann^  — 

Da  ferner  in  D  (J$^=.dx  ist,   so  wird  in  diesem  Punkte 
und  V  —      V/^rX""\r^2  "^^^^  ^^^  Geschwindigkeit  selbst 


\^v   = 


vf/\^bc 


^Vb  +f/\'^c 
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Zusatz    9. 
.§.  887.     Die  Ordinate   CD    aber,   oder    der   Abstand    des 
Punktes  D  von  der  Axe  AP  wird 

DC  =  2,  Sfb^-  2^clog  (^-^^-J^y 

Ferner  die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  von  Ä   bis  1)  gelangt 

An  merk  un  g. 
§.  888.    Der  Fall,  in  welchem  der  Körper  von  A  in   schie- 
fer Richtung  fortgeworfen  wird,  kann  daher  auf  denjenigen  zu- 
rückgeführt werden ,     in    welchem    er    aus  1>,    normal    auf    der 
Richtung  der  Kraft,  fortgeworfen  wird.     Kennt  man  nämlich  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  in  A  fortgeworfen  wird 
und  auch  seine  Richtung;   so    kann    man  den    Punkt  D  finden, 
in  welchem   die   Tangente   an   der  Curve   parallel   AC  ist,   wie 
auch  seine  Geschwindigkeit  daselbst.     Zur  bessern  Erkenntniss 
dieser  Bewegung  ist  es  daher  zweckmässig,   dieselbe  als  in  D 
anfangend  zu  betrachtpn,  zu  welchem  Ende  wir  den  folgenden 
Satz  hinzufügen, 

Satz  109. 
Aufgabe. 
§.  889.  (Figur  96.)  Ein  Körper  wird  überall  auf  gleiche 
Weise  abw^ärts  gezogen  und  in  A  nach  der  horizontalen  Rich- 
tung AP  mit  gegebener  Geschwindigkeit  und  in  einem  Mittel, 
welches  der  Geschwindigkeit  proportional  widersteht,  fortge- 
worfen; man  soll  die  €uive  AM  bestimmen,  welche  der  Körper 
beschreiben  wird  und  seine  Bewegung  auf  derselben. 

Aufl  ösung. 
Da  dieser  Satz  ein  besonderer  Fall  des  vorhergehenden 
ist,  mögen  alle  Bezeichnungen  dieselben  wie  vorher  bleiben. 
Die  Ordinate  y  oder  PM  wird  aber  negativ,  weil  die  Curve  AM 
unterhalb  ^P  fällt,  ferner  wird  ft~0  und  v~-.\.  g ,  c,  6,  v, 
AP—a:  und  AM^s  haben  die  vorhergehende  Bedeutung  und 
wir  erbalten  daher  für   die  Curve  ABt   die  Differentialgleichung 

Ferner  haben  wir  die  Integralgleichung 
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»=-^'  +  -V.o.(,^5-),,m,. 
Hierauf  ergibt  sich 

y  =  (gi^^-^VJ)^+^^^(§.  882.). 
und  dieZeitj  in  welcher  der  Körper  den  Bogen  ^M  durchläuft,  oder 


V2V  bc —  xj 


Diese  Gleichungen  bestimmen  so  wohl  die  Curve  Ä1\I.,  als  auch 
die  Bewegung  des  Körpers  auf  ihr. 

Zusatz  1. 


§.  890.    Es  wird  log  (    -=^^!£_^   =  _^i_    +   _± 


..2 


*     A    la    Aoi,.^    +   ^^^' 


3.8bcVTc       4.16.6%'2 
Demnach  wird 

r^--  ry,2i  ^^3  '7'4 

und   /  =  -4-_  +-£-^.  +    =.--i--_  + ^---^  +  etc, 

Zusatz  2. 
§.  89].     Im  leeren  Räume,    wo  R=z  ____  ^^  0,  also  t'—oo 
ist,  wird 

ij  -=.  ^l—-   oder  x^  =::  —  ?/. 

In  diesem   Falle   geht  die   Curve  in   eine  Parabel   über,   deren 

46 
Parameter  =  —  ist.     Die  Zeit,  in  welcher  der  Boü:en  AM  zu- 

fj 

rückgelegt  wird,  geht  über  in 

t  =  -^—=:  und  nach  §.  564.  1;==:  l)-\-g'h~^  z=z  b-\-ffy 

Zusatz  3. 
§.  892.     Nimmt  man  AE  =  ^Vbc  an,  so  wird  das  in  jG  er- 
richtete Perpendikel  EF  eine  Asymptote  der  Curve.    Fällt  man 
also  von   M  auf  EF  das  Perpendikel  MQ  =  x  ^  PE  =:  2  V^Jic 
— *a,;  so  wird  EQ  z=  y  und  daher 
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Die  Zeit,  in  welcher  der  Bogen  AM  durchlaufen  wird,  ist  alsdann 

Zusatz  4. 

§.  893.  Der  Punkt  JE,  durch  welchen  die  Asymptote  EF 
geht,  ist  daher  so  weit  vom  Punkte  Ä  entfernt,  als  der  Kör- 
per vor  dem  Verlust  seiner  ganzen  Geschwindigkeit  hätte  zu- 
rücklegen können,  wenn  keine  antreibende  Kraft  g  da  gewesen 
wäre.  Auf  ähnliche  Weise  folgt  auch,  dass  die  Zeit  der  Wan- 
derung durch  AM  gleich  ist  der  Zeit  durch  AP ,  wenn  nämlich 
fjr  =  0  ist.  Man  ersieht  diess  schon  daraus ,  dass  in  dem  Aus- 
drucke der  Zeit  //  nicht  vorkommt. 

Zusatz  5. 

§.  894.  Zieht  man  von  M  aus  die  Tangente  MT  an  der 
Curve,  so  wird 

dz  Yb 

Ferner   ziehe   man  durch    31  die  Linie  31 R  so,  dass  t^;  3IRF 

\^b 
z=: wird,  alsdann  erhält  man 

QR  =  fll^l  und  RT  -.  2nc. 

\^b 

Zusatz  6. 
§.  895.  Betrachtet  man  also  3IR  als  eine  Ordinate  der 
Curve  A3I,  welche  mit  der  Axe  einen  schiefen  Winkel  bildet, 
so  wird  die  Curve  Jfiüf  eine  schiefwinklige  logarithmische  Linie, 
deren  Subtangente  =  2(jc  ist.  Für  den  Neigungswinkel  der 
Ordinaten  3IR  gegen  die  Asymptote  EF  hixhen  wir 

ig  3IRT=:  ^^. 

Anmerkung. 
§.  896.  Dass  die,  bei  diesem  Widerstände  und  dieser  an- 
treibenden Kraft  beschriebene,  Bahn  nicht  nur  mittelst  der  lo- 
garithmischen Linie  construirt  werden  könne,  sondern  selbst 
eine  schiefwinklige  Linie  dieser  Art  sei,  hat  J oh.  ßernouilli 
in  Actis  Lips.  1719  gezeigt.  Seine  Auflösung  stimmt  mit  un- 
serer hiesigen  vortrefflich  überein. 
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Satz  110. 
Aufgabe. 
§.  897.  (Figur  95.)  Die  gleichförmige  absolute  Kraft  habe 
die  vertikale  Richtimg  MP  und  das  ebenfalls  gleichförmige  Mit- 
tel widerstehe  in  einem  beliebig  vielfachen  Verhaltniss  der  Ge- 
schwindigkeiten;  man  soll  die  Curve  AM  bestimmen,  welche 
ein  geworfener  Körper  beschreibt. 

Aufl  ösung. 

Es  sei  wie  bisher  AP  =  x,  PM  =i=  y,  31m  =^  ds,  \^v 
die  Geschwindigkeit  in  M,  der  Exponent  des  widerstehenden 
Mittels  =c,  der  Widerstand  der  2mten  Potenz  der  Geschwindig- 

keit  proportional,  also  Jß  =  -—   und    P  =^  g   (§.    864.).     Wir 


V" 

haben  daher  die  beiden  Gleichungen 

v"His 


(jds^  =  — *2vddy  und  dv  =  — ffdi/—- 

durch  welche  so  wohl  die  Curve  AJlI,   als  auch  die  Bewegung 
des   Körpers   auf  ihr   bestimmt   wird.      Die  Gleichung   t;  ™  — 

SU     ergibt  aber,  wenn  man  sie  differentiirt , 
^Idily 

und  wenn  man  sie  zur  ??«ten  Potenz  erhebt, 

fjm      ;;^     jL , 

2"'(~ddi/)"' 
Eliminirt  man   somit   v  und  dv  aus   der  zweiten  Gleichung,  so 
erhält  n)an 

r,m — 1  f1Jlm—\ 
f.m     cl^r,,    —    _        .V      ^_!± 

^    •      ^  —         'hn~^{-ddyr'-^' 
Um  dieselbe  zu  construiren,  setze  man  dy^=^pdx,  woraus  ddy 
==:dpdx,  d'^y^  ddp.dx  und    ds  :=  dx  Vi  ^ p'^  folgt.     Substi- 
tuirt  man  diese  Werthe,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

om — 1 
2m-^l .  f.m  (_  dpyn-^ddp  r=z  —  ij'^~~^  dx''^  (1    f  i^^)~~^~" 

Setzt  mau  ferner  dx  ^=z   -i-,  woraus  ddp   ==:   -t-^    folgt,    und 
substi tuirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich 

und  wenn  man  integrirt 
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Hieraus  ergibt  sich  q  als  Function   von  p  und   wenn  man  die- 
selbe «jefunden  hat. 


*'  "/'"T  ""'^  ^ ""/ 


pdp 


Ferner  findet  man  die,  der  Geschwindigkeit  in  31  zukommende, 
Höhe 

endlich  die  Zeit,  in  welcher  der  Bogen  AM  zurückgelegt  wird, 


J     S^v       J    \r — qq 


99 

Zusatz   1. 
§.  898.     So  oft  %n  positiv  und  ungerade,   oder  negativ  und 
gerade  ist,   wird   man   den  Werth   von    q  durch  p   algebraisch 
darstellen  können. 

Zusatz  2. 
§.  899.     Ist  der  Widerstand  constant  oder  m=:0  und   wird 
der  Körper    anfangs   in  A   mit  der  Geschwindigkeit   V^6    längs 
der  horizontalen  Linie  AP  fortgeworfen,    ^o  wird  die  Ordinate 
PMz=:y  negativ  und  wir  erhalten   folgende   Gleichungen: 

gds^  =  ^vddy  und  dv  =  gdy — ^6/^. 
Aus  der  zweiten   folgt  durch  Integration,    weil  für  ;y™0,   s^i) 
und  vz=zb  wird 

u  ^=z  gy'—^s-l'  b 
und  wenn  man  diese  mit  der  ersten  Gleichung  verbindet 

'4-—-  zm  ö  +  qy — s, 
2ddy  '^^ 

Zusatz   3. 

§.  900.     Bequemer   wird   aber   dieser  Fall  behandelt,  wenn 

man  in  der  Differentialgleichung  vom  dritten  Grade  m^^  setzt. 

Es  ergibt  sich  alsdann 

_  'Iddiß 

ds 


gd^y 


:)der  wenn  man  p  und  q  eintiihrt. 


dp 


q  /^  =   -    2      ^ 

9  V^l+p2 
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Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man 


g  log  ^  =  —  2log  (p  +  V^l  +  2>2)  ^  9  log  (YL±P^E\  , 

also  a^=:(V^l-fp^ — pY  —«'7^  ^^^  dx^= ^ — — . 

Dm'ch  neue  Integration  erhält  man 

^'^-"     ~ HZ ^^  l£ß^ 

Hieraus  findet  man  ferner 

2/  =   /  pda:  oder  4y  = 
fj(^  fJ^ I.  / 

Diese  Curve  wird  algebraisch,  ausgenommen  wenn  </  =  1  oder 
=  2  ist. 

Anmerkung. 

§.  901.  Eben  so  weit  als  diese  unsere  Auflösung  erstreckt 
sich  diejenige,  welche  Job.  Bernouilli  zur  Bestimmung  der 
Bahnen  im  widerstehenden  Mittel  in  Act.  Lips.  A.  1719  Mai 
gegeben  hat,  wo  derselbe  auch  eine  allgemeine  Construction 
dieser  Curven  hinzugefügt  hat.  Ehe  wir  aber  diese  Vorausset- 
zung einer  gleichförmigen  Kraft  verlassen,  wollen  wir  die  um- 
gekehrten Aufgaben  lösen,  nämlich  den  Widerstand  bestimmen, 
welcher  bewirkt,  dass  der  Körper  eine  gegebene  Curve  be- 
schreibe; vorausgesetzt,  dass  die  Kraft  gleichförmig  und  ab- 
wärts gerichtet  sei.  Denselben  Gegenstand  hat  so  wohl  New- 
ton in  seinen  Principien,  als  auch  Job.  Bernouilli  in  Act. 
Lips.  A.  1713  behandelt  und  beide  höchst  scharfsinnige  Män- 
ner haben  dort  viele  ausgezeichnete  Bemerkungen  hinzugefügt. 

Satz   111. 
Aufgabe. 
§.  902,     (Figur  97.)     Vorausgesetzt  wird  eine  gleichförmige 
absolute  und  abwärts  gerichtete  Kraft  g ;    man  soll  den  Wider- 
stand  an  den   einzelnen  Orten  M  bestimmen,  welcher  bewirkt, 
dass  der  Körper  eine  gegebene  Curve  BAM  beschreibe. 
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A  u  f  l  Ö  s  u  n  g. 

Man  setze  wie  imhe\AP~QM=ix,  PM~ÄQ  —  y  und 
das  Element  des  Bogens  AM=^ih,  Ferner  sei  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  M  =  ^v  und  der  Widerstand  daselbst 
==  R,  Yergleichen  wir  diese  Grössen  mit  den  frühern  (§.  864.), 
so  muss  P=^g  und  y  negativ  angenommen  werden.  Wir  haben 
daher  die  Gleichungen 

gds^  =  1vddy  (§.  865.)  und  dv:=:gdy  ~Rds  {%,  864.). 

Aus  der  ersten  oder  v  ~  tttt-  ^^^n*  ^^^  ===  ^^V  ~-        c^^  i  J~ 

2ddy       ^  ^   *^  'Iddy^ 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  substituirt 

n  gdsd^y 

~  'Mdy^' 
Da  nun  die  Curve  gegeben   ist,    so   findet   man  aus  ihrer  Glei- 
chung einen  endlichen  Werth  von  R  und  es  wird  somit  der  Wi- 
derstand bekannt. 

Zusatz   l. 
§    903.    Es  verhält  sich   daher  die  Kraft  des  Widerstandes 
R  zur   antreibenden  Kraft  g,  wie    ds.d^y:2ddy^.     Setzt   man 
aber   den  Krümmungshalbmesser   in  M=r,   so  wird,  weil  r  = 
_dsl_ 
dxddy ' 

^S'f^^y  ^  ^dsdy  — •  da:dr 
Mdf  W? 

und  daher  g'^R  =  ^ds^iSdsdy  —  dxdr. 

Zusatz  2. 
§.  904.     Für  die,  der  Geschwindigkeit  in    M  zukommende, 
Höhe  oder  v  haben  wir  die  Formel 

gds^     ,    ,  ..    ds'^  rda:         grdx 

2cldy  '  ddy         ds   ^  %h 

Zusatz  3. 
§.    905.     Setzt    man     den    Widerstand    als    im    doppelten 
Verhältniss  der    Geschwindigkeit    stehend   voraus,    und    nimmt 
man  den  vmbekannten  Exponenten  des  Widerstandes  =  q  an; 
so  haben  wir 

P  __  ^  —    gd^'^    -  gäsdhi      ,  _  ds,ddy 

^  -  q^^ddy  "  ^dd^'       ^  ^  "~      dhf"' 
Auf  ähnliche    Weise    kann    man,   unter   andern  Voraussetzun- 
gen des    widerstehenden  Mittels,    den    Exponenten    desselben 
finden. 


Hosted  by 


Google 


eines  ^Punktes  im  tvidcrstehenden  Mittel.  335 

Zusatz  4. 
§.  906.    Fiihi't  man  zur  ßestimmuug  von  ^  den  Krümmungs- 
halbmesser T  ein,  so  erhält  man 

d^i/ ildy  { Muly^—dccdv}  _  Zdsdy — docdv    ^^^^ 

ddy  ds^  rdx 

rdicds 

'  ~~  3dsdy  —  da:dr' 
Kennt  man  daher  den  Krümmungshalbmesser  r,  so   werden  R 
und  q  durch  Differentiale  ersten  Grades  bestimmt. 

Zu  satz  5. 
§.  907.  Ist  die  Curve  AM  eine  Parabel,  deren  vertikale 
Axe  AC  ist,  so  wird  d^^y  ^^  0  und  daher  auch  R  =z  0.  Man 
erkennt  hieraus,  dass  ein  gleichförmig  abwärts  gezogener  Kör- 
per im  leeren  Räume  eine  Parabel  beschreiben  kann,  wie  jeder 
hinlänglich^  weiss. 

Zusatz  6. 
§.  908.     Ist  die  Curve  eine  beliebige  Parabel  höherer  Ord- 
nung, so  dass  man  habe 

a^—^.y  =  ^"; 

.  ,    ,           nx^-^dx       -,          dx  V^c^2«-2_|_  ^^2^2«-2 
so  wud  dy  =  — ^-_rr~  ^   ^^5  == -^^-i und,wed 

dx  constant  ist, 

dd/ij  =  — ^^ ^—-i — ,  wie  auch  d^^y  =  -— ^ ^.^ /       .Ji'^rL-, 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 


R   —    (^  -  %  ö  V^t^^"-^  +  7l^X^^~^ 

Wird  ferner  der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
proportional  angenommen,  so  ergibt  sich  der  Exponent  des 
erstem 

Anmerkung. 
§.  909.  Andere  Beispiele  von  Curven,  welche  man  im  AM 
annehmen  kann,  füge  ich  hier  nicht  hinzu,,  sondern  gedenke 
ihnen  die  folgenden  Sätze  zu  widmen,  da  sie  eine  genauere 
Untersuchung  verdienen.  Ich  werde  aber  vorzüglich  den  Kreis 
und  die  Hyperbel  betrachten ,  da  diese  Curven  von  den  erwähn- 
ten Männern  auch  vorzugsweise  behandelt  worden  sind. 
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Satz  112. 
Aufgabe. 
§.  910.  (Fig.  97.)  Vorausgesetzt  wird  eine  absolute  gleichför- 
mige und  beständig  abwärts  gerichtete  Kraft  f/ ;  man  soll  den  Wi- 
derstand finden,  welcher  bewirkt,  dass  ein  Körper  sich  frei  auf 
der  Peripherie  des  Kreises  BAMD  bewege. 

Auflösung. 
Ist  der  Radius  des  Kreises,   AC  =:  a-,  so   wird   a^^  =  2ai/ 
— y^  und  der    Krümmungshalbmesser   in   M  oder  r=za=.MC. 
Da  also  clr  =  0,  so  wird 

fj:R  =  2clsiZdy. 
Aus  obiger  Gleichung  des  Kreises  folgt  aber 

ocdx^=-{a — y)dyy   also  ds  =  --  dy  oder  ds:dy=za:x  =  AC:  QM 

und  daher  g:  Rz^'iACi^QM  oder 

R  =  W.^  und   v^S^"^  =^^V 
'lAC  2ds  2 

Wird  endlich  der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 

proportional  vorausgesetzt,  so  ergibt  sich  der  Exponent 

__  v_ ada; a,  QC 

^  "  /^  "  35^ ■""  Mm' 

Zusatz  1. 
§.  911    Während   der  Körper    durch    den  Bogen  BA  auf- 
steigt, ist  QM=2  X  negativ  und    daher   auch  R  negativ.     Die 
Bewegung   des  Körpers  erleidet  also  von  dem  Mittel  eine  Be- 
schleunigung, der  Tangentialkraft     ^iZf^   entsprechend. 

Zusatz  2. 
§.  912.     Im  Punkt  A,   wo  Qi)[f==:0   ist,  verschwindet   der 
Widerstand  und   es  bewegt    sich  daher  der  Körper  wie  im  lee- 
ren Räume.    Im  Punkt  D   aber   ist  QM  ~  CD=:  AC,  mithin 

R  =:^.     In    B  hingegen   ist   Q3I  =  --  AC,  also    R  =:  — 

^  und  es  wird  daher  der  Körper  im  Punkte  B  eben  so   stark 

durch  das  Mittel  aufwärts  getrieben,  als  in  D, 

Zusatz  3. 
§.  913.    Da  also  in  B  und  D  die  Richtung  des  Widerstan- 
des mit  der  Richtung  der  Kraft  g  zusammenfällt,    so  wird  der 
Körper  im  erstem  Punkte  durch  eine  Kraft  R  ~\- g:==:  —lg  auf- 
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wärts,  in  A  durcli  eine  Kraft  g  abwärts  endlich  in  Z>  durch  eine 
Kraft  ß  +  </  =  ~\fj  aufwärts  getrieben. 

Zusatz   4. 

§.  914.    Da  ^^  ^  sin  JCy¥,   so   wird  der  Widerstand   in 

M  =  Ig^iwACM,  oder  es  ist  der  Widerstand  überall  dem  Si- 
nus des  Winkels,  um  welchen  der  Körper  von  Ä  absteht,  pro- 
portional. 

Zusatz  5. 

6.  915.    Ferner  ist  '—^  =  i^  MD  :=:zcoi^  AM     Setzt  man 

^  QM        ^,  ^ 

also  den  Widerstand  als  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional voraus,  so  ist  der  Exponent  des  Widerstandes 

q  =r  Hg  MD  =  iQoigAM, 

Zusatz   6* 
§.  916.     Da   ferner  in   3Iv  =:  ^'^  ■,  so  ist  die  Geschwin- 

digkeit  im  Punkt  A  oder  S^v  =  V  2_i-  — ,  in  B  und  D  aber 
ist  dieselbe  =0.  Da  nun  der  Körper  in  D  wirklich  durch  eine 
Kraft  =  2.  aufwärts  getrieben  wird,  so  darf  man  sich  nicht  da- 
rüber wundern,  dass  er  wirklich  daselbst  anfängt,  sich  aufwärts 
zu  bewegen. 

Zusatz  7. 

§.  917.     Der  Körper  hat  also   so  wohl  im  Quadranten  BA, 

als  dem  AD,  in  gleichweit  von  A  abstehenden  Punkten,  gleiche 

Geschwindigkeiten.     Unterhalb  der  horizontalen  Linie  BD  kann 

aber  der  Körper  nicht  gelangen,  weil  alsdann  CQ  negativ  und  so 


\rv=.^~- 


~g^CQ 


->. 


d.  h.  imaginär  wird. 

Anmerkung. 
§.  918.  Wohin  der  Körper  a])er  weitergehen  wird,  sobald 
er  nach  D  gelangt  ist,  lässt  sich  aus  dem  Angeführten  leicht 
schliessen.  Da  nämlich  die  Geschwindigkeit  in  i)  ==:  0  ist  und 
der  Körper  durch  eine  Kraft  —  lg  aufwärts  getrieben  wird,  so 
muss  er  sich  offenbar  auch  nach  oben  zu  bewegen.  Er  wird 
auf  dieselbe  Weise  wieder  durch  den  Bogen  DMA  aufsteigen, 
auf  welche  er  im  Anfange  durch  BA  aufgestiegen  ist,  weil  er  in 
Euler's  Mechanik.  I.  22 
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Dwie  in  B  durch  eine  gleiche  Kraft  l^  aufwärts  getrieben  wird.  Zu 
verwundern  ist  aber  bei  dieser  Bewegung,  dass  der  in  B  ruhende 
Körper  aufwärts  gestossen  wird  und  sich  dennoch  in  einer  Curve 
bewegt,   obgleich   keine  Kraft   da  zu  sein   scheint,  welche   die' 
Richtung  des  Körpers,  die  er  beim  Aufsteigen   in  B  angenom- 
men hat,    krümmen    könnte.     Hierauf  erwidere  ich,    dass    die 
Richtung  der  Kraft  in  B  nicht  vollkommen  nach  oben  zu  geht, 
sondern  unendlich   wenig   von    der   wirklichen   vertikalen  Linie 
abweicht,  was  hinreichend  ist,  um    die   schiefe  Bewegung  her- 
vorzubringen.   Die  Richtung  der  Kraft  des  Widerstandes  in  B, 
oder  vielmehr  der  beschleunigenden  Kraft,  ist  nämlich  das  Ele- 
ment der  in  B  aufstehenden  Peripherie    des   Kreises,  welches 
nicht  vollkommen    vertikal    und   geradlinig,    sondern    unendlich 
wenig   gegen  BC  geneigt  ist.     üebrigens  stimmen   unsere  Be- 
trachtungen vorzüglich  mit    denjenigen    überein ^    welche  Ber« 
nouiUi  in  Act.  Lips.  A.  1713  gegeben  hat  und   welche  sich 
in  den  spätem  Ausgaben  von  New  ton' s  Prlncipien  befinden. 
In   der  ersten   iVusgabe    bat  sich   nämlich    dadurch  ein    Fehler 
eingeschlichen,  dass  Newton  das  Yerhältniss 

g:R  =  ACiQllI 
gesetzt  hatte.    Bernouilli  machte  ihn  darauf  aufmerksam  und 
dann  verbesserte  er  in  den  späteren  Ausgaben  diesen  Fehler, 


Satz  113. 

Aufgabe. 

§.  919.  (Fig.  98.)  Vorausgesetzt,  dass  wie  vorher  die  absolute 
Kraft  g  gleichförmig  und  abwärts  gerichtet  sei,  soll  man  die 
Kraft  des  Widerstandes  finden,  welche  bewirkt,  dass  am  Körper 
in  der  Hyperbel  NAM ,  deren  vertikale  Axe  CAQ  ist,  sich 
frei  bewegen  könne. 

Auflösung. 
Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel,  ihre  halbe  grosse 
Axe   AC  =  a  und  ihre   halbe    conjugirte  ™   c.      Man    setze 
CQ  =  t,  QM  —  AP  =  rr;  so  wird  nach  der  Natur  der  Hy^ 
perbel 

Nimmt  man  aber  PM  ~  AQ  =z  y  an,  wodurch  y  —  t  —  a, 
dy  ~  dt ,  ddy  ~  ddt  und  d'^y  —  dH  wird,  so  erhält  man 
aus  obiger  Gleichung 
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t=  ^£^^!^Z±2,    dt  =  ^^^  also  ./.  = 
dx  V^c^  +  c^^M^g^^^ 

"  cV1M^2 

Ferner    wird    ddt   =    ^fZ^y  =   t^It^^     ^"^*^*     '^^^^  =   ^^^^  "^ 
_3^^    mithin 

ddy^  "^  ac  dx 

Es  ergibt  sich  mittelst  der  aufgestellten  Werthe 

R  =2  ~  3r/^  v^^;M-"'^%gTZ^ 


,               f/(6-4  +  e%2  +  fi%2)  y"^2  _,_  ^2 
u„d    t;  =  ^L ____^ J_. 

Setzt  man  endlich  den  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwin= 
digkeit  proportional,  so  ergibt  sich  sein  Exponent 

R  Zcx 

Zusatz  1. 
§.  920.    Zieht  man  die  Tangente  ßlT,  so  wird 

Qy=subtg.-— ^2fL=  und   3IT  ^  ^^^^^^ 
cVx^  +  c^  cVx^+c^ 

Wir  erhalten  daher 


P  _        Zg3H\\rx^^c'^  „  _Sr/,CQ,ßIT 

jR:,9  ~  ^3CQ.MT:2.JC2. 

Zusatz  2. 

§.  921.  Da  man  den  Widerstand  R  negativ  findet,  so  ist 
diess  ein  Zeichen,  dass  im  widerstehenden  Mittel  die«- nieder- 
steigende Bewegung  durch  AM  auf  einer  Hyperbel  nicht  mög- 
lich ist,  weil  das  Mittel  den  Körper  hier  forttreiben  müsste. 
Während  aber  der  Körper  durch  den  Bogen  NA  aufsteigt,  wird, 
weil  so  wohl  ds  als  x  negativ  ist,  R  positiv.  Befindet  sich 
daher  der  Körper  in  iV,  so  wird 

R  -  ^ffCQ.NT 
"■       2AC^ 

22* 


Hosted  by 


Google 


340    Kapitel  VL   Von  der  freien  krtmmiU7iigen  Bewegung 

Zusatz  3. 
§.  922.     Nach  der  Natur  der  Hyperbel  ist 
CQ:AC=  ACiCT; 
wir  haben  daher  in  N  den  Widerstand  oder 

R  =:  ^^-f,  d.  h.  R',g  =  ZNTiICT. 

Im  Scheitel  A  also,  wo  NT  =  0,  wird  R  =  0  und  allgemein 
der  Widerstand  um  so  grösser,  je  weiter  iV^  von  A  absteht, 

Zusatz  4. 
§.  923.     Die,  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  31  oder 
N  zukommende,  Höhe  wird 

^±j^ 

_  gc"^  (x^  +  c^)  MT^  Va^^  +  c^  ^  g_i_^I^ £„ 

^  "^  ßac'x''  2  ax^ 

(.2 

""•       2        •   c.QT       2.AC^.QT 

Da  aber  MT  =  NT  und  CQ.NT  -^  if!li£±l-  ist,  so  wird 

ög 

_  2R^.AC^ 
""  ^     9gQT    ' 
Zusatz  5. 
§.  924.    Wird  der  Widerstand  den  Geschwhidigkeiten  pro- 
portional gesetzt  und  ist  der  Exponent  desselben  ^=:(]f ,  so  wivä 

R  ■=.   -—:  und  V  =r  R'^.q-^  also 

_    '2AC^ 
^-^  9g,Qr 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also  der  Exponent  des  Wider- 
standes der  Subtangente  QT  umgekehrt  proportional. 

Zusatz  6. 
§.925.    Wird  aber  der  Widerstand  dem  Quadrat   der  Ge- 
schwindigkeit proportional  vorausgesetzt  und  hat   q   die  vorige 
Bedeutung,  so  ist  in  N 

—  ^  —  ^Q'^y 

^  "~  /?~~     3QT 

Zieht  man  daher  aus   C  die  Linie   CR#NT,  wo   erstere  die 
verlängerte  Ordinate  QM  in  R  schneidet,  so  wird 

q  =  iCR. 
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Anmerkung. 

§.  926.  Das,  was  wir  vorher  beim  Kreise  und  jetzt  bei 
der  Hyperbel  bemerkt  haben ,  dass  der  Widerstand  in  dem 
einen  Bogen  positiv  und  im  andern  negativ  wird,  findet  bei 
allen  Curven  statt,  welche  auf  beiden  Seiten  des  höchsten 
Punktes  Ä  zwei  congruente  Bogen  ÄJS  und  AM  haben.  Da 
nämlich  allgemein  für  den  Bogen  AM 

j^  __  gdsdhj 

so  wird  im  Bogen  AIS,  weil  hier  ds  negativ  ist, 
n  „        gdsdhf 

also  der  Widerstand  in  N  der  entgegengesetzte  des  in  M  statt- 
findenden. Da  nun  in  der  Natur  kein  negativer  W^iderstand 
vorkommt,  durch  welchen  also  die  Bewegung  des  Körpers  be- 
schleunigt wurde;  so  kann^  mi  vvid ersteh ejKJen_Mittel  ejn  Kör- 
per  unmöglich  eine  Curve  beschreiben,  welche  umden  hT)ch- 
"sTenTPüngFJW^^  Die  Höhe,  welche 

der  Geschwindigkeit  zukommt,  ist  aber  in  31  und  N  dieselbe, 

indem  ihr  Werth  v  =.  ;f-r4-  sich  nicht  ändert,    wenn  auch  ^^Z^- 
2ddy 

negativ  wird.  Newton  betrachtete  daher  derartige  Curven  so> 
dass  er  eine  suchte,  für  welche  die  Dichtigkeit  des  Mittels 
sich  wenig  veränderte  oder  bei  welcher,  nach  unserer  Behand- 
Jungsweise,  der  Exponent  des  Widerstandes  überall  fast  den^ 
selben  Werth  hatte.  Eine  solche  Curve  konnte  er  dann,  ohne 
merklichen  Fehler,  für  die  Bahn  im  gleichförmigen  widerste- 
henden Mittel  annehmen.  Andere  Curven,  welche  keinen  ver- 
tikalen  Durchmesser  haben,  werden  wir  gleich  Newton  be- 
trachten. Der  Art  sind  die  Hyperbehi,  welche  eine  vertikale 
Aisymptote  haben  und  der  logarithmischen  Linie  sich  nähern, 
welche  letztere  ein  Körper  in  einem  gleichförmigen  und  den 
Geschwindigkeiten  proportional  widerstehenden  Mittel  beschreibt. 
Unter  einer  andern  Voraussetzung  des  Widerstandes  hat  New- 
ton keine  Bahnen  bestimmt,  sondern  er  begnügte  sich  damit, 
der  Wahrheit  sehr  nahe  kommende  zu  bestimmen.  Denselben 
Plan  wollen  wir  ebenfalls  befolgen,  da  die  wahren  Bahnen, 
welche  wir  gegeben  haben,  so  verwickelt  sind,  dass  man  aus 
ihnen  kaum  etwas  für  die  Praxis  ableiten  kann. 
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Satz  114. 
Aufgabe. 
§.  927.  (Figur  99.)  Es  sei  NM'M  eine  Hyperbel  von  ei- 
nem beliebigen  Grade ^  deren  eine  Asymptote  CjP  vertikal  ist; 
man  soll  den  Widerstand  finden,  welcber  bewirkt,  dass  ein, 
durch  eine  Kraft  g  beständig  abwärts  getriebener,  Körper  sich 
auf  dieser  Curve  bewege. 

Auflösung. 
Man  betrachte  die  Asymptote  CP  als  Axe  und  fälle  auf 
sie  aus  M  das  Perpendikel  BIP.  Setzt  man  CP=zy  und  MP 
r=^,  so  wird,  weil  einem  positiven  dy  ein  negatives  dx  ent- 
spricht, alles  oben  Gesagte  hier  stattfinden,  wenn  man  nur  da- 
selbst dcc  negativ  annimmt.  Es  sei  RC  die  andere  Asymptote 
und  C  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel,  ferner  sin  ECP=:a  und 
cos RCP  =  Vl^a^^:  ß.  Verlängert  man  daher  Pßl  bis  R, 
so  wh'd 

PR  =  yigRCP  =  -^  und    CR  ^  |. 
Aus  M  ziehe  man  3IQ#RC,  so  wird  3IQ  =.  -  und  PQ  z:=z 


ci 


ßx       , 
'—  ;  also 

a 


ay  —  ßx 


(Q  ^   y-PQ 

Nach  der  Natur  der  Hyperbeln  haben  wir  nun  die  Gleichung 

x^^-^imj'—ßx)      .               ßx    .    a"-i.a« 
an  z=2  "^^ r._Z    also  yzn^-  +  z— r— 

,     ,  ßdx        (n~l)an—^a'"dx 

und  dy  =  *—  -~  ^ -. 

^  a  X" 

Zieht  man  die  Tangente  MT,  so  wird 

PT  =  .subt^.  =.  _  ^  =  -^--£  +(ü=l)^-i«!    und 

^  dx  cc  x^—^ 

dx  X 

In  diesem  Falle  aber,  wo  x  aut  der  andern  Seite  angenommen 

ist,  wird  MT  negativ.     Ferner  wird,  weil  dx  constant  ist, 

,  ,          n(n  —  l)  a»-i  a^  dx'^      ,.>               (n + 1)  7i{n—\)  a^-'^  aP  dx^ 
ddu  =    ^^ ~~T^ i  d^u  =z:  —  —         ■      — --— — ^ 

mid  wir  erhalten  daher 
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fjihdhj  _  __  g{nV^''zhEl 

welcher  Werth,  wen n  man  M7' negativ  setzt,  dem  Widerstände 
R  gleich  wird.     Wir  haben  demnach 

und  die,  der  Geschwindigkeit  in  M  zukommende,  Höhe 

^  ~  Mdy  "^  %i {n-—l)  a^*-i  a^ ' 
Setzt  man    voraus,  dass   das  Mittel  im    2mfachen   Verhaltniss 
der     Geschwindigkeit    widerstehe    und    den    Ex[)onenten     des 
Widerstandes,  wie  früher,  =  ^;  so  wird 

R  =:  —  oder  r/  =  —   = 
(/^"  I. 

m— l        (m—  I )  (71—  1 )  2ffl— 1 

^;   ^»    .^  '''  MT     ^ 

m— 1  m— 1  ^      (m—  i  )  (n—  1 )        y^  (m—  i ) 

2  '^  (n^~n)   ^«   (7H-l)"*c^       ^"         .«      *« 

Om-l^^<m-I)  (72-1)  yff  7^2m-l 
V  .2"i_l  ^  (^^2  __  .^^)  7n-l  (.^^  _|.  1)  aim-i)  (77-1)  ^^77  (m-l) 


Zusatz   1. 

"*  of^?y  —  /5;3 


6,  928.  Da  nun  a)''^-^z=z- — ^— ist,  so  wird 

*  ay  —  jx 


_     l/(n  +  l)a.3IT  ff(n  +  i)MT 

^'^lin(n-'l)(aij'-ßx)  ~  %i  {n—i)  CQ 
oder  RJg=::(n-\-l)MT:2n(n-l)CQ, 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man    durch    Substitution  des  Wer 
thes  von  a."~^ 

g.3IT^  77 f^-'^.MT^"^~^ 

''-  2n{n-l)  CQ™'^"^'"'—  2"^~\n'^—ny^-Hn+l).CQ"^-^' 
Zusatz  2. 
§.  929.    Steigt    der  Körper  bis    in's  Unendliche  hhiab,    so 
wird  ^rrrO,    mithin    3IT=PT  xmä   MT  .  x^"-^  ^  PT  .  x^-^^ 

==__  £ x'^  +  (n— 1)  a^- 1 .  a«  =: {n—A)  a"-%"  ,  für  .2:=:0. 

In  einer  unendlich  grossen  Tiefe  wird  demnach 

g{n  \-\) 
R  =  '-^j >  also  constant. 

Ferner  wird  in  diesem  Falle 
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g.MT(n~l)an-ian__  g 
"""      In  {n-i)  c^«-i  a"      "In' 

also  weil  nothwendig  ?^>l  oder  w  — 1>0,  für  ^  =  0 

Zusatz   3. 

§.  930.  Setzt  man  daher  /i*==i — ,  so  wird  in  einer  iiiiend- 

qtii 

lieh  grossen  Tiefe 

d,  h.  es  wird  sich  der  Körper  im  leeren  Räume  bewegen. 
Hieraus  folgt,  dass,  je  weiter  der  Körper  hinabsteigt,  der 
Widerstand  desto  geringer  oder  vielmehr  das  Mittel  desto  locke- 
rer wird, 

Zusatz    4. 
§.  931.   In  der  Appollonischen  Hyperbel  wird  ^—2,  also  für 
diese  Curve 

^      ^x,MT      ZqMT  q.BIT'^      ,  q^-i,  niT"^^-^ 

^==  ~1^^  =  ACQ  '  ^==  "Tcg-"^^  ^" ^ O-^-^^TcÖ^i- 

Zusatz  5. 
§.  9e32.    Setzt  man   den    Widerstand   der   Geschwindigkeit 
proportional,  so  ist  ???  =  Jund  der  Exponent  des  Widerstandes 
dem  Abstände    CQ   direct  proportional.     Unter  dieser  Voraus- 
setzung kann  also  der  Körper  alle  Hyperbeln  frei  beschreiben. 

Zusatz  6. 
§.  933.  Setzt  man  den  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwin- 

digkeit   proportional,    so    ist    m==l   und  r/=  ^  ==: -— — r--     Je 

mehr   also   BIT  sich   ändert,    desto   ungleichförmiger  ist  auch 
das  Mittel, 

Zusatz  7. 
934.  Die  Zeit,  in  welcher  ein  Element  Mm~  ds  beschrie- 
ben wird,  ist  ferner 


"  Vv  ~    ?        q     ~  "]l±J    ^  q 

Die  Zeit  also,  in  welcher  der  Körper  bis  M  gelangt,  wird 
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.  _  4  r  2n  (n—l)  a^-  ^aP-    P    clx 

X       2 

d.   h.  constant. 


X 

{n—^i)x    1 


f(n~l) 

Hiernach  wird  die  Zeit,  in  welcher  der   Körper  von  iV  bis  M 
gelangt,  oder 

bip-^      jsp-r) 

Zusatz   8. 
§.  935.   In  der  Appollonischen  Hyperpel,  für  welche  7^=r2 

ist,  wird   T  proportional  {VM^~  V'MPl  ^\ eil  NP.MP==:y-> 

d.  h.  constant  ist. 

Anmerkung. 

§.  936.  Es  ist  daher  klar,  dass  der  Körper  in  einem  gleich- 
förmigen widerstehenden  Mittel  dieser  Art  keine  Hyperbel  be- 
schreiben könne,  da  der  Exponent  des  Widerstandes  zu  ver- 
änderlich ist,  indem  derselbe  zuletzt  unendlich  gross  wird. 
Wir  können  daher  Newton's  Ansicht,  wonach  er  diese  Hy- 
perbeln statt  der  wahren,  in  gleichförmigen  widerstehenden 
Mitteln  beschriebenen,  Bahnen  substituiren  wollte,  nicht  bei- 
stimmen. 

In  einem  Mittel,  welches  nämlich  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  widersteht,  ist  der  Exponent  des 
Widerstandes  der  Tangente  3IT  proportional  und  er  verändert 
sich  daher  sehr  stark,  so  wohl  beim  Herabsteigen  des  Körpers, 
als  auch  bei  seiner  rückgängigen  Bewegung  bis  zum  Punkt  N, 
Man  kann  diese  Unbequemlichkeit  auch  aus  der  Geschwindig- 
keit ersehen,  welche  bei  der  niedersteigenden  Bewegung  bis 
in's  Unendliche  anwächst,  während  sie  doch  im  gleichförmigen 
Mittel  nicht  über  eine  gegebene  Grenze  hinaus  anwachsen 
kann,  x\usserdem  ist  es  nicht  hinreichend  klar,  dass,  unter 
der  Voraussetzung  eines  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
proportionalen  Widerstandes,  die  beschriebene  Curve  eine  ver- 
tikale Asymptote  habe,  wie  in  einem  Mittel,  welches  der  Ge- 
schwindigkeit selbst  proportional  widersteht.  In  Folge  dieses 
Widerstandes  ist  nämlich,  wenn  auch  der  Körper  durch  keine 
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Kraft  angetrieben  wird,  die  Linie  der  ganzen  Bewegung  von 
endlicher  Grösse,  während  sie,  wenn  der  Widerstand  dem 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  i^t,  unendlich  groSvS 
wird.  Hieraus  scheint  auch  zu  folgen,  dass  hei  diesem  Wider- 
stände die  Bahn  keine  Asymptote  haben  werde,  wenigstens 
ist  es  gewiss,  dass  diese  Curve  keine  hyperbolische  Asymp- 
tote haben  wird.  Indessen  hat  sie  eine  vertikale  Asymptote 
anderer  Art,  welche  sich  aus  der  Quadratur  der  Curve,  durch 
die  Rectification  einer  gegebenen  Parabel,  ergibt. 

Wir  wollen  nun  aber  die  Voraussetzung  einer  gleichförmigen 
Kraft  verlassen  und  zu  einer  veränderlichen  übergehen,  deren 
Richtung  überall  sich  selbst  parallel  sei.  Aus  der  gegebenen 
Kraft  und  dem  Widerstände  wollen  wir  zwar  die  beschriebene 
Curve  nicht  herleiten,  da  diess  bereits  oben  (§.  864)  geschehen 
ist;  wir  wollen  aber,  wenn  die  Curve  und  ausserdem  die  Kraft; 
oder  der  Widerstand  oder  die  Geschwindigkeit  gegeben  ist, 
das  Uebrige  bestimmen. 

Satz  115. 
Aufgabe. 
§.  937.  (Fig.  100.)    Es  ist  eine  beliebig  veränderliche  absolute 
Kraft  gegeben,  welche  überall  längs  TllfjP  abwärts  gerichtet  ist; 
man   soll   Aen  Widerstand  bestimmen,    welcher  erforderlich  ist, 
damit  ein  Körper  sich  auf  der  gegebenen  Curve  A3I  bewege. 
Auflösung. 
Es   sei  ÄP^==^x ,  PM^=y   und  ein    Element   der  gegebenen 
Curve  AM^=-ds.    Ferner  sei  die  Kraft,   welche    den    Körper   in 
M  längs  MP  antreibt,  =  P,  die  Geschwindigkeit  daselbst  ^=z  S^v 
und  der  Widerstand  =:  R.    Unter  diesen  Voraussetzungen  haben 
wir  die  Gleichungen 

Pf?s2 
dv^--^Pdij—Rds{^.mi)m\^vr=z~^^^  (§.  865.), 

wo  dx  als  constant  angenommen  wird.     Aus  der  zweiten  Glei 
chung  folgt  durch  Differentiation 


dv~~^Pd,^^^^^-^'^'^y. 

und  wenn  man  diese  mit  der  ersten  verbindet 

^_dPds       Pdsd'^y         .^_        J^ 
2ddy        2ddy^        ^^  ds       ^  '  ddy 
Man  findet  also  so  wohl  v,   als  auch   R  ausgedrückt  durch  die 
gegebenen  Grössen  P,  x  und  y. 
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Zusatz  1. 

§.  938.  Setzt  man  den  Krümmungshalbmesser  in  3I=^r.  so 
wird 

ds^       ,  ,„  IMs'^dds  .   dshlr 

dd  ?/=  —  —7-  und  dHj'==. -, —  +  —^f— 

^  Tax  ^  rdx  v^dx 

__        Zdsdyddy       ds^dr 3ds^dy      dsMr 

rdx  r'^dx  r^dx^       r'^dx 

Hiernach  erhält  man 

Prdx      -  ,.  rdPdx ^  Pdxdr -{^^Pdsdy 

■^=  -Tds-  ™''  ^'  = 27h^ 

Zusatz  2. 

§.  939.    Ist    das   Gesetz    des   Widerstandes   das   doppelte 

Verhältniss  der  Geschwindigkeit  und  der  Exponent  ^i^,  so  hat 

man 

R-~ und  V - /e  - 2ddy '  ds [Pdhj - dPddy }  ~~  Pdhj  ~  dPddy 

Pvdxds 
~  ~"  'iHlHx  +  Pdxdr  +  M\Ud7y 

Zusatz   3. 
§.  940.    Es  verhalte  sich  die  Kraft   P  zur  Schwere,  wie  y 

ZU  /,  oder  es  sei  P=:  ^ ;  so  wird 

7'dydx~{-ydxdr~[^^ydsdy         ___  yrdx 

yrdxds 
und  q^-  -d^^f'^j^i^lr-^-^ydsdy' 

Zusatz  4. 
§.  941.   Es    sei   die   Curve  AM  ein  Kreis,    dessen    Radius 

^  ^                           .1               f       /^    7         (a—*x) dx       _  ^       «iZ.r 
AC=-a  ist,  so  wndr=  a,ar=0,a?/^= -j ^undfw^-— • 

Wir  erhalten  demnach 

'^-   2    '^'^-'"2ad^^-  3«        ^^"^^-      yUP\rZP{a~-x)dx 

Beispiel  1. 

§.  942.  Es  sei  die  Curve  AM  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 

C  und  Radius  AC=a  ist.     Der  Körper  werde  beständig  gegen 

die  Axe  AC  gezogen  und  zwar  den  Abständen  von  ihr  propor- 

*?/  v^ 

tional,  so  dass  JP=:4i.   Alsdann  wird  i;=:^>und  daher  die   Ge- 
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schwindigkeit  in  M,   oder  Vv    der   Ordinate   31P  proportional 
Ferner  wird  der  Widerstand 
i?_-       3/^^V        %  («-^)  __      ((t— ^)  (y  +  3^)^  ^  _^  %L^""^) 

2PßI.CP        ,  ACPM 

"^"—TÄc^  '"'''^'^^ — 4TCP^- 

Im  Punkt  J.  ist  V^^=:0  mid  /^~0  und  während  der  Körper 
im  Quadranten  aufsteigt,  der  Widerstand  R  negativ,  d.  h.  die 
Bewegung  des  Körpers  wird  durch  das  Mittel  beschleunigt. 

Um   die   Zeit   zu   erhalten ,    in  welcher   der  Körper  von  A 
bis  31  gelangt,  haben  wir 

und  da  für  ^=0,<=0,C=— Y  2  *^S 0. mithin ^-=Y  2  ^^^^ 

ZIZQO  . 

Diess  sieht  man  auch  von  selbst  eit»,  denn,  da  in  A  so  wohl 
die  Geschwindigkeit  V^  5  als  auch  die  Kraft  ^  und    der  W^ider- 

stand  R  verschwinden ;  so  muss  der  Körper  beständig  in  diesem 

Punkte  verharren. 

Beispiel   2. 

§.  943.   Es  bleibe  die   Curve  A3I  ein  Kreis,    die  absolute 
Kraft  P  aber  sei  dem  Abstände  PJf  umgekehrt  proportional  ,  also 

P  ==^ und  dP^~^. 

y  y 

Alsdann  wird  v=:^,  oder  die  Geschwindigkeit  überall  dieselbe 

und  es  wird  der  Körper  mit  gleichförmiger  Bewegung  über  die 
Peripherie  des  Kreises  fortgeführt,  auch  wird  die  Zeit ,  in  welcher 
der    Körper  einen  beliebigen  Bogen   durchläuft,   diesem  selbst 

proportional.     Ferner  wird  der  Widerstand  in  31==:—    ■—^-~ 

f.CP  ^^ 

=  —  ~a7^^~Wm  ^^^  derselbe   während    der   Körper    durch    den 

ersten  Quadranten  aufsteigt,  negativ,  hingegen  positiv,  während 
er   durch    den    folgenden    Quadranten   niedersteigt.    Man  findet 
_v  __  AC,P3I 
^-^R^         2,CP" 
Im  Punkt  A  wird  so  wohl  die  fortbewegende  Kraft  des  Wider- 
standes, als  auch  die  antreibende  Kraft  unendlich  gross. 
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Beispiel  3. 
§.  944.  Es  bleibe  AM  ein  Kreis  und  es  sei  die  antreibende 
Kraft  einer  beliebigen   Potenz   des  Abstandes  MP  proportional, 
also 

^-       -?/»                    _„        tiy^—hly        ny'^~'^(a—x)dx  „  ,   , 
/>  =  ^,  woraus 6ZP==    ^  ^n        ^- -f-^~-  H^t- 

Hiernach  wird 

2/«fi       ,   _.  (7?.  +  3)^/"(a  — ^)        , 

^==%/vr"^d  ^^-^  2«^ ^^  '^^^^" 

ß:  JP=:~-(w  +  3)CP:2.CJ. 
Ist  daher  w=:  —  3,  oder  die  Kraft  P  dem  Cubus  des  Abstandes 
MP  umgekehrt  proportional,  so  wird 

und  es   kann    der   durch    diese   Kraft  angetriebene  Körper  sich 
im  leeren  Räume  auf  einem  Kreise  bewegen. 

Ist  ferner  7^^-3  positiv,  so  wird  im  ersten  Quadranten,  wo 
der  Körper  aufsteigt,  R  negativ;  im  zweiten  Quadranten,  wo 
er  hiedersteigt,  R  positiv.  Ist  aber  ?2-f3  negativ,  so  wird  R 
im  ersten  Quadranten  positiv  und  im  zweiten  negativ. 

Beispiel  4. 

§.  945.  (Figur  101.)  Ist  die  Curve  JMZ?  so  beschaffen,  dass 
der  Krümmungshalbmesser  in  M  der  Ordinate  MP  umgekehrt 
proportional  ist,  was  bei  allen  elastischen  Curven  der  Fall  ist; 
so  wird 

r=::  —  undar  =  —- — ö^- 
Wir  haben  daher 

_  a^Pdx  oPPdxdy       uUPdx  ^  3Pdy 

'^-^    %jds   ^"^^^—    22/2,/,>2  2yds^  2ds  ' 

Da  aber  —  r  =  -i — ry  = ^  ?  so  erhält  man  durch  Integration 

1a^d;x=^dsiy^  +  t^)  und  dy=  f^^^^i^^+^51 
Hiernach  wird 

iy  oa^y^ 

_dP\fJt^ 
Sa^ydx 

r.     V              .   1    7,1      %        dxSrAa^'-iy^'W^^ 
Es  sei  nun  P~  y  >  so  wu'd  dP:=2  ~j-  = fn^TTl^) " 

2/2  +  ^2 

undv:::!:^^ — -r:n — • 
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Ferner  ergibt  sich 

U^, d __v^_X__^  ^  _  ^  oder  R:P=^Uy:%ls. 

So  lange  der  Körper  ansteigt,   ist   R  negativ;   steigt  jener  ab- 
wärts, so  wird  R  positiv. 

Satz  116. 
Aufgabe. 
§.  946.    (Figur  100.)    Gegeben   ist   die   Curve   AM  und   der 
Widerstand,  durch  Grössen  bestimmt,  vv^eiche  sich  auf  die  Curve 
beziehen;  man  soll  die  absolute  Kraft  P  bestimmen,  welche  be- 
ständig  g^2,QX^   die  Axe  ÄC  normal  gerichtet  ist  und  bewirkt, 
dass  der  Körper  sich  frei  auf  dieser  Curve  bewegen  kann. 
Auflösung. 
Es  sei  AP=::x  ,  PM^=^y  und  ÄM^=^s*    Ferner  sei  der  Wider- 
stand in  Mi  welcher  durch  x,  y  und  s  gegeben  wird,  ~i2;  die 
gesuphte  Kraft  ==iP  und  die  Geschwindigkeit  in  M=:  Sf  v.   Unter 
diesen  Voraussetzungen  ist 

p^J^^  u„d  av=  ^-^^y-  -  Rds  (§.  865.). 

Aus  der  zweiten  Gleichung  erhält  man ,  weil  eLr  constant  ist, 
üd8^       ds^     P  Rdx^ 


v  = 


ds^   r 

dx'^J 


dx^        dx'^^        ds 
Ist  so  V  gefunden,  so  erhält  man   P  aus  der  ersten  Gleichung. 

Zusatz  1. 
§.  947.  Es  wird  demnach 

^  -"^     dx'^    ^  dx^J      ds  / 
d.  h.  durch  lauter  gegebene  Grössen  bestimmt. 

Zusatz  2. 
§.  948.    Die   hinzugefügte   Constante   a  kann  beliebig  ange- 
nommen   werden  und   man  kann  sie  daher  so  bestimmen,    dass 
der   Körper   im   Punkte  A   oder  in   irgend  einem  anderen  gege- 
benen Punkte  eine  gegebene  Geschwindigkeit  habe. 

Zusatz     3. 
§.  949.   Setzt  man    den  Widerstand   dem   Quadrat  der   Ge- 
schwindigkeit  proportional  und  den  Exponenten  des  erstem  =  ry, 
so  hat  man 

_v^_    üds^         ds^      PRdx'^ 
^-^R  ~  Rdx'^^  Rdx'^J      ds    ' 
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Zusatz  4. 
§.  950.    Die  Zeit,  in  welcher  der  Bogen   AM  durchlaufen 
wird,  ist 

/ds    __     Cdx  ds      __   r  dx    

W"~t/  ^  '  tj  ^^      pb&JaJ  ~^^~7nid^' 

Zusatz  5. 
§.  951.  Setzt  man  den  Widerstand  zur  Schwerkraft  im  Ver~ 
hältniss  der  Tangente  an  der  Curve  in  7f/ zur  Subtangente,  oder 
ist 

II  :  l^=^ds\  dx', 
so  wird 

V  ~  -TT«  (a — X)  ,  P=  —  -7—^  {a—x)  und  t=   I    -, 

dx^^         ^  dx"^  ^         ^  J    Sfa—x 

Ferner  wird  q-=i^—  j-^(a—x). 

Beispiel. 
§.  952.  Es  sei  die  Curve  ein  Kreis,  dessen  Radius  AC~b 
ist,  so  wird 

_^ TT-,        dx(b~x)      -,       bdx        ,    ^,  ^2  ,   „ 

y—  V  2f)x~x^,  dy~  — \ '  ds=z~y~  und  ddi/~  —  —3  dx^  ^ 

Wir  erhalten  daher 

Setzt  man  daher  den  Widerstand^  ^  oder  iF?™ -,  so  wird 

Die  Zeitj  in  welcher  der  Körper   den   Bogen   AM  zurücklegt, 
wird 


/=:2'\^«  — 2  V^a— ^. 
Wird  ferner  b^=^a,  so  erhält  man 

^   "^       P3P     '       —       PM^      undit:— -    pj^' 

Im  höchsten  Punkte  des  Kreises  wird  PC  ^=-  0,  also  die 
Geschwindigkeit  und  auch  die  Kraft  ==  0.  Jenseits  dieses 
Punktes  wird  x  >  a  oder  a—x  negativ,  also  Sfv  imaginär; 
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der  Körper  kann  also  nicht  über  diesen  Punkt  hinausgehen, 
sondern  wird  von  da  nach  dem  Punkt  A  zurückkehren,  wobei 
der  Widerstand  die  Bewegung  beschleunigen  wird.  Ist  der 
Körper  so  nach  A  gelangt,  so  wird  er,  weil  hier  ^Ty  :z:r  QO  ^ 
den  unterhalb  AC  gelegenen  Quadranten  beschreiben,  wobei 
P  negativ  ist,  diese  Kraft  ihn  also  aufwärts  drängen  wird. 

Satz  117. 
Aufgabe. 
§.  953.  (Figur  100.)  Das  Mittel  ist  gleichförmig  und  wider^ 
steht  im  doppelten  Yerhältniss  der  Geschwindigkeiten ;  man 
soll  die  absolute,  abwärts  gerichtete  Kraft  bestimmen,  welche 
bewirkt,  dass  der  Körper  in  diesem  Mittel  die  gegebene  Cm* ve 
AM  frei  beschreibe. 

Auflösung. 

Es  sei  wieder  ^P=:^,  PM=i/,  AM-=^s,  die  Geschwin- 
digkeit   in    M   :=    ^v,    der    Exponent    des     widerstehenden 

V 

Mittels  =  c,  die  absolute  Kraft  --  P  und  R  =  —  der  Wider- 
stand.    Wie  früher  haben  wir 

2vddii       \   ,  2vdyddti        vds  ,.    ,,„^  ^ 

Aus  der  zweiten  Gleichung  erhalten  wir 
dv-  __    ^  dds         ds 
V    ~^  ds  c 

und  wenn  man  integrirt,    well  dx  constant  ist, 

/  dds  '\          V 
logi;=logf -y-;2  ) 7'  Constans  =:  log«  gesetzt,  oder  auch 

s 

ae      c  ds^ 
Ist  daher  der  Werth  von  v  gefunden,  so  folgt  aus  der  ersten 

8 

2f(c    ^  ddu 
Gleichung  der  zugehörige  Werth  vonP=:-—   — '■ — 7-2~       ^^^^^^ 

man  findet  daher  beide,  wenn  die  Curve  gegeben  ist. 

Zusatz   1. 
§.  954.     Die  Zeit,  in   welcher  der  Körper  den  Bogen  A31 
zurücklegt,  wird 

s 

"""  J  Vv  ""  J  sr~a 

Ist  daher  die  Curve,    oder    eine   Gleichung  zwischen  s  und  x 
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gegeben,  so  erhält  man  auch  die  Zelt,  mindestens  durch  Qua- 
draturen. Diejenigen  Curven  sind  also  hierzu  am  bequemsten^ 
für  welche  eine  Gleichung  zwischen  s  und  x  gegeben  ist. 

Zusatz  2. 
§.  955.  Da  man  a,  als  die  durch  Integration  hinzugefügte 
Constante,  beliebig  annehmen  kann;  so  kann  man  sie  so  be- 
stimmen, dass  entweder  die  Geschwindigkeit  in  einem  gegebe- 
nen Punkte  der  Curve  oder  die  antreibende  Kraft  einen  gege- 
benen Werth  erhält. 

Zusatz  3. 

§.  956.  Ist  die  Curve  A3I  gegen  die  Axe  u4Cconcav,  so 
wird  ddy  negativ,  also  P  positiv  und  es  wird  in  diesem  Falle 
der  Körper  durch  die  Kraft  gegen  die  Axe  hingetrieben.  Ist 
die  Curve  hingegen  convex  gegen  AC,  so  wird  ddy  positiv, 
P  negativ  und  der  Körper  von  dieser  Axe  zurückgestossen. 
Beispiel  1 . 

§.  957.    Es  sei  die  Curve  A3I  eine  Parabel,    welche  eine 

normal  Siut  AP  siehenäQ  Axe  hat,   wie  ein    im  leeren   Räume 

von  A  aus  geworfener  Körper  sie  beschreiben  wird.     Es  wird 

alsdann 

fax      2xdx                            2dx^  . 
by  =  fx—x^,?ihody=z   -r— — ~^"~  ^^^^^^  day=z ^— ? 

es  ergibt  sich  demnach 

s 

b.e^ 

Je  grösser  also  s  ist,  d.  h.  je  länger  die  Bewegung  anhäU^ 
desto  kleiner  wird  die  Kraft  P.  Setzt  man  aber,  wie  im  lee- 
ren Räume,  c  :=^  oo  ,  so  wird 

e  f  —  c  ==:  1  und  P  —  —r-  > 

d.  h.  constant. 

Beispiel  2. 

§.  958.    Es  sei  die  Curve   AM' so   beschaffen,    dass   ihre 

Gleichung  ist 

y  —  ax  —  ßx'^  —  yx^, 

woraus  dy  ■=:  {a  —  2|3.t  —^yx'^)  dx  und  ddy  =  ~-  (2/3  +  Qyx)  dx^ 
folgt.    Es  wird  daher 

—  ^i^^  +  ^^r^^' 

ir  - —  ^ 

Euler's  Mechanik  I.  2B 


Hosted  by 


Google 


354    Kapitel  VL     Von  der  freien  hrummlinigen  Bewegung 

Im  Punkte  A  ist  dy  ~  adx  und  -j-^  ==:    l  +  o;^;  in  demselben 

erhalten  wir  daher  die,  der  Anfangsgeschwindigkeit  zukommende. 
Hohe 

==  a  (1  +  a^), 

welche  wir  6  nennen  wollen.    Wir  haben  demnach  «:==  -f-r—;^? 

wo  a  die  Tangente  des  Winkels  ist,  unter  welchem  der  Kör- 
per von  A  aus  geworfen  wird.  Aus  dem  Werthe  von  dy  er- 
gibt sich  hierauf 

d$  =  dx  V^rr^^ZTi^i^a;  +  4ß%2  _  6^7.^2 + Vlßyx^  +  V^"' 

=.dx  S/  \  ^  a^   —     ^r  -- ~  etc. 

Vernachlässigt  man  nun  die  folgenden  Glieder,    so  wird 
$  z=z  X  VI  +  o:^  —   — 


V    1  +  «2 

und 


^  "=  1  + — -—-1  ^J,^^-^  -I- .^ etc.. 


welche  Glieder  auch  verworfen  werden  können,  im  Fall  c  sehr 
gross  ist.  Damit  nun  in  diesem  Falle  P  sehr  nahe  constant. 
nämlich  —  r/  werde,  muss 

4a/3r=^und-^  = ^5 

sein.    Hätte  man  für  die  Curve  die  Gleichung 

y  1=2  (XX — 'ßx^  —  yx^' — *6x^ 
angenommen,  so  würde  sich  ergeben  haben 

65  __  l_+_(^ aß_  __ 

ß~~    2c2    -•  e  VT+^^'^ 
also 

^  -         46       '  ^  —       126c       '''''^  ^~        486c^ 

"^       96626-      * 
Diese  Curve   der   vierten  Ordnung  wird   daher  sehr   nahe 
die  Bahn  sein,    welche    ein   Körper  in    einem    sehr    lockern. 
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gleichförmigen  und  im  doppelten  Verhältniss  der  Geschwindig- 
keit widerstehenden  Mittel  beschreibt,  wenn  die  gleichförmige 
Kraft  (j  abw  ärts  gerichtet  ist. 

Zusatz  4. 
§.  959.  Der  Widerstand  der  Luft  ist  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  proportional  und  es  werde  ein  sehr  schwerer 
und  grosser  Korper  mit  ungeheurer  Kraft  fortgeschleudert,  als- 
dann werden  h  und  c  sehr  gross.  Für  die  vom  Körper  be- 
schriebene Bahn  kann  man  daher  die  Gleichung  annehmen 

'?/  z^  cix  — ri — —  —       — T?r/ • 

^  46  126c 

Diese  Curve  wird  sehr  wenig    von  der   wahren  Bahn   ab- 
weichen. 

Zusatz  5. 
§.  960.  (Figur  102.)  Es  sei  ÄMDB  diese  Bahn  und  um 
•in  ihr  den  Punkt  ß  zu  finden,  wo  der  geworfene  Körper  in 
die  horizontale  Linie  AB  fällt,  setze  man  ^  =  0.  Der  eine 
Werth  von  ^,  nämlich  cc  =  0,  entspricht  dem  Punkte  A^  der 
andere  dem  Punkt  B  angehörige  folgt  aus  der  Gleichung 
?icx         ,  5     l'labc 

T 


woraus 


3c >  r     9c^  ric^6c 


^^'=-    7rTf^=r^o.  +  V    .T7f7-^+  -TTT-T^.^    -     AB 


folgt.  Kennt  man  daher  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vb  und 
die  Neigung  des  Wurfes  :=:  i,  so  erhält  man  die  Weite  des 
letztern. 

Zusatz  6. 
§.  961.     Den  höchsten   Punkt  Z>  des    Wurfes    findet   man, 
indem  man  dy  =^  0  setzt ,  woraus  folgt 

26  *  46c 


0=  a  — 


oder:.=^C=-  '  •    •'         ^  ■         ^aöc 


sTi^ 


V^l    +   «2    •       ^1     4.     ^2     -r    ^(14  ,,2)1 

Zusatz  7. 
§.962.     Um  den    weitesten   Wurf   zu    erhalten,    welcher 
durch     dieselbe    Anfangsgeschwindigkeit   VT    hervorgebracht 
wird,  muss  man  die  Tangente  a  des  Neigungswinkels  so  be- 
stimmen,  dass   der   Ausdruck  von   AB   ein   maximum  werde. 

23  * 
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Wir   erhalten    daher,    indem    wh*  das   Differential   von  AB    in 
Bezug  auf  a  =  0  setzen,  die  Gleichung 

36'c^        ■     y         4(l-hc.^)^+    ga-^c^^  g  (l  +  a^^ 

oder  

und  am  einfachsten 

^agc  (1  —  a^)  VTT^~46  (l-2a^)% 
aus  welcher  Gleichung  a  bestimmt  werden  muss. 

Zusatz  8. 
§.  963.     Setzt  man  den  Sinus    des  Winkels,  welchen   die 

Curve  in  A  mit  der  horizontalen  Linie  yiC  bildet,  oder -r^  ™  £^ 
so  wird  die  letzte  Gleichung  des  vorhergehenden  Zusatzes 

?|p  (1^2£2)-(i„3£2)^-0 

und  der    hieraus    sich   ergebende    Werth  von   s  bestimmt    die 
Richtung  des  weitesten  Wurfes.     Man  Brhält  aus  ihr  sehr  nahe 


"    1 


^b_+  gc  V2 

Zusatz   9. 
§.  964.     Der  W'inkel  also,  welcher  den  grüssten  Wurf  her- 
vorbringt, ist  etwas  kleiner  als  45«,  welcher  diess   im   leeresi 
Räume  bewirkt.     Wäre  nämlich 


^sf~- 


Gb  +  gc  V  2  ,  ^ 

T.^;^ ; Tr^'  ®^  würde  e=z  \  h 

und  jener  Winkel  =  45^  und  da  wir  im  Zähler  als  ersten 
Summand  nur  6b  haben,  so  ist  er  um  ein  Geringes  kleiner. 
Zusatz  10. 
§.  965.  (Fig.  103.)  Wird  der  Körper  in  A  horizontal  mit 
der  Geschwindigkeit  'V~a  fortgeworfen,  so  wird  cc  =:  0  und  g 
negativ.  Setzen  wir  demnach  AP  =  x  und  PM  —  ^z,  so  wird 
die  Natur  dieser  Curve  ausgedruckt  durch  die  Gleichung 

g^         g^v^_  gx^ 

y  r-  IF  ~^  mc    +  W)^' 
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Für   die    Curve   AN  aber,  auf  welcher    der  Körper  aufsteigt, 
hat  man  die  Gleichung 

fjx^  g<c^  gx^ 

Zusatz   11. 
§.  966.     Würden  noch  mehr  als  vier  Glieder  für   die  Glei- 
chung angenommen,  so  erhielte  man  für  die  Curve  AM 

_    gx^  gx^  qx^  gx^  __     i      + 

y  "^    W   +  ^WbJ  ^  "486c^  +  "2406^^   +  ^*^' 
Die    Glieder    auf  der    rechten    Seite   bilden     eine    summirbare 
Reihe  und  man  wird  daher   sehr  wenig  von  der  Wahrheit  ab- 
irren,   wenn  man  y  gleich  der  Summe  dieser  Reihe   setzt.     Es 
wird    alsdann 

2by  "  c'^g  {e^—1}  —  cgx. 
Für  den  Bogen  des  Aufsteigens  oder  AN  erhält  man  eben  so 

2by  :=  cgx  —  c-g  {l- — •  e   ^  \. 

Zusatz   12. 

§.  967.    Die  Zeit,  in  welcher  der  Bogen  ^M  durchlaufen 

.   ,    .  ,           /*    ^^        1    1           'i                 n,           "^vddy    .„ 
wu'd,  ist^r=  I       r~~  ,  d.  h.,  weü  aus //zrrPzz::. Y^^    "1^  y 

1  \i^  r         ^^^  ^fUdf 

und  ddy  negativ,  —i=-=  z=z    — 77=^—  lo^gt. 

Vi;  \  g 

Aus  der  vorgehenden  Gleichung  folgt  aber 

^bdy  —  cge^dx  —  cgdx  und  ''lhddy:==.ge'^dx^\  also 

und  da   für  t  =  0  auch  ^-  —  0  ist 

X 

<2c        "^ 

Werden  6  und  c  in  Scrupeln  ausgedrückt,  so  wird,  in  Secun- 
den  ausgedrückt, 

X 
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Anmerkung. 
§.  968.  Auf  diese  Weise  haben  wir,  mit  sehr  grosser 
Annäherung  zur  Wahrheit,  die  Bahn  bestimmt,  welche  gewor- 
fene Körper  in  der  Luft  besehreiben  und  welche  man  sehr 
leicht,  statt  der  gewöhnlich  angewandten  Parabel,  substituiren 
kann.    Wir  hätten  eben  diese  Gleichung  aus  der 

dsddy  ==  cd^y , 
welche  wir  oben    (§.  869.)   für  diese  Bahnen   gefqnden    haben, 
ableiten  können.     Da  wir  aber  dort  diese  Reduction  ur  terlassen 
haben,  wollten  wir  sie  hier  aufführen  und  um  so  lieber,  als  es 
sich  jetzt  deutlicher  zeigt,  dass  die  spätem  Glieder  bedeutend 
an  Grösse   abnehmen.     Endlich   hätten    wir   auch    auf  ähnliche 
Weise  die   Curven  finden  können,    welche   andern  Voraussetz- 
vmgen  des  widerstehenden   Mittels   sehr  nahe   zukommen;   da 
indessen  dergleichen  in   der  Natur  nicht   vorkommen,    w^oUten 
w^ir  hier  nicht  länger  bei  ihrer  Auffindung  verweilen. 
Satz  118. 
Aufgabe. 
§.  969,     (Figur  100.)     Man  soll  so  wohl  den  Widerstand  in 
den  einzelnen  Oiten  M^    als  auch  die    abwärts   längs  3JP  ge- 
richtete  Kraft    bestimmen,   welche   zusammen   bewnken,   dass 
ein  Körper  auf  der  gegebenen  Curve  AM,   und  mit  gegebener 
Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Punkten,  sich  bewegen  könne. 
Auflösung, 
Es  sei  wie  früher  AP  ■=■  oc,  PM  ■==  y ,  AM  =  s  und  die 
Geschwindigkeit  in  31  =:  ^v  ,  welche  Grössen  also    gegeben 
sind.     Ferner   sei    die,  den    Körper    in   M    abwärts    ziehende 
Kräfte  P  und  der   Widerstand  ziz  R.     Unter   diesen  Voraus- 
setzungen findet  man  sogleich  P  aus  der  Gleichung 

P  z=:  ~   -— t;2~  uud  aus  der  Gleichung 

dv  ^  ^-^pf  -  Rd,  (§,  863.). 

2vdyddy         dv 

~"        ds'^  ds  ' 

Wird  als  Gesetz  des  Widerstandes  das  doppelte  Verhaltniss 
der  Geschwindigkeiten  angenommen  und  sein  Exponent  ~  q 
gesetzt;  so  wird 

j^  V        -j     _  t><Z^^ 

'^  q  .  2vdyddy  —  dvds'^ 

wo  da:  als  constant  angenommen  ist. 
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Zusatz  1. 
§.  970,  Da  unter  der  letzten  Annahme  dy  ddi/z=:dsddSf  sovyird 

2vdds         dv  1    1    (        '^    \ 

^  -  ~d^  ~"ds  -  "-'  '^  ■  V     'd^J 
vds'^  __  .  "^ 

^™^  ^^  'ivdds'-dvds  "*  777"     t~\' 

Zusatz   2, 
§.  971.     Soll  der  Körper  sich  gleichförmig  längs  der  Curve 
AM  bewegen,  so  dass  v  =  b  und  dv  =  0  wird,  so  erhält  man 
_         2bddij  2bdt/ddy_  2bdds       ,      _    ds'^^ 

^  ^  di^''  ^  -  ~cls^-  "^2-  "^rt  9  -  -Wds' 

Zusatz  3. 
§.  972.  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  wird  also,  wäh- 
rend der  Körper  auf  der  Curve  Jy¥  aufsteigt,  der  Widerstand 
R  stets  negativ  und  so  die  Bewegung  des  Körpers  durch  ihn 
beschleunigt.  Steigt  aher  der  Körper  wieder  herab,  so  leistet 
das  Mittel  einen  wirklichen  Widerstand. 

Zusatz    4. 
§.  973.     Setzt  man  den  Krümmungshalbmesser  in  M  =  r, 
so  wird  aus 

^  "~         dxddy  ^       y  rdx 

Wir  erhalten  daher 

n      c^    1      ^  2t;df?/        d.v      ,  Tvdxds 

P^^vds  ,  R=~^^-  --äs  «nd^  =  "  2mi^d^+Vda^clv' 

Zusatz  5. 
§.  974.     Setzt  man  wieder  v=:b  und  dv  =  0,  so  wird 

Im  obersten  Punkte,  wo  €ly  =  Q  und  ds  =  d.x  ist,  wird  also 

2b 
P  —  — und  1^  =  0. 
r 

Die  letztere  Gleichung  findet  nur  dann  statt,  d.  h'.  es  verschwindet 
der  Widerstand,    wenn   nicht   etwa  die  Krümmung   unendlich 

gross  oder  r  =  0  ist. 

Beispiel. 

§.  975.  Es  sei  die    Curve   A3I  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt in   C  liegt  und   welcher   mit   gleichförmiger  Bewegung 


Hosted  by 


Google 


360    Kapitel  VI.     Von  der  freien  krummlinigeri  Betoecjung 

oder  der  Geschwindigkeit  V^6   beschrieben  werden  soll.    Setzt 
man  den  Radius  ÄC-==:a,  so  wird 

^,         dx{a — 'cc)       _         adx       _ 
ay=:  — 5  ds  =  — -  und  r=^a. 

y  y 

Man  erhält  hiernach  die  absolute,  abwärts  treibende  Kraft 

y 

dieselbe   ist   also   dem  Abstände    PM.    umgekehrt  proportional. 
Man  findet  ferner  den  Widerstand 

ay 
derselbe  ist  also,    so  lange  der  Körper  aufsteigt^    negativ   und 

proportional :=.i^ABI.     Ist   endlieh   der  Widerstand  dem 

Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional,  so  wird  sein  Ex- 
ponent 

h  mi  AC.PM  ,^,^     ,^^ 

also  negativ,  so  lange  der  Körper  aufsteigt.  Nähert  sich  aber 
der  Körper  dem  Horizont  AC,  so  wird  R  und  q  positiv  und 
es  leistet  das  Mittel  einen  wirklichen  Widerstand. 


Satz   119. 

Aufgabe, 
§.  976.  (Figur  103.)  Ein  gleichförmiges  Mittel  widersteht 
in  einem  beliebig  vielfachen  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten 
und  es  ist  ausserdem  die,  längs  der  horizontalen  Linie  AP 
fortschreitende,  Bewegung  eines  Körpers  gegeben;  man  soll 
die  abwärts  gerlclitete  Kraft  und  die  vom  Körper  durchlaufene 
Bahn  finden. 

Auflösung. 

Es  sei  AP^x,  PBI-=y,  A]}J-==zs  und  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers,  während  dieser  sich  in  M  befin- 
det, =V^^^•  Ist  seine  wahre  Geschwindigkeit  in  demselben 
Punkte  — V^t7,  so  haben  wir 

„__  uds^ 

\  u  :  y  v^=^dx  \  ds  oder  v  ~    y^2  ' 

Ferner  sei  der  Exponent  des  widerstehenden  Mittels :=€  und 
das  Gesetz  des  Widerstandes  gleich  dem  2m fachen  Verhält- 
niss  der  Geschwindigkeit;  alsdann  ist  der  Widerstand 
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Unter  diesen  Voraussetzungen  wird,  indem  man  ddy  statt  — «  ddy 
setzt,  weil  im  vorliegenden  Falle  y  abwärts  gerichtet  und  daher 
negativ  ist, 

p^  2^  =  2^  „„drf.=  ?^^Ä  ,_  Rds  (§.  865.). 

Aus  obigem  Werthe  von  v  folgt  aber 

,    duds'^       'iudsdds duds^        ^udyddy 

Ferner  geht  die  vorstehende  zweite  Gleichung,  wenn  man  darin 
statt  V  und  R  ihre  Werthe  setzt,  über  in 

'2udyddy        ti^ds'^'^^^ 

^^^"~       dl^  'c^di^' 

und  so,  wenn  man  die  beiden  Werthe  von  dv  einander  gleich 
setzt, 

du,ds^  u^ds'^^^^     _  .  o      o7     .         7o      ,      /^ 

;,  o    =  —  — ;;rT-2;;r  oder  c^.(Z^2m-2fjr^_|.^m^52m-i_o. 

Da  nun  «^  als  Function  von  x  gegeben  ist,  kann  man  aus 
der  vorhergehenden  Gleichung  ds  als  Function  von  ;r  allein  er- 
halten, indem  nämlich 

m  2»n'—2  1 


2m — 1  2m — 1  2m — 1 

,         c  .a^  ( — du) 

d.s  =:  


m 


Hieraus   kann   man   die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  finden 
und  ist  diese  bestimmt,   so  hat  man  zugleich  P  aus  der  Glei- 

2uddy  ' 
dx'^ 

Zusatz  1. 
6.  977.  Die  horizontale  Bewegung  kann  nur  im  leeren 
Räume  gleichförmig  sein,  indem  sonst  aus  du~0  auch  ds=0 
folj?en  würde.  Im  leeren  Räume  aber,  wo  c=:ao  ist,  wird  ds 
einen  endlichen  Werth  erhalten  und  hier  ist  die  Bewegung 
nothwendig  immer  gleichförmig.  Viel  weniger  kann  die  hori= 
zontale  Bewegung  eine  beschleunigte  sein,  indem  alsdann  ds 
entweder  negativ  oder  imaginär  würde,  welches  beides  absurd 
wäre.  Die  horizontale  Bewegung  .muss  daher  eine  verzögerte 
sein,  damit  du  negativ  werde. 
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Zusatz  2. 
§.  978.   Ist  der  Widerstand  den   Geschwindigkeiten  selbst 
proportional,    so    wird  m^=^\  und  es   geht  die   Gleichung    der 
Curve  über  in 

welche  aber,  weil  sie  weder  s  noch  y  enthält,  nicht  die  Natur 
der  Curve  bestimmen  kann.  Man  erhält  dagegen  aus  ihr  die 
horizontale  Bewegung  selbst,  woraus  man  ersieht,  dass  man 
unter  dieser  Voraussetzung  des  Widerstandes  nicht  eine  jede 
horizontale  Bewegung  nach  Belieben  annehmen  kann,  sondern 
nothwendig  diejenige  annehmen  muss,  welche  durch  diese 
Gleichung  bestimmt  wird 

Zusatz  3. 

§.  979.  Diese  horizontale  Bewegung  stimmt  aber  mit  der- 
jenigen überein,  welche  der  Körper  längs  AP  in  demselben 
widerstehenden  Mittel  hat,  wenn  er  durch  keine  Kraft  ange- 
trieben wird  (§.  469.).  Man  erkennt  hieraus,  dass,  wie  auch 
die  den  Körper  antreibende  Kraft  beschaffen  sein  mag,  wenn 
sie  nur  überall  abwärts  gerichtet  ist,  die  horizontale  Beweguug 
in  einem,  der  Geschwindigkeit  proportional  widerstehenden, 
Mittel  stets  dieselbe  sein  wird.  Hierin  ist  die  Bewegung  in 
diesem  widerstehenden  Mittel  der  im  leeren  Räume  ähnlich, 
bei  welcher  letztern  die  horizontale  Bewegung  stets  gleich- 
förmig ist,  wie  sehr  auch  die  abwärts  gerichtete  Kraft  ver- 
ändemch  sein  mag. 

Zusatz  4. 

§.  980.  Nimmt  man  also  diesen  Werth  der  horizontalen 
Bewegung  an,  so  bestimmt  die  andere  Gleichung 

^iddy 
dx'^ 
in  welcher  man  für  P  einen   beliebigen  Werth  annehmen  darf, 
die  beschriebene  Curve.   Unter  dieser  Voraussetzung  des  Wider- 
standes ist  also  die  Aufgabe,  die  Curve  zu  finden,  welche  ein 
beliebig  abwärts  getriebener  Körper  beschreibt,  allgemein  gelöst. 

Zusatz  5. 

dti  Y  c 
6.  981.    Da  aber  ^'  "  ^-     ~dx,  so  wird 

^  _   \u 

2V"6c  — 2  \f^c=x, 

wo  die   Anfangsgeschwindigkeit  in  Ä^S/h  angenommen   ist. 
Man  erhält  hieraus 
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2  V  MC "  i  V  oc — X  oder  u  =: 7 

4c 

Für  die  beschriebene  Curve  erhält  man  ferner  die  Gleichung 
2c  Pdx'^  z=.  ddy  [2  ^^bc  -  ^z:]^. 

Zusatz  6. 
§.  982.  Alle  diese  Curven  haben  eine  vertikale  Asymptote 
im  Abstände  2V^6c  vom  Scheitel  J,  indem  x  nicht  grösser 
als  2  V^6c  vserden  kann.  Es  kann  also  der  horizontal  sich  be- 
wegende Körper  nicht  über  diesen  Punkt  hinausgelien,  Mess- 
halb auch  der  auf  der  Curve  sich  bewegende  ihn  nicht  über- 
schreiten kann. 

Zusatz  7. 
§.  983.     Wenn    man    auch    unter    andern  Voraussetzungen 
des   Widerstandes    die    horizontale    Bewegung    auf   der  Curve 
Ä3I,  als  übereinstimmend  mit  derjenigen  annähme,  welche  bei 
demselben  Widerstände  längs  der  Linie  AP  erfolgt,  so  wäre 

du^-"^^  (§.469.). 

Hieraus  folgt  ^^x  dszudx ,\m^P^^>   Jene  üebereinstimmung 

findet  also   bei  andern  Hypothesen   des   Widerstandes  keines- 

weges  statt. 

Zusatz  8. 

§.  984.     Es   sei   daher    der  Widerstand  dem   Quadrat    der 

Geschwindigkeit  proportional  oder  m~\.    Alsdann  wird 

edu\uds-=-^  oder  ds~—- — ^  und  wenn  man  integrirt 

5=—clog2«+  CundO  =  — clogö  +  Calso  s~c  iogf -J  > 
oder  auch 

2^  3=  log  Sflb  —  log  Sfu . 

Unter  dieser  Voraussetzung  des  Widerstandes  ist  also  der 
Bogen  ABl,  dividirt  durch  2c,  gleich  dem  Unterschiede  der 
Logarithmen  der  horizontalen  Geschwindigkeiten  in  A  und  M. 

Zusatz  9. 
§,  985.  Unter  der  Voraussetzung  dieses  Widerstandes  wird 

__  s 

also  w— 6.C    ^  >  woraus  folgt 

p ""Ibddy 

c  c  .  d^'2 
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Aus  ds^-  '-^  foM  aber  dds^-  ^J^^^^ii'  ^  ^^. 

u        ^  u^  ds 

oder  da 

dy~\  ds^—dx^^ wmXddy^ 

ip'  nduddit  ~  c^du^ 


endlich 


^c^iiduddu — 2c'^du^ 


P^ 


udx^  ^~cÜi^~-uMx^ 

Zusatz  10. 

§.  986.  Nimmt  man  zwischen  u  und  x  die  Gleichung  an 

u^dx  I 

du=: — —KT- >  woraus  durch  Intesfration  folst  7 tt— r~i 


so  wird 

,  f'^du       -  ^  ^        7idw^ 

dx  =  —   — -~  und  ddM^=^ • 

tc^  u 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit proportional  sei, 

„     2(y^-I)6'%3/^-2 

Ferner  erhält  man  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Curve  die 
Gleichung 

__  diiSr^^ri-<i_^pn 

Zusatz    11. 
§.  987.    In  diesem  Falle  muss  also 

n 

fin  f  n^i 

t^2«-2  s,  L-  oder  u  >  -— 

sein.  Kann  demnach  die  horizontale  Bewegung  kleiner  werden, 
als  dass  dieser  Bedingung  Genüge  geschieht,  so  wird  die  Be- 
wegung auf  der  ( 'urve  nicht  der  ganzen  gegebenen  horizontalen 
Bewegung  entsprechen.  Erstreckte  sich  nämlich  die  Curve  weiter, 
so  würde  dy  und  P  imaginär  werden. 

Zusatz   12. 
§.  988.   Um   diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,   muss  man 
H<1,   oder  n-=-l  =  —  k  d.  h.  .n=:l  —  Ä  setzen»    Unter  dieser 
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Voraiissetzimg  erhält  man  die  Gleichung 
u^z=zhk-p-^.kx. 
Ist  aher  ÄP  eine  Tangente  der  Cnrvein  Ä,  wo  ds^=^dx,  dy:=:0 
und  M=6  ist;  so  wird  in  diesem  Falle  aus 

T    ^  dx  \f  i^hi^n-^^^^pn 

-         .  fn 

cö^-i^f^oder-p-— /^"-^uiid  so  u^'—b^{\~—^)^ 
Ferner  wird 

2y^63^^w^-2fc        ,    ,        dxVb^^^^       dxSflkcx-k^x'^ 

Anmerkung. 

§.  989.     Keine  vorausgesetzte  horizontale  Bewegung  dieser 

Art  kann    daher   zu   der,    in    einer  Flüssigkeit  beschriebenen, 

Bahn  passen.     Was  nämlich  auch  k  sein  mag,   so  wird  in  A, 

wo  u  —  b  ist,  P~cc   und  wenn  hierauf  x  zunimmt,    nehmen  u 

und  P  an  Grösse  ab.    Alle  diese  Curven  haben  aber  auch  eine 

c 
vertikale  Tangente  da,  wo  .r— -^und  diese  Tangente  ist  eine 

Asymptote. 

Uebrigens  beschliessen  wir  mit  dieser  Aufgabe  die  erste 
Abtheilung  dieses  Kapitels,  in  welcher  wir  die  Richtung  der 
Kraft  immer  sich  selbst  parallel  vorausgesetzt  haben.  Wir 
gehen  nun  zur  Betrachtung  von  Centripetalkräften  über,  indem 
wir  erforschen  wollen,  auf  welche  Weise  das  widerstehende 
Mittel  die  Bewegung  der,  nach  einem  festen  Punkte  hinge- 
zogenen ,  Körper  stört. 

Satz  120. 
A.  u  f  g  a  b  e. 
§.  990.   (Figur  104.)   Es   werde  ein  Körper  in  einem  belie- 
bigen   widerstehenden  Mittel,    durch   irgend  eine   Kraft,    stets 
nach  dem  festen  Punkte  C  hingezogen;  man  soll  die  Curve  AM 
bestimmen,  welche  der  beliebig  geworfene  Körper  beschreibt. 
Auflösung. 
Befindet  sich  der  Körper  in  Jl,   so   sei  sein  Abstand  3IC 
vom  Centrum  =2/ 5    ^^^  Element  Mm^=ds  und  seine  Geschwin- 
digkeit =  V^v.     Man    ziehe   rnC  und  fälle   auf  sie  aus   M  das 
Perpendikel    Mr,    so   wird  mv=^dy.     Ferner    ziehe    man    die 
Tangente  BIT,  fälle   auf  sie  das  Perpendikel   CT~.p  und  es 

udii 
sei  der  Krümmungshalbmesser  in  M=zr=^^~  (§.592.).  Ferner 
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sei  die  Kraft,  welche   den   Kürper  in  M  nach  C  hinzieht  =P 

und  der  Widerstand  -=■  R.  Durch  Zerlegung  von  P  erhalten  wir 

Pp  Pthf 

die  Normalkraft  =  -— und  die  Tangentialkraft  =—  —r^  ? 

indem  die  letztere  die  Bewegung  des  Körpers  verzögern  wird. 
Aus  der  erstem  erhalten  wir  die  Gleichung 

~  ^?P-  oder  'Ivdp^Ppdij  (§.552.). 

Da   ferner   die,   um  den  Widerstand  verminderte,   Tangential- 

Pchi 
kraft  = —  —h--   ~R  ist;  so  erhalten  wir  die  zweite  Gleichung 

dv=z—Pdy-Rds  (§.352.). 
Aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  so 
wohl  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  den  einzelnen  Punkten, 
als  auch  die  Curve  AM. 

Zusatz  1. 


oder ^^5=^— 7===^-   Substituirt  man   diesen  W^erth,   so  ergibt 
\  y^—p'^ 


§.  991.    Da  A  Mmr  od  CM1\  so  ist  dsidy^yiV^y'^-p^ 

ydy         ^  ,    ,..  .  , 
Tds=p    p—~ — -'   öubstituirt  i 
\  y^  —  p'^ 

sich  aus  der  zweiten  Gleichung 

^  7  Rydy 

und  wenn  man  v  eliminirt,  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen 
y  und  p,  welche  zur  Bestimmung  der  Curve  hinreichend  ist. 

Zusatz  2. 
§.  992.  Man  substituire  den  aus  der  ersten  Gleichung  sich 
ergebenden  Werth 

P;-^rL_ilin  die  zweite,  so  erhält  man  die  foleende 
pdy  ^ 

p  Vy'^-p'' 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man,   wenn    R   eine  Potenz  von  v 
ist,  den  Werth  der  letztern  Grösse  finden. 

Zusatz   3. 
§.  993.   Ist  der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindig- 

V 

keit  proportional  und  das  Mittel  gleichartig,  so  ist  jß=  ~  und 

es  wird  obige  Gleichung 

2vdp  vds     ,      dv      2  dp  ds 

dv  -f — oder  — •  +- — —^ . 

*      p  c  V         p  c 


Hosted  by 


Google 


eines  Punktes  im  vnder stehenden  Mittel.  367 

Integrirt  man  die  letztere,  so  ergibt  sich 

s 

wo  V  6  die    Geschwindigkeit  im    Anfangspunkt   A   und  h  das 
von  C  auf  die  Tangente  in  A  gefällte  Perpendikel  ist. 

Zusatz  4, 
§.  994.  Da  also    unter   der  Voraussetzung   dieses   Wider- 
standes 

p^.e^' 
so  wird 

p^.e^dy 
Ist  daher  P  als  Funktion  von  y  gegeben ,  so  ist  diese  Gleichung 
die  zur  Bestimmung  der    Curve  gesuchte  und    ferner  die   Ge- 
schwindigkeit an  jedem  Orte  M  oder 

8 

Dieselbe  verhält  sich  daher  umgekehrt,  wie  das  auf  die  Tan- 
gente daselbst  gefällte  Perpentlikel  und  die  Zahl,  deren  hyper- 
bolischer Logarithmus  =  öT  ist,  zusammengenommen. 

Zusatz  5. 

§.  995.  Bei  diesem  Widerstände  wird  also  ein  Körper,  wel- 

V 
eher  durch   die  Centripetalkraft  P  ~  angetrieben  wird,  die- 

selbe  Curve  im  widerstehenden  Mittel  beschreiben,  welche  er 
vmter  Einwirkung  der  Centripetalkraft  V  im  leeren  Räume  be- 
schreiben würde.  In  beiden  Fällen  erhalten  wir  nämlich  für  die 
beschriebene  Curve  die  Gleichung 

Tay  =  ""J^^Jl. 

Damit  also  der  Körper  in  diesem  widerstehenden  Mittel  die- 
selbe Curve,  wie  im  leeren  Räume  beschreibe,  muss  die  Cen- 
tripetalkraft stets  abnehmen  im  Verhältrüss   einer  Zahl,   deren 

hyperbolischer  Logarithmus  ::=:  ~  ist. 
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Zusatz  6. 
§.  996.     Es  sei  der  Widerstand  der  2mten  Potenz  der  Ge 

ßchwindigkeit  proportional,   oder  R  =  ^  ;     alsdann    erhalten 

wir  die  Gleichung 


und  wenn  man  intesjrirt 


Zusatz  7. 
§.  997.     Es  sei  der  Widerstand   der   Geschwindigkeit  pro- 
portional, also  m  =  l,  alsdann  wird  die  letzte  Gleichung 


\'  V- 


hf'"'-'' 


2pV"l 

Es  ist  aber  j pds   dem    doppelten    Flächeninhalt    des   Sectors, 
welchen  wir  1=  iS  setzen ;,  gleich,  und  es  wi^d  daher 

fy 9  C  fy 

^^^^  tmd  \^6^--^.-==  (Zusatz  3.); 

2p  V  c  2/iVc 

hVbc  —  S 

also  V  i;  = -7= — — • 

p  y  c 

Zusatz  8. 

§.  998.  Unter  der  Voraussetzung  dieses  Widerstandes  ver 
schwindet  also  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  sobakl  die- 
ser einen  Sector  beschrieben  hat,  dessen  Flächeninhalt  =:h\bc 
ist.  Dieser  Weg  ist  daher  so  gross,  da^ss  der  Körper  ihn  nie 
zurücklegen  kann.  Ferner  ist  die  Geschwindigkeit  in  M  pro- 
portional dem  Unterschiede  dieses  und  des  bereits  beschrie- 
benen Flächenraumes  direct  und  dem  auf  die  Tangente  gefäll- 
ten Perpendikel  indirect. 

Z  US  atz  9. 

§.  999.    Unter  derselben  Voraussetzung  haben  wir 

,^  (Ä\:?c^  ur.dcUeCentnpetalkraft/>  =  '^^%^^?\ 
cp^  cp'^dy 

Ferner  wird  die  Zeit,  in   welcher   der  Körper   den  Bogen  AM 
zurücklegt,   oder  __  _ 

=  —  2  V^diog  (A  Sfbv—  S)  +  € 
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und  da  für  S  =  0  auch  t  =  0  ist. 

Für  S  :=•  h  \^bc  wird  t  :=  cc ,  also  ist  eine  unendlich  grosse 
Zeit  erfoderlicb,  damit  der  Körper  eine  Fläche  =:  hS^hc  ab- 
schneide oder  seine  ganze  Bewegung  verliere. 

Anmerkung. 
§.  1000.  Diess  sind  die  allgemeinen  Gesetze,  welche  ein 
im  widerstehenden  Mittel  durch  eine  beliebige  Centripetalkraft 
angetriebener  Körper  befolgt.  Ich  habe  sie  für  den  Fall,  dass 
der  Widerstand  der  Geschwindigkeit  oder  deren  Quadrat  pro- 
portional sei,  ausführlicher  entwickelt,  so  wohl  weil  es  klar 
w^ar,  dass  diess  unter  andern  Voraussetzungen  nicht  hatte  ge- 
schehen können,  als  auch  weil  wir  im  Folgenden  wie  bisher 
vorzugsweise  diese  beiden  Widerstände  betrachten  werden. 
Nun  aber  wollen  wir  gegebene  Centripetalkräfte,  etwa  den  Po- 
tenzen der  Abstände  proportionale,  annehmen  und  untersuchen, 
welche  Unterschiede  der  Widerstand  in  den  beschriebenen  Cur- 
ven  hervorbringt.  Hierauf  wollen  wir,  nach  unserer  bisher  an- 
gewandten Weise,  eine  gegebene  Curve  und  zugleich  entwe- 
der die  Centripetalkraft,  oder  den  Widerstand  oder  die  Ge- 
schwindigkeit voraussetzen  und  das  üebrige  bestimmen. 

Satz  121. 
Aufgabe. 

§.  1001.  (Fig.  104.)  Es  ist  eine,  einer  beliebigen  Potenz  der 
Abstände  vom  Centrum  proportionale,  Centripetalkraft  gegebenund 
es  bewegt  sich  ein  Körper  im  gleichförmigen  widerstehenden  Mit- 
tel, dessen  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional ist;  man  soll  die  Curve  A3I  bestimmen,  welche  der 
Körper  beschreibt  und  zugleich  die  Bewegung  des  letztern  auf  ihr. 

Auflösung, 
Es  sei  wie  vorher  C3I-=y,    CTzzzp,   Mm:=^ds,   die    Ge- 

schwindigkeit  in  M=zy  v;  so  ist  ausserdem  P=-'n-  und   R  — 
—.     Wir  haben  daher  für  die  gesuchte  Curve  die  Gleichung 

yn  _  ^bhHlp 
fn  ""^      s 

e^p^dy 
Euler's  Mechanik.   I.  24 
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und  ausserdem 

bh^    y^pdy 

Aus  jener  Gleichung  folgt  aber  nur  wenig  zur  Erkenntniss  der 


Curve,  weil  e^   darin  verwickelt  ist.    Nimmt  man  daher  die  Lo- 
garithmen, so  erhält  man 

~  ~  \og{^bf^li^)-^\ogdp'—n\o^y — 31ogj9  — log^Z^/ 

und  wenn  man  diese  Gleichung  differentiirt 

ds ddp       ndy       3  dp 

c        dp  y  p   ' 

wo    dy    als    constant   angenommen    ist.      Da    nun    aber    ds  =■ 

— iLJ^ —     so   erhält  als  Gleichung   der  gesuchten  Curve  zwi- 


sehen  y  und  p  die  folgende: 

ydy    _^  ddp  ^^  ndy       Zdp 

c\f^~ZI^'^   dp  y  p   ' 

Zusatz  1. 
§.  1002.  Welche  Gleichung  sich  ergeben  werde,  wenn  die 
Centripetalkraft  entweder  den  Abständen  direct  oder  den  Qua- 
draten der  letztern  indirect  proportional  wäre,  ersieht  man  leicht 
aus  der  gefundenen  Gleichung,  indem  man  darin  w=zl  oder 
w=:  —  2  setzt.  Alle  derartigen  Substitutionen  nützen  aber  nichts, 
um  die  allgemeine  Gleichung  besser  behandeln  zu  können, 

Zusatz  2. 
§.  1003.     Wäre  das  Mittel  nicht  als  gleichförmig  vorausge- 
setzt, sondern  sein  Exponent  veränderlich  =  ^,  so  würde  statt 

e^  sich  e^  9  ergeben  haben  (§.  867.).  Für  die  beschriebene 
Curve  würden  wir  ferner  die  Gleichung 

ydy        ddp  ndy       3dp 

erhalten.  Wird  q  dem  Abstände  y  proportional,  so  lasst  sich 
die  Gleichung  auf  eine  Differentialgleichung  vom  ersten  Grade 
zurückführen. 

Zusatz  3. 

§.  1004.     Es  sei  also  ^  =  ^,    so   wird    die   beschriebene 
Curve  durch  die  Gleichung 


Hosted  by 


Google 


eines  Punktes  im  widerstehenden  MitleL  371 

ady      ddp  __  ndy  _  ^dp 

ausgedrückt.  Da  alle  Glieder  von  der  Dimension  =0  sind^  so 
findet  eine  Reduction  auf  eine  Differentialgleichung  vom  ersten 
Grade  statt. 

Zusatz  4. 
§.  1005.   Man  findet  die  letztere  auf  folgende  Weise.  Setztman 

fzdt        _  ^      f^ät 

y  =z  e  ^        und  p  r=z  t,e^       , 
so  wird 

fzdt  fzdt 

dy  =  e^       ,  idtwxidi  ddy  =  e^       \%ddi\d%dt\%HlP\  =  0, 
weil  dy  constant  angenommen  wird;  also 

ddt  =1  -  ~  —  zdt^. 

z 

fzdt 

Ferner  wird    dp  z=  e*^       [dt  +  ztdt] 

ddpz=Le^'''^\ddt^-ztddt-\-tdzdt~\-  2zdt'^-]-xHdt'^\ 
ß(^t        dzdt    ,        j.n, 

^ fzdt  r.. 

und  V^^^^/?^  =  e-^       V^l  -  r^ 

Mittelst  dieser  Werthe  findet  man 

^,at    __     dz^z^dt    ^,at-^'^^^^zdt 


VT^l^  z+z^]f  t 

—  —  tdz  —  ^zdt  --(n  +  6)tz''dt  —  (n+^Jt^^zhlt 
~"  tz(l  +  tz) 

tdz  -f  zdt        2dt         ,        rj  N    ]. 

—  —  . (ji  -j-  S)  zdt 


tz  (i+Zz)  t 

Zusatz  5. 
§.  1006.    Wird  die  Centripetalkraft  dem  Cubus  des  Abstan- 
des  umgekehrt  proportional  vorausgesetzt,  so  hat  man  92=:— 3 
und  die  alsdann  beschriebene  Curve  wird   dargestellt  durch  die 
Gleichung 

^^^^^      __       tdz^zdt  __  2dt 

\riz~ß  ~~     f2(i-f-/z)       t 

Zusatz  6. 
§.  1007.     Ist  die  Centripetalkraft  dem  Quadrat  des  Abstan 
des  umgekehrt  proportional,  so  wird  w  =  — 2  und  die  Gleichung 
der  beschriebenen  Curve 

24  * 
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azdt                  tdz-\-zdt        2dt  ,, 

—  —: zdt 


V^l__l2  tz(i+tz)  t 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man ,  wenn  die  Centripetalkraft  den 
Abständen  selbst  proportional,  also  n=i\  ist 

azdt      tdz-\- zdt        2dt  4    j. 


V^IZ. T^  iz{i  +  tz)  t 

Zusatz  7. 
§.    1008.     Alle  diese    Gleichungen    ergeben   die   im    leeren 
Räume  beschriebenen  Curven,  wenn  man  ce  =;  0,   also  q=zoo 

und  ß  =  —  =  0  setzt.     Die  allgemeine  Gleichung  wird  in  die- 

sem  Falle 

tdz  +  zdt     ,   2dt    ,    /     ,  Q\    7v         n 
— ^ ^  -L. _i_  (n-{-ö)zdt  =  0. 

tz  (1  +  ü)  ^     i     ^  ^     ^   ^ 
Anmerkung. 
§.  1009.    Ist  also  der  Exponent  des  Mittels,  welches  nach 
der  Voraussetzung   im  doppelten  Verhältniss  der  Geschwindig- 
keiten widersteht,    den   Abständen  vom   Centrum    proportional, 
so  kann  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  auf  eine  Differen- 
tialgleichung  vom   ersten  Grade  zurückgeführt   werden.     Diess 
wird  kaum  möglich  sein,    wenn   man   einen  andern  Exponenten 
des  Widerstandes  voraussetzt.     Ich   denke  mir  aber  nur  solche 
Werthe  von   <y,   welche   von   den  Abständen  y  allein    abhängig 
sind,  indem  nur  die  Lage  in  das  Verhältniss  aufgenommen  wer- 
den  darf.     Unpassend   würde    es   nämlich   sein,    wenn   man   q 
durch   p,   d.    h.   durch   die  noch    unbekannte  Curve  selbst   be- 
stimmen wollte.     Indessen   kann  man    die   Differentialgleichung 
vom  zweiten  Grade   immer  auf  eine   vom  ersten  Grade   zurück- 
führen, so  oft  q  eine  Function  von   y  und  p  von  Einer  Dimen- 
sion ist.     Da  aber  diese  Gleichungen,  obgleich   sie   nur  Diffe- 
rentiale vom  ersten  Grade  sind,  weder  integrirt,  noch  die  Ver- 
änderlichen in    ihnen   getrennt   werden   können,    so    bieten  sie 
keinen   Nutzen   dar.     Aus   diesem    Grunde   betrachten   wir  den 
Widerstand,  welcher  den  Geschwindigkeiten  selbst  proportional 
ist,  in  Verbindung   mit   der  Centripetalkraft,    welche   in   einem 
beliebigen  Verhältniss  der  Abstände  steht. 

Satz  122. 
Aufgabe. 
§.   1010.      (Figur    104.)      In    einem  gleichförmigen   Mittel, 
welches  im  einfachen  Verhältniss  der  Gescliwindigkeiten  wider- 
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steht,  bewegt  sich  ein  Körper,    welcher  gegen  das  Centriim  C 
durch  eine,  einer  beliebigen  Potenz  der  Abstände  proportionale, 
Kraft  hingezogen   wird;    man    soll    die   Curve    A3I  bestimmen^ 
welche  der  Körper  beschreiben  wird. 
Auflösung. 

Es  haben  y,  p,  ds ,  Vv,  c,  P  =1^  und  S  =1  f  pds  die 

vorhergehende  Bedeutung,  alsdann   erhalten  wir 

wo  h  und  b  ebenfalls  die  dortige  Bedeutung  haben.  Um  S  zu 
eliminiren,  gebe  mau  der  letztern  Gleichung  die  Form 

ll  V  bc  —  b"     ^rr.^     7~ 
Sf'lpHip 

und  indem  man  dieselbe  differentiirt,  wobei  man  dp  als  con° 
stant  betrachtet,  so  ergibt  sich 

^dS^^lpds=^--M^:= 

W'f-p'^ 

cp^y^ddy  +  ^cp^y^dydp  +  ncp^  y^—hly^ 

2  Sf%^f^pHf^yd/p 
0(1  er 

n — 2  n — 2  rt— 4 

^ dy         t^Py  ^  ddy -^-Zcy    ^    dydp^ncpy    ^   dy'^ 

\  y^—p"^  V  'Icp^pdydp 

Diese  Gleichung  drückt  die  Natur  der  beschriebenen  Curve  AM 
aus  und  wenn  man  diese  kennt,  ergibt  sich  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  aus  ihrem  Flächeninhalt  und  dem  Perpendikel/;. 

Zusatz   1. 
§,  1011.     Hätte  man  statt  dp  das  Element  dy  constant  an- 
genommen, so  würde   sich  folgende  Gleichung  ergeben  haben: 


dp    _ 

n — 1                           n — 2                               n — 4 

cpy  2  ddp  —  3c;y    ^   dp'^  —  ncpy    ^    dydp. 

Vy-^—p"^ 

\^  '2cf"pdydp 

Beide  Gleichungen  können  aber  nicht  auf  Differentialglei- 
chungen vom  ersten  Grade  zurückgeführt  werden,  wesshalb  man 
nichts  aus  ihnen  zu  schliessen  vermag. 

Zusatz  2. 
§.  1012.    Die  oben  (§.  1005.)  angewandte  Reduction  findet 
immer    statt,    wenn  in  der  Differentialgleichung   vom    zweiten 
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Grade  die  unbestimmten  Grossen  p  und  y  in  derselben  Dimen- 
sion enthalten  sind.  Diess  ist  der  Fall,  wenn  n  z=z  \ ,  d.  h- 
wenn  die  Centripetalkraft  dem  Abstände  vom  Centnim  propor- 
tional ist.  Wir  erhalten  dann  für  die  gesuchte  Curve ,  voraus- 
gesetzt, dass  dy  constant  sei,  die  Gleichung 

ydp        cpyddp  —  Zcydp'^—cpdydp 

^y'^—p'^  V^'^cfypdydp 

Zusatz  3. 
§.  1013.     Unter  dieser  Voraussetzung  setze  man 

f%dt  fzdt 

y  z=:  e*^       und  p  =it    e^       , 

fzdt  fzdt 

wodurch  dy  z=:  e*^       ,zdt,  dp^^e'^       dt{l+tz]  und  ddp  = 

ef"^\m^^  +  zdt]  wird. 

z 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  vorigen  Zu- 
satzes, so  geht  dieselbe  über  in 

2   fzdt 

e  ^       dt{l  +  tz)  _ 


J^^Wl'-i'^ 


^fzdt  rj^  ,  ^      zfzdt    ^    ,  -^fzdt 

.  e  •/       tat  (-~^~  +  zdt)'-'^ce^      dt{l-\-tzy^~ce  ^       tidt  (1+fo) 


, 1  fzdt   ,  , , . 

I^.e^       Sftzdi'^{}.-\-iz) 


oder 


^^(l  +  fe)^^^  ^  _Mi±i£!  _  2.?i(l  +  fe)(l  +  2fo). 
Setzt  man  nun  fe=M,  so  erhalten  wir 

Zusatz  4. 
§.  1014.    Diese  Gleichung  liisst  eine  Integration  zu.     Divi- 
dirt  man  sie  nämlich  durch  t'^(l^u)l^u,  so  geht  sie  über  in 
die  folgende 

dtST^f         ^ du  _  %U(l+2u) 

^^  x^cix^^'P^^^       tu  (1  +  m2)i  \rü     t^  vim^  * 
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C-- VW3=z:M±|i  oder  Ct       ^fÖ'^V 
tVc  tVu-i-u'^  V2c 

=:   _l  +  22^     ^      1  +  2^^ 

Zusatz  5. 
§.  1015.     Vermöge  der   stattgefundenen    Substitutionen  ist 
aber 

t=E,   ,  =  JÖ/        .  «  =_/^IL_      und  H-«=_l*      ; 
y  ydp—pdy  ydp—pdy  ydp — pdy 

mithin  wird  die  Gleiciiung  der  gesuchten  Curve 


Cp  .  V/'Qy^  —  p^) ydp-\rpdy 

y  y  V^2c  V  pydpdy 

Zusatz  6. 
§.  1016.     Damit  aber  die  Differentiale  rational  werden,  ha- 
ben wir 

2^^  1  =^^_^^^^^-~  S^fä~'^__^?jdpJfd^^yHt-^2ytd^ 

indem  man  statt  p  wieder  yl   einführt.    Wir  erhalten  daher  die 
folgende  Gleichung 

Ctdt  S^^c  ~  dt  V^TXT^^)       _dt  _  My 

t^  {CtV^c^VW^)'^-^^^      ^       ^ 

in  welcher  die  Veränderlichen   y  und    t  von   einander  getretmt 
sind  und  mittelst  welcher  man   die  Curve  construiren  kann. 
Anmerkung^ 

§.  1017.  Ich  verweile  nicht  länger  bei  der  Reduction  diese** 
Gleichung,  obgleich  ich  vermuthe,  dass  man  sie  aufs  neue 
integriren  könne.  Diess  ist  zvyar  gewiss,  wenn  CV2c=:/'ist, 
allein  in  diesem  Falle  wird  das  Integral  so  zusammengesetzt, 
dass  ich  es  hier  nicht  aufführen  wollte.  Man  kann  hieraus  er- 
sehen, dass  das  allgemein  genommene  Integral  so  sehr  zu- 
sammengesetzt sein  wird,  dass  man  kaum  irgend  etwas  zur 
Erkenntniss  der  Bewegung  daraus  ableiten  kann.  Ich  gehe 
daher,  indem  ich  diesen  Gegenstand  verlasse,  zu  den  umge- 
kehrten Aufgaben  über. 

Satz  123. 
Aufgabe. 

§.  1018,  (Figur  104.)    Die  Curve  AM,  welche  ein  Körper 
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beschreibt,  ist  gegeben  und  ausserdem  der  Widerstand  in  den 
einzelnen  Orten  M\  man  soll  die  Centripetalkraft  bestimmen, 
welche  beständig  nach  dem  Centrnm  C  gerichtet  ist  und  die 
Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Orten. 
A  u  f  l  ö  s  u  n  g. 
Es  sei  wie  früher  C31=:y ,  CT  —  p,  Mm=ds,  Vv  die 
Geschwindigkeit  in  31,  R  der  Widerstand  und  P  die  Centri- 
petalkraft.  Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir  die  Gleichung 

gy  _|_  l^E  :=,  _  Eds  (§.  992.) , 
p  ^^ 

also,   weil  die  Curve  AM  und  der  Widerstand  R  gegeben  ist. 

p^,v=  —  /  Rp^ds  und  vz== — /•■"-^a — * 
Ist  so  V  gefunden,  so  ergibt  sich 

^vdp  "^dpfRpUs 

P^  ~Y  =  -  —"^^y- (§.  990.). 

pdy  p'^äy 

Zusatz  1. 

§.  1019.  Ist  die  Geschwindigkeit  im  Anfangspunkt  ^==:V"  6 

und  das  von  C  auf  die  Tangente  daselbst  gefällte  Perpendikel 

;=:h;  so  wird,  wenn  kein  Widerstand  stattfindet  oder  im  leeren 

Räume,  für  R:=:0 

p?-v  =C=  hy>  imA  P  =  ?p^    (§.  990.). 
Zusatz  2. 
§.  1020.  Nimmt  man  im  widerstehenden  Mittel   §  Rphh  so 
an,    dass    es    zugleich    mit  A3I  verschwindet;   so  wird  p^v=: 
—  rRpMs^C,C=h%,  also 

-fRp\ls  Mp  {hJv'—CRpMs] 

p^  p^dy 

Zusatz  3. 

§.   1021.  Bewegte  sich   im  leeren  Räume   der  Körper  mit 

derselben  Anfangsgeschwindigkeit  in  A  auf  der  Curve  ^M  und 

nennt  man  die  Geschwindigkeit,  welche  er  in  üf  haben  würde, 

\^wund  die  Centripetalkraft  in  demselben  Punkte   V,  so  wäre 

bJi^       ,  ^,     2bh^dp 
w==  — ^  und  y=z  — ö-;7 —  • 
p^  pMy 

Wir  haben  daher 


bli^- 
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u:  u  —  t; "  bh'^  :  l  Rp^ds und  F:  V — p  zzibh?-:  i Rp^ds. 

Zusatz  4. 
§.  1022.  Da  also  die  Aufgabe,   in  welcher   die  Curve  AM 
und  die  Anfangsgescliwindigkeit  in  Ä  gegeben  ist,  die  Centri- 
petalkraft  aber  gesucht  wird,  schon  im  vorhergehenden  Kapitel 
aufgelöst  ist,   so  ergibt  sich  aus  derselben  Auflösung  auch  zu- 
gleich  die   der   vorliegenden  Aufgabe.  Ist  nämlich  jRp'^ds  ge- 
funden,  so   kennt  man   den   Unterschied   der  Centripetalkräfte 
im   leeren   Räume   und  im   widerstehenden  Mittel,   und    daher 
auch  die  Centripetalkraft  im  letztern. 
Beispiel  1. 
§.  1023.   Ist  die   Curve  AM  ein  Kreis,  dessen  Radius ~a 
und  Mittelpunkt  in  Cliegt,    ist  ferner  der  Widerstand  überall 
derselbe  oder 

jRzrz/lrrrconstans; 

so  wird  y:=:pz=ia  und  auch  h:=:o.    Wir  erhalten  demnach 
' Rp'^ds^la^s,v=b  —  ls  und  P=  " 


fi 


a 
Die  Geschwindigkeit  nimmt  daher  beständig  ab  und  verschwindet 

gänzlich,  nachdem  ein  Bogen  5  — j  beschrieben  worden  ist.  In 

demselben  Punkte  wird  auch  die  Centripetalkraft  p=:0  und  da 

2 

a 
so  ist  die  Centripetalkraft  überall  dem  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit  proportional.     Ferner  wird  die   Zeit,     in    welcher    der 
Körper  den  Bogen  AM  zurücklegt,  oder 

.    .^..  -_  'y.Vb—'i'Sf'b^Ts 


J    STv 


Die  Zeit,  in  welcher  der  Körper  zur  Ruhe  gelangt,    wird  also 

_2V^ 

"     l 

Beispiel  2. 

§.  1024.  Es  sei  die  Curve   AMC  eine  logarithmische  Spi- 
rale,  deren  Mittelpunkt  in   C   liegt   und  der  Widerstand  einer 

beliebigen  Potenz  des  Abstandes  CM  proportional ,  also  R  ™  *^,- 

Es  wird  demnach  

pzzzay  und  wenn  ß  =  Sfi—a^  gesetzt  wird, 

^  dy 

ds  —  —-X' 
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Setzt  man  ferner  AC^a,  so  wird  h~aa  und  so 

und 

2  (n  +  3)  ßa^bf'^—'la^^^  +  2<?/^+3     . 

Wenn  aber  n=: — 3  ist,  so  hängen  die  Werthe  von  Logarithmen 
ab,  indem  alsdann 

Zusatz  5. 
§.  1025.   Wird  dem  Körper  in  A  eine  so  grosse  Anfangs- 
geschwindigkeit mitgetheilt,  dass 

b^j^-^^^-^  oder  (7z  +  3)^a2ö/«=:a-+3 

ist;  so  wird 

In  diesem  Falle  ist 

P:i^zr.2:(r^  +  3)/3, 

d.  h.  es  steht  die  Centripetalkraft    zum  Widerstände   in  einem 

Constanten  Verhältniss. 

Zusatz  6. 

§.  1026.  In  demselben  Falle  wird 

_J| 1  n  _!__ 

2/  =  (w  +  3)«+l.  ^7i-hl  '  fM-l    •    ^;n-J-l 


A^"  ^  n  _(w  +  3)"+i  .|3«+i.(Vt;)«+i 

^fit  —  ^ ^l^^;;;;^ — ~' 


2n 
also  der  Widerstand  im  — r-r  fachen  Verhältniss  der  Geschwin- 
n~f- 1 

digkeit,  wenn  das  Mittel  gleichförmig  ist,  dessen  Exponent 
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Zusatz  7. 
§.  1027.   Ist  n:=.\,  so  wird  R~ — -p-  V^v,  also  der  Wider- 
stand der  Geschwindigkeit  proportional  und  der  Exponent  des 
Mittels  öder 

'/=  iß- 

In  diesem  Mittel  wird  also  der  Körper  eine  logarithmische 
Spirale  beschreiben  können ,  wenn 

also  die  Centripetalkraft  den  Abständen  proportional  und  wenn 
die  Anfangsgeschwindigkeit  in  A,  oder 

Ausserdem  wird  der  Körper  in  jedem  andern  widerstehenden 
Mittel  eine  gegebene  Spirale  beschreiben  können ,  den  Fall 
ausgenommen,  in  welchem  der  Widerstand  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist. 

Anmerkung. 
§.  1028.  Was  für  eine  Centripetalkraft  und  welcher  Wider- 
stand erforderlich  ist,  damit  ein  Körper  sich  in  einer  logarith- 
mischen Spirale  bewege,  haben  die  oft  erwähnten  Männer 
Newton  in  seinen  Principien  und  Job.  Bernoulli  in  Act. 
Lips.  1713  auseinander  gesetzt.  In  den  folgenden  Beispielen 
werden  wir  mehreres  hierüber  anführen. 

Satz  124. 
Aufgab  e. 
§.  1029.  (Figur  104.)  Der  Widerstand  ist  einer  beliebigen 
Potenz  der  Geschwindigkeiten  proportional  und  sein  Exponent 
in  den  einzelnen  Orten  gegeben;  man  soll  die  Centripetalkraft 
bestimmen,  welche  bewirkt,  dass  der  Körper  sich  auf  einer 
gegebenen  Curve  AM  bew^ege. 

A  u  f  1  r>  s  u  n  g. 
Es  haben  y,  py  s,  v,  q  und  P  die  frühere  Bedeutung  und 

es  ist  der  Widerstand  /2=  -— :    alsdann  haben  wir  die   Glei- 

qm 

chungen 

^=^f  (§•  Ö90-)  -d  ^.  +  ^  =  -  ^-^  (§.992.). 
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Die  zweite  kann  integrirt  werden  und  ergibt 

Im  Falle  aber  ?n=i:l  ist,  erhalten  wir 

7  1 

Nachdem  v  gefunden  ist,  ergibt  sich  P  aus  der  ersten  Gleichung. 

Zusatz  1. 
§.  1030.    Es  sei    die    Geschwindigkeit,    mit    welcher    der 
Körper  in  xi  fortgeworfen   wird ,  =  \h  und  das  von   C  auf  die 
Tangente  in   A   gefällte  Perpendikel  =:  h.     Ferner   werde   das 
Integral 


ß 


SO  genommen,  dass  es  für  5  =  0,  d,  h.  wenn  M.  in  A  fällt, 
verschwinde  und  man  setze  dieses  Integral  =  S.  Fügt  man 
nun  eine  Constante  hinzu,  so  wird 

«,1— m  — ! 

^  ~p2(i-m) 

und  im  Punkt  A 

61-^»  = 


also  C=^  b^-mfim-m)  und  v^-^  ~ 


A2(l-m)' 


p2(l— m) 


Zusatz  2. 
1031.  Für  den  Fall,  dass  m=.\  ist,  wird  eine  besondere 
Integration  erforderlich  und  man  nehme 


J     9 


9 

so  an,  dass  es  für  5  =  0  verschwinde.     Wir  haben  alsdann 

/ds 
—  und  log  b  +  log  (A^)  =  C; 

bh^         ,  ^          2bIMp 
also  v= JiTs^^^^  P==' -~7^ 

Im  leeren  Räume  haben  wir  die  Kraft 
_1bhUp 


p'dy 


z=zP' 
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rds 

also  P'  xP^lxe      '^, 

Zusatz  3. 
§.  1032.  Bezeichnet  m  irgend  eine  andere  Zahl  als  1 ,  so  ist 

1 

|^l-m/^2(i_7n)_J-^}i-7n 

V  Z=l  ^ — TT ■  ? 

L 

n    .     r^         ^2  {/;l-wA2(l-m)  _|_  ^j  i-m  ^^ 

woraus  tol2:t  P  = ^-, • ~, 

Im  leeren  Räume  ist  wieder 

p  '^dy 

T_ 

also  P' :  P= 6A2 :  j^,i-m/^2(._m)  _|_  S]  i-^ 

oder  P'^-m  :  pi-m  __  p/l-m_  <^l-m^2(l-m)  .  ^. 

Zusatz  4. 
§.  1033.  Hat  man  diejenige  Centiipetalkraft  gefunden,  welche 
im  leeren  Räume  eine  gegebene  Curve  hervorbringt,  so  kann 
man  nach  der  vorhergehenden  Proportion  die  Centripetalkraft 
finden,  welche  dasselbe  in  einem  beliebigen  widerstehenden 
Mittel  bewirkt,  wenn  man  nur 

'{m'-l)p'^i'^-^)ds 

bestimmt  hat. 

Beispiel   1. 
§.1034.  Die  gegebene  Curve  sei  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt in  C  liegt  und  dessen  Radius  MC=^a  ist;  hiernach  wird 
y^:zpz=za  und  auch  hz=:a.   Es  sei  ausserdem  das  Mittel  gleich- 
formig  oder  q=:^c,  so  wird 

(m— l)p2(i-m)^^5      (m— 1)^2(1-"^) 6'       ^       ^  „,       26 
__. --.  ^*^  yjj^  pi  __.^ — ^ 

Wir  haben  demnach 


■-P 


f 


n  OA        Q.  ^  /  ,  .    (m— l)a2(l-^)5    l- 

:  P—  a^ö :  \a^ii-m)  l^i-m  j_  ^ i 


26 


i 


oderP:l  =  !6i-"*-f  (m--l)o-"*5]i-«»:2 

,         ,,      2  i^i-"*  +  (m  ^  1)  c-»*5: 
und  so  Fzi=   '  -— ^ 


1  —  m 
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Steht  der  Widerstand  im  einfachen  Verhältnij^s  der  Geschwin- 
digkeit, so  ist  m— I  und  so 

p=:i '-,  ferner  t;  =  ^ 7 

2a c        '  4c 

und  die  Gesch\vindigkeit  selbst  oder^ 

V  1;  -=  — F== — . 

2\  c 
Die  Zeit,  in  welcher  der  Bogen  Ji?f  durchlaufen  wird,  erhält  man 

^r^^-^^v'ciogf-l^^^A 

J  V^v  V2VTc^J 

Soll  der  Körper  einen  Bogen  6'=:2  \^6c  zurücklegen,  so  wird 
die  hierzu  erforderliche  Zeit  =00  ,  und  wenn  er  dahin  gelangt, 
wird  zugleich  _ 

V"i;rrzO  und   P=0. 
Ist  der  Widerstand  dem   Quadrat  der  Geschwindigkeit  propor- 
tional, also  m=I,  so  haben  wir 

--                   26 
v:=:b.e    ^  und  P=: -' 

ae^ 
Uebrigens  stimmt  die  Bewegung  des  Körpers  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises  durchaus  mit  der  geradlinigen  überein ,  bei  welcher 
der  Körper  die  ihm  beigebrachte  Geschwindigkeit  durch  den 
Widerstand  verliert.  Da  nämlich  die  Centripetalkraft  immer 
normal  ist,  afficirt  sie  die  Geschwindigkeit  gar  nicht,  sondern 
bewirkt  nur,  dass  die  Bewegung  des  Körpers  kreisförmig  wird. 
Beispiel  2. 
§.  1035.  (Fig.  105.)  Es  steige  der  Körper  von  A  gegen  das  Cen- 
trum C  auf  einer  logarithmischen  Spirale^  J/  herab  und  es  sei  der 
Exponent  des  W^iderstandes  irgend  einer  Potenz    des   Abstan- 

des  MC  proportional,   also  etwa  q  =  ^^ — .    Nach  der  Natur 

der  logarithmischen  Spirallinie  ist 

p  =:  ay ,  also,  wenn  man  ^C  =  a  setzt;   h  =:  aa, 

ß  ==  VT^"^-und  ds=z~  '^L 
Hieraus  erhalten  wir" 


/ 


[y'i 

q^  (ß—Sm--mn)ß     ^ 
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Es  sei  ferner 


so  wird 


und 


(3  —  3/?i  —  mn)ß 


1  rnn  .___   rnn 

(3  —  3m  —  mn)  i-"» .  /Ji-»» 


(3  —  3m  —  m/z)  i-"» .  /3  ^~"* 

Die  Centripetalkraft  ist  also  der  j^-—  fachen  Potenz  des  Ab- 
Standes vom  Centrum  umgekehrt  proportional. 

Zusatz  5. 
§.  1036.    Ist  die  Centripetalkraft  constant,  also 

(3/3)1-"' 

so  wird  sich  der  Körper  auf  einer  logarithmischen  Spirale^  bei 
welcher  der  Radius  mit  der  Curve  einen  Winkel  z=z  arc.  cos|3 
bildet,  bewegen  können,  wenn  der  Exponent  des  Widerstan- 
des, oder  ^  =  ^  ist  und  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit 
der  Höhe 

b  =^  -    ^ 


t 

zukommt. 

Zusatz  6. 
§.1037.    Ist  die   Centripetalkraft  P  der  Potenz  y^  propor- 
tional, also 

— :=  k,   n  :=  ~  —^ und  mn  =  — .  ä  (1  —  m);    so 

1 — m  m 

wird 

2./ 


1_  1 


Es  wird  daher  der  Exponent 
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m-\-mh — h 

y  m  yl^-k 


woraus 


folgt. 


f>  =  __«^-^^ 


Zusatz  7. 
§.  1038.    Ferner  wird  die  Zeit,   in  weicher   der  Körper  in 
diesem  Falle  den  Bogen  AM  durchläuft,  oder 

^—  r  ds  __  2(3+A-)'Äi=^)  ß  gg^-/- 2     i-t        x-k 

J  v^ ^^^        '«'  ~y '  ^- 

Die  Zeit  also,  in  welcher  er  bis  zum  Centriim  C  gelangt,  wo 
y  zz=.  0  ist,  wird  endlich,  wennÄ<,l  und  unendlich  gross,  wenn 
k  =  1  oder  >1  ist. 

Zusatz  8. 
§.  1039.    Ist  der  Widerstand  dem  Quadrat  der   Geschwin- 
digkeit proportional  und  der  Exponent  des  erstem  oder  ^  —  ^  ; 
so  wird 


fl^j'^^O'"'"'"^ 


i ""/ 


wo   i  =  —  gesetzt  ist.     Hieraus  folgt 

.  =  t^  und  P  =  ^  (§.  1031.). 

In  diesem  widerstehenden  Mittel  wird  also  der  Körper  eine  be- 
liebige logarithmische   Spirale    beschreiben    können,    wenn  die 

Centripetalkraft  =  — ^—^    und  der  Exponent   des  Widerstandes 

tß 

Anmerkung. 
§.  1040.     In  diesem  Beispiele  und  den  angehängten  Zusät- 
zen sind  alle  Fälle  enthalten,   in  denen  ein  Körper   im  beliebi- 
gen widerstehenden  Mittel  eine  logarithmische  Spirale  beschrei- 
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ben  kann,  wenn  er  durch  eine,  einer  beliebigen  Potenz  des 
Abstandes  proportionale,  Gentripetalkraft  angetrieben  wird.  Hier- 
bei bat  der  Fall,  in  welchem  der  Widerstand  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  und  sein  Exponent  dem  Abstände  vom  Cen- 
trum  proportional  ist,  das  Eigenthümliche,  dass  er  sogleich  die 
Centripetalkraft  einer  Potenz  der  Abstände  proportional  ergibt, 
was  man  unter  andern  Voraussetzungen  erst  erhielt,  nachdem 
man  die  Anfangsgeschwindigkeit  auf  eine  gewisse  Weise  be- 
stimmt hatte.-   Ist  bei  jener  Annahme   des   Widerstandes    der 

Exponent  desselben  aber  =:^  und    wird  der   Körper  in  A   mit 

der  beliebigen  Geschwindigkeit  V^,  längs  einer  Richtung  fort- 
geworfen,   deren  Neigungswinkel  gegen    ÄC  =z  arc.  cos|3   ist; 

26 
so  wird  die  Centripetaliaaft  in  diesem  Punkte  =  —     und     der 

a 

Körper  wird   sich  stets   in    einer  logarithmischen  Spirale  bewe- 
gen.    Ausserdem  wird  die  Centripetalkraft  P  proportional  '?/^~^ 

wo  i  =  -^  gegeben    ist.     Wir    haben    hier    also    dasjenige    ge- 

r 

nügend    auseinandergesetzt,    was    sich    auf    die  Bewegung    in 
einer  logarithmischen  Spirallinie  bezieht. 

Satz   125. 

Aufgabe. 
§.1041.  (Figur  104.)  Gegeben  ist  die  Curve  AM,  welche 
der  Körper  beschreibt  und  die  nach  dem  Centrum  C  gerichtete 
Centripetalkraft;  man  soll  den  in  den  einzelnen  Orten  M  erfor- 
derlichen Widerstand  und  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  be- 
stimmen. 

Auflösung. 
Es  haben  y,  p,  ds,  P,   R   und  v   die   frühere  Bedeutung, 
worauf  wir  die  Gleichungen 

p  =  ?.^_fP  (§.  990.)  und  dv-\-^^  z=^  -Rds  (§.  992.; 
pdy  '^  ^     p  '^  ^ 

erhalten.    Da  die  Curve  und  auch   die  Centripetalkraft  gegeben 
ist,    so  haben  wir  aus  der  ersten 

""    Mp 
und  wenn  mati  diese  Gleichung  differentiirt,  indem  man  dy  als 
constant  betrachtet, 

,     Pdy  ,  pdPdy Ppdyddp 

Eulei's  Mechanik.    I.  25 
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Substituirt  man  diese  Werthe  von  v  und  dv  in  obige  zweite 
Gleichung,  so  ergibt  sich 

r)  Ppdyddp  __  pdPdy  ^  ^Pdy 

M^p^        2dsdp  ^di' 

Ist  der  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwimligkeit  propor 
tional  und  wird  sein  Exponent  =  q  gesetzt,  so  haben  wir 

R  -  ^  oder  a  —  ^  _  Ppdsdp 

g  ^  "~"  i^~7  Ppddp—pdPdp  —  SPdp'^' 

Aus  der  gegebenen  Curve,  oder  der  Gleichung  zwischen  y  und 
p  und  der  Centripetalkraft  haben  wir  afso  den  Widerstand  R  und 
die  Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Orten  hergeleitet, 

Zusatz   1. 
§.   1042.     Auf  andere  Weise  wird 

Pp^dyds 


phls         \   2dp  J  ^ 


^*"(^) 


Ist  daher  P  proportional—^,  d.  h.  P :  ~4^-- ==: --£__^   con- 
p^dy  p^dy  dp 

stant;  so  wird  /l  =  0  und  es  reicht  in  diesem  Falle  die  Cen- 
tripetalkraft allein  hin,  um  die  gegebene  Curve  hervorzubringen. 

Zusatz  2. 
§,1043.  Vorausgesetzt,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit 
in  A  =  V^6  und  das  von  C  auf  die  Tangente  in  demselben 
Punkte  gefällte  Perpendikel  =  A,  endlich  die  Centripetalkraft, 
welche  bewirkt,  dass  der  Körper  im-  leeren  Räume  dieselbe 
Curve  beschreibe,  rr:  P'  sei;  so  ist 

P'  -  -!^^.  (§•  592.). 


Hieraus  folgt 

hh^  ^____ 

p2rf5       \FJ'  ^  —  fP\     ""^   "  -  P'p^' 


„              6A2     .  fP\        _              Pds  ,  bh^P 

R  ~ TöTT-  d.i  p,  j,  «/  =: T^TT-   lind  v  = 


-.(I) 


Zusatz  3. 
§.  1044.    Bewegte   sich   der  Körper  im  leeren   Räume   auf 
dieser  Curve  ,  indem  er  durch    die  Kraft  P'  angetrieben  würde 
und  wäre  in  diesem  Falle  seine  Geschwindigkeit  im  Punkte  M 
=r  Vu\  so  hätten  wir 
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Hieraus  erhalten  wir  die  Proportion 

u:v:==  P> :  P  oder  V^^:  \fv  =  V"P'  •  \fP, 
d.  h.  es  stehen  die  Geschwindigkeiten  des  Körpers  in  demsel- 
ben Punkte  M  im  halben  Verhältniss  der  Centripetalkräfte. 
Dieser  Satz  gilt  ganz  allgemein. 
Zusatz  4. 
§.  1045.     Ist  die  Centripetalkraft  constant  oder  P  =  cj ,  so 

wird 

^        hli^qdP^  P'ds         ,  hli'^a 

P'^p^ds  dP'  P' p^ 

Beispiel. 
§.  1046.    Der  Körper  steige    auf  einer  hyperbolischen  Spi~ 
rallinie  herab,   deren  Natur   ausgedrückt  wird    durch  die   Glei- 
chung 

Ferner  sei  die  Centripetalkraft  einer  beliebigen  Potenz  des  Ab" 
Standes  vom  Centrum  C  der  Spirale  proportional,  also 

p  -y" 

Es  wird  alsdann 


y  # 

o_  (/^  +  3)3/^+l\^^+p         _  Ppdy  _  r^Hs^+y^)        ,    ^^ 

u -^-^      ^-,  V  —  ~^^  ^%^f^r—  "^^  'i 

^^ß"""      71+3 

Widersteht  also    das  Mittel  im   doppelten  Verhältniss   der   Ge- 
schwindigkeiten,    so    ist    der    Exponent   des   Widerstandes   -^^ 

^    ^.^  .     Ist  aber  der  Widerstand  der  Geschwindigkeit  selbst 
n\6 

proportional  und  sein  Exponent  wieder  =  (^,  so  wird 

Unter  dieser  Voraussetzung  des  Widerstandes  wird  also  das 
Mittel  gleichförmig ,  wenn  n  =.  — 1,  d.  h.  wenn  die  Centripe- 
talkraft im  umgekehrten  Verhältniss  der  Abstände  steht.  In 
diesem  Falle  wird  nämlich 

25* 
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^  =  w 

Ist  aber  die  Centripetalkraft  dem  Quadrat   des  Abstandes  um- 
gekehrt proportional,  also  w  =  — 2,  so  wird 

d.  b.  den  Abständen  vom  Centrum  proportional. 
Anm  erkung. 
§.  1047.  Nach  unserm  Plane  sollte  hier  die  Aufgabe  fol- 
gen: Aus  der  gegebenen  Curve  und  der  Geschwindigkeit  an 
den  einzelnen  Orten  die  Centripetalkraft  und  den  Widerstand 
herzuleiten.  Die  Auflösung  derselben  ist  aber  sehr  leicht  und 
ergibt  sich  von  selbst  nach  den  oben  (§.  992.)  gegebenen  Ge- 
setzen, und  da  aus  ihr  nichts  Bemerkenswerthes  abgeleitet 
werden  kann,  so  übergehe  ich  sie  hier.    Man  findet  aber 

pay  pds 

w^elche  Formeln  die  Aufgabe  lösen.  Statt  ihrer  füge  ich  eine 
andere  verwandte  Aufgabe  hinzu,  in  welcher  ausser  der  Curve, 
auch  die  Winkelbewegung  um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  gege- 
ben ist,  und  so  wohl  die  Centripetalkraft,  als  auch  die  Kraft  des 
Widerstandes  gesucht  wird, 

Satz  126. 
Aufgabe. 
§.  1048.  (Figur  J07.)  Gegeben  ist  die  Curve  AM,  auf 
welcher  der  Körper  sich  bewegt  und  die  Winkelbewegung  um 
den  Mittelpunkt  C  der  Kräfte ;  man  soll  die  nach  C  gerichtete 
Centripetalkraft  und  den  Widerstand  in  den  einzelnen  Orten 
bestimmen, 

Auflösung. 

Es  sei  wie  bisher  CM  =  y,  CT  =  p ,  Mm  =  ds ,  Vv 
die  Geschwindigkeit  in  M,  P  die  Centripetalkraft  und  R  die 
Kraft  des  Widerstandes.  Man  denke  sich  aus  dem  Mittelpunkt 
C,  mit  dem  Radius  CE  =  1 ,  die  Peripherie  des  Kreises  ELI 
construirt,  auf  welcher  ein  Körper  sich  mit  derselben  Winkel- 
geschwindigkeit bewege,  als  der  in  Rede  stehende  Körper  auf 
der  Curve  AM*,  das  Element  LI  wird  also  in  derselben  Zeit 
zurückgelegt,  als  das  Mm,  Es  sei  nun  die  Geschwindigkeit 
auf  L/  =  V^ii,  so  ist  u  bekannt,  weil  die  Winkelgeschwindig- 
keit gegeben  ist  und  man  hat 
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LI  __  Mm 

Es  ist  aber  Llimr  =:=  l:w   oder  LI  ^=.  — ,  und  mr\Mm^=zp\y 

y 

oder  mr  —  2-^ — ^ ;  also 

y 

y^ 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  zuerst  aufgestellten,  so 
ergibt  sich 

\  V  ~  -YT-  V  u  oder  v  ~  ■     »"' 
LI  p^ 

Da  auf  diese  Weise  v  gefunden  ist,  so  folgt 

P  =  2jA^  (§.  990.)  «ud  Ä=:-lM?^'if^(S.992.). 

Setzt  man  ferner  den  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit proportional  und  den  Exponenten  des  erstem  =  9^,  so 
.wird 

V  mids 

^         R  ydu  +  Andy 

Zusatz  1, 

§.  1049.    Ist  die  Centripetalkraft  P  proportional      .^^  ,  was 

der  Fall  ist,  wenn  der  Körper  sich  im  leeren  Räume  bewegt, 
so  muss  y^u  constant  und  daher  u  umgekehrt  y^  proportional 
sein.  V^u,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  auf  LI  oder  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Körpers  ist  alsdann  dem  Quadrat  des  Ab- 
Standes  vom  Centrum  umgekehrt  proportional.  Macht  man  aber 
y^u  constant  oder  d.(y^u)  =  iyhidy -{- yhlu  =:=  0,  so  wird 

R  =^  0. 
Zusatz  2. 
§.  1050.    Nähert  sich  der  Körper  dem  Centrum  C,   nimmt 
also  y  ab,  so  wird 

,z.  -  -  ^^Ä^. 

Es  ergibt  sich  alsdann 

R  ^  iy^du^-^y''udy)V'^^^^  ^^a  q ^  -^ ^J^!^^^^^- 

p'^dy  { ydu  -{-iudy]  \^y^  —  /^^ 

Ist  daher  y^u  eine  Potenz  von  y^   deren  Exponent  positiv,   so 
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wird  auch  der  Widerstand  positiv;    dagegen  wird   dieser   nega- 
tiv, wenn  jener  es  ist. 

Zusatz   3. 
§.  1051.    Soll  die  Winkelbewegung  gleiclitormig  oder  u  con- 
stant  sein,  so  wird  du  =  0  und  daher 


p2  4V^2/^_p2 

Zusatz  4. 
§.    1052.     Ist   die  Winkelgeschwindigkeit  der  nten  Potenz 

des  Ahstandes  y  proportional,   also  u  =  /'2/i— i '  ^^  ^^^^^*^ 

Widersteht  ferner  das  Mittel  im  doppelten  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeit, so  wird  der  Exponent  des  Widerstandes 


Beispiel. 
§.  1053.     Es  sei  die  Curve   AM  wieder  eine  hyperbolische 

Spirale,  deren  Gleichung  p  ==  -- — ^-^    ist;     ferner    sei    die 

V  o?"  Hj-  y^ 

Winkelgeschwindigkeit  proportional  ?/",   oder   wie  vorhin    ii  =z: 
-^ — ■.     Da  nun  aus  iener  Gleichung  folgt 

f2n-~L  -'  a  ö 

so  erhalten  wir 

P  —  2(7z+2)y2^+^\^ft^+:y2 

Ferner  ergibt  sich 

V^«+2(,,2_,.,^2)  9l/2^M 

Setzt  man  voraus,  dass  der  Widerstand  den  Geschwindigkeiten 
selbst  proportional  sei,  so  wird 

^^  —  "W  —   '~(2n+'4)2  2/2HF2—  • 
Ist  der  Widerstand    dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  propor- 
tional, so  wird 

V    ___  V  a^  -\~  ij^ 
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Diess  stimmt  durchaus  mit  clemjeiiigeii  übereiii,  was  wir  im 
frühem  Beispiele  (§.  1046.)  gezeigt  haben. 

Satz  127, 
Aufgabe. 
§.  1054.  (Fig.  107.)  Es  ist  gegeben  der  Widerstand,  ausgedruckt 
durch  irgend  eine  Potenz  der  Geschwindigkeit,  ferner  der  Exponent 
desselben  und  die  Winkelbewegung  des  Körpers  um  den  Mit- 
telpunkt ü;  man  soll  hierdurch  die  Curve  bestimmen,  welche 
der  Körper  beschrei])en  wird  und  zugleich  die  nach  dem  Cen- 
trum C  gerichtete  Centripetalkraft- 

Auflösung. 
1/,  p^  ds,  V,   P  und   E  haben  die  vorhergehende  Bedeu- 
tung und  es  wird  vorausgesetzt,  dass 

sei,  wo  q  durch  2/  gegeben  ist.  Man  betrachte  nun  wie  vorhin 
die  Winkelbewegung  als  die  Bewegung  eines  Punktes,  welche 
auf  dem.,  mit  dem  Halbmesser  CU  —  1  beschriebenen,  Kreise 
ELI  erfolgt.  Ist  die  Geschwindigkeit,  womit  LI  beschrieben 
wird,  =  V^w;  so  haben  wir   nach  dem    vorhergehenden  Satze' 

Die  letztere  Gleichung,  d.  h. 

_  .W^  +  %^^%  -_  '^^!!^'^ 

oder  ydu-{^4tudy   =  —  -    o„.    ^  ----  ~  ~ — - — --z:=~=:, 

drückt,  weil  u  und  q  gegeben  sind,  die  Natur  der  gesuchten 
Curve  aus.  Ist  die  letztere  bekannt,  d.  h.  eine  Gleichung  zwi- 
schen p  und  y\  so  erhält  man  aus  der  zweiten  der  obigen  Glei- 
chungen sogleich  die  Centripetalkraft  P, 

Zusatz   1. 
§.  1055.     Soll    die  W^inkelgeschwindigkeit  gleichförmig  sein, 
was  im  leeren  Räume  nur  für  den  Kreis  mögHch  ist;  so  wird  u 
constant  und  du  =  0,  also  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

Ist  daher  q  durch  y  gegeben,  so  ist  diese  Gleichung  das  Inte- 
gral, zwischen  p  und^^y,  wonach  man  die  Curve  construiren  kann. 

Zusatz  2. 
§,  1056.  Ist  u  durch  ?y  gegeben,  etwa  ?/=;=:  "T^jir^  ^^^   §^'^^^ 
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die  Gleichung  des  §.  1054.  über  in 

Die«s    ist   ebenfalls    eine   Integralgleichung   zwischen  y    und  p 
und  daher  zur  Construction  der  Curve  geeignet. 

Zusatz  3. 
§.  1057.     Ist   die  Winkelgeschwindigkeit  durch  den  Bogen 

EL,  oder  du  durch  sein  Element  Ll=^  "^~2 —  (§•  1048.)   =:  — 

pdii  -  _ 
' — —  gegeben,  so  dass  man  hat 


y     \f.f^p^ 


au^   _J^^%_ 


so    wu'd   77rj=rr^^  r= '— ^ —  uud  w^eun  man  diesen  Werth  sub 

stituirt 

ydu  +  iudy^   ^^-^__-___.   undp^— 1::=  ^.ß^TlH^iJdy' 

Substituirt  man   endlich  den ,   aus  dieser   Gleichung  sich   erge 
benden^  Werth  von  p  in  die  Gleichung 
/     _  u^^pdy 

ghj  Vy^  —  p^  ' 
so  erhält  man  u  durch  y  ausgedrückt  und  hierauf  eine  Gleichung 
zwischen  y  und  p, 

Zusatz  4. 

§.  1058.  Steht  der  Widerstand  im  einfachen  Verhältniss 
der  Geschwindigkeit,  oder  ist  m  ^=  i,  so  erhält  man  sogleich 
aus  der  Gleichung 

__      9^y '  ui—^'du 
(ydu-\-4:udy)g^ 
u  als  Function    von  y>     Substituirt  man   diesen   Werth    in  die 
Gleichung 

du  = rr^-^=^^ 

gky  Sfy'l^^^ 

SO  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  y  und  p, 

Beispiel  1. 
§.  1059.    Es    widerstehe  das  Mittel  im  doppelten  Verhält- 
niss  der  Geschwindigkeiten,  es  sei  also  ?w  =  1,  ferner  sei  der 
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Exponent  des  Mittels  oder  ^  =  —    und    die    Winkeibewegung 

gleichförmig  oder  u  =  />.  Wir  erhalten  daher  nach  §.  1055. 
die  Gleichung 

%  \^y^—p^  ==  ay^  oder  4  V^t/^ — P^   =ay 

und  p=    ^^^^EzZ. 
^  4 

Die  beschriebene  Curve  ist  daher  eine  logarithmische  Spirale 
und  zwar  ist  der  Sinus  des  Winkels,,  welchen  der  Radius 
Vector  mit  der  Tangente  bildet, 

= ^Yie  auch  sem  Losmus  =  -r' 

4  4 

Ferner  erhalten  wir 

p  ^  _^h 


Setzt  man  aber  das  Mittel  als  gleichförmig,   oder  q  r=z  c  vor- 
aus; so  ist 

«   —  —  ^       4c  V  y^—p^   =  y^   und   jj  ~ j — ~^- 

Beispiel  2. 
§.  1060.  Es  widerstehe  das  Mittel  im  einfachen  Verhältniss 
der  Geschwindigkeiten  und  es  sei  dabei  gleichförmig,  also?/i=:4 
und  g  =  c.  Ferner  setze  man  wieder  die  Winkelbewegung  als 
gleichförmig,  also  ic~b  voraus.  Substituirt  man  diese  Werthe, 
so  erhält  man  als  Gleichung  der  beschriebenen  Curve 

a>  =:  4  S^bc    V y^ — p^  oder  ?>  =  — r — ^~       ^^     —- 

'        V  l  +    Wbc" 

Diese  Curve  ist  also  ebenfalls    eine  logarithmische   Spirale   und 
zwar  ist  der  Sinus  des    Durchschnittswinkels 

4  S^Ic'  1 

:=z    r-     ~^^¥^'  sein  Cosinus  =  --7^=====:     und  seine   Tangente 
Sf\  +  166c  V^l+16>6c  ^ 

=  4  "^h^. 

Ferner  ergibt  sich  die  Centripetalkraft 

3/(1  + 166c) 
^  ~"         8c  • 

Die  in  diesen  Formeln  enthaltene  I3ngleichförmigkeit  der  Di- 
mensionen hat  ihren  Grund  darin,  dass  wir  den  Radius  des 
Kreises,  £C  =  1  gesetzt  haben.    Mittelst  dieser  Einheit  muss 
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man  daher  die   Gleichfürmigkeit  der   Diraensionen    wieder  her- 
stellen. 

A 11 111  e  r  k  II  n  g. 
§.  1061.  Mehrere  Mittelpunkte  der  Kräfte  werden  wir  in 
diesem  Kapitel  nicht  betrachten,  da  man  auch  im  leeren  Räume 
für  diesenFallkaum  etwas  ah  leiten  konnte,  was  zur  Bestimmung  der 
Bewegung  gedient  hätte.  Ziehen  aber  jene  Mittelpunkte  im  ein- 
fachen Verhältnivss  der  Abstände  an,  so  haben  beliebig  viele 
derselben  nicht  mehr  Schwierigkeit,  als  Ein  in  demselben  Ver- 
hältniss  anziehender  Mittelpunkt;  diess  haben  wir  oben  (§.  696.) 
gezeigt.  Diese  Bequemlichkeit  findet  im  widerstehenden  Mittel 
eben  so  statt,  wie  im  leeren  Raum.  Da  wir  nun  Ein,  im  ein- 
fachen Verhältniss  der  Abstände  anziehendes,  Centrum  betrach- 
tet haben,  so  ist  es  nicht  nöthig,  über  mehrere  derselben  Na- 
tur zu  reden.  Wir  gehen  daher  zu  dem,  sich  am  weitesten  er- 
streckenden, Falle  über,  unter  welchen  alle  Bewegungen 
begriffen  werden,  die  in  derselben  Ebene  erfolgen.  Wir  wollen 
nämlich  zwei  absolute  Kräfte  betrachten,  deren  Richtungen  auf 
einander  normal  sind,  während  einzelne  Kräfte  einander  paral- 
lele Richtungen  haben.  Dass  man  nämüch  beliebige,  in  der- 
selben Ebene  befindliche,  Kräfte  auf  zwei  derartige  zurückführen 
kann,  ist  bekannt.  Wir  werden  in  dieser  Behandlung  nicht 
nur  alle  Fälle  der  absoluten  Kräfte  umfassen,  sondern  auch 
einige  vorzügliche  Bemerkungen  in  Betrefi'  der  Centripetalkräfte 
im  leeren  Räume  machen,  die  im  Vorhergehenden  nur  mit 
Schwierigkeit  klar  zu  machen  waren.  Wir  werden  nämlich  hier 
die  beschriebene  Cuive  sogleich  auf  eine  C^leichüng  zwischen 
rechtwinkligen  Coordinaten  zurückführen,  während  wir  dieselbe 
dort  zwischen  dem  Abstände  vom  Centrum  und  dem  Perpen- 
dikel auf  die  Tangente  darstellten, 

Satz  128. 
Aufgabe. 
§.  1062.  (Figur  108.)  Ein  Korper  wird  in  Jf  durch  zwei 
Kräfte  angetrieben,  von  denen  die  eine  die,  auf  der  gegebenen 
Linie  AC  normale,  Richtung  MP,  die  andere  aber  die,  AC 
parallele  oder  auf  BC  normale  Richtung  3IQ  hat;  man  soll 
die  Curve  A3I  bestimmen,  welche  der  Körper  unter  Antrieb 
dieser  beiden  Kräfte,  in  einem  beliebigen  widerstehenden  Mit- 
tel, beschreiben  wird. 

Auflösung. 

Man   setze    CP  =z  MQ  r^-  x .   PM  ^  CQ  -^  y   und   das 
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Element  Mm  -=1  ds ;  alsdann  wird,  wenn  man  mp  und  mq  zieht, 
Pp  r=.  — .  dx  9  Qg  =  dy  und  ds  =  y  dx'^^dy^.  Die  den  Kör- 
per längs  MP  ziehende  Kraft  sei  =  P,  die  längs  MQ  zie- 
hende =  Q,  der  Widerstand  =  R  und  die  Geschwindigkeit 
in  M  =  S^v,  Man  zerlege  nun  die  Kräfte  Pund  Q,  mittelst 
der  aus  den  Punkten  P  und  Q  auf  die  Tangente  Tt  gefällten 
Perpendikel  PT  und  Qt,  in  normale  und  tangentiale  Kräfte. 
Aus  der  Kraft  P  entspringt 

PPT  Pdx 


die  normale  Kraft  = 


aus  Q 


und  die  tangentiale  =:  -"ölj/ 


PM    """  ds 

P.BIT    _     Pdy  \ 


ds 


y  ,  Q-Qt  Qdy 

die  normale  =.  -^ö^     =      ~ds 

und  die  tangentiale  =  •  j.jq     =  —      y.  » 

Die  «ranze  normale  Kraft  wird  daher  =  — - — ; und 

^  _  as 

die  ganze  tangentiale  = JT^—^^'     ^^^   letztere   muss   um 

tlie  Kraft  des  Widerstandes    oder   R   vermindert  werden ,   wo- 
durch man   die   ganze  Kraft  erhält,   welche   die   Bewegung  be- 
schleunigt.   Hiernach  erhält  man,  indem  man  den  Krümmungs- 
halbmesser in  31  =  7'  setzt,   die  Gleichungen 
Qdy~JPdx  ___^  ^^^^^  ^^^  _  _    ^^^^^^  _  j^^^  __  ^^^^  (§  gßo.). 

Eliminirt  man  nun  v  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so 
wird  die  sich  ergebende  Gleichung  die  Natur  der  beschriebenen 
Curve  ausdrücken. 

Zusatz    1. 

§.  1063.  Setzt  man  das  Element  ds  der  Curve  constant, 
so  wird 

dsdy         dsdx 
ddx  ddy ^ 

und  wenn  man  diesen  Werth  substituirt 
2vddx  ^ ,  „  , 

-^~  -  ^^^^  -  e%- 

Zusatz  2. 

§.  1064.     Aus  der  Verbindung  der  beiden  Gleichungen 

n.  7         ^  ,         2vddx  'Ivddvs        ,  ,>  ,    .  y^,  /  ,         ,^  , 

Pdx—  Qdyjzz  — j —  =z  —^  — —^  und  Pdyl  Qdxr^  ~-  dv  —  Rds 
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erhält  mau 

_         ^vddy  +  di/dv  +  Rdyds 
p  _  ^p  und 

2vddx  +  dxdv  +  Rdxds 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man,  wenn  eine  Relation 

zwischen  P  und   Q  gegeben  ist,  sogleich  eine  andere  Gleichung 

erhalten,  aus  welcher  man  v  durch  die  Curve  allein  findet. 

Zusatz  3. 

§.    1065.      Wird    der  Körper   beständig    durch   irgend  eine 

Kraft  gegen  den  Mittelpunkt  C  hingezogen,  so  haben  wir  nach 

dem  Parallelogramm  der  Kräfte 

P  i  Q^y  :  X 

und  wir  erhalten  alsdann  folgende  Gleichung 

^vxddy  +  xdvdy  -|- Rxdyds  =:2vyddx  +  ydvdx  -|- Rydxds. 

Setzt  man  nun  y  =  px,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

2vxddp  +  ivdpdx  +  xdvdp  +  Rxdpds  =  0, 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

d  .  {vxhlp'^}  +Rx^dp^ds  =  0. 

Zusatz  4. 

§.  1066.     Im  leeren  Eaume,   wo  R   verschwindet  und  der 

Körper  gegen  den  Mittelpunkt  C  hingezogen  wird,   ergibt   sich 

Ads"^ 
vx'^dp'^zzzAds^  oder  v=  ^i^ 


vivdl  Pdy=  ~ 


vdy^    ,  dsy  Pdii 


Ausserdem  wird  /  Pdy  =  ~ — j-^  oder  t;  = .  o  ~ ;    wir     er- 


halten  daher  —  — ~^-^  ~  1  Pdy,   oder   wenn  man    Q   statt  P 

Adx^ 
'x^dp^ 

Zusatz   5. 

MC» 


nimmt,  —     _^^_^  =  /  Qdx, 


§.  1067.    Ist  die  nach  C  gerichtete  Centripetalkraft=: 


fn 


x^a+p'')^              .   ,  ^       ;r«  (1  +  7>2)^    ,      .  ^ 

—  ^^ '  so  wird  Q=^  ^ — fh      *  *"^  leeren  Räume 

haben  wir  daher  für  die  beschriebene  Curve  die  Gleichung 
Adx^   __  f  ^''^^  (1  +  V\l_, 


-j 


x^dp'^   —J  /•« 
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Setzt  man  nun  — *  Af^=:  B   und  dx  =  constans,   so   erhalten 
wir 

2Bxdxddp+iBdx^dp+a:^^^dp^  (l+p^)  ^     =  0. 
Hätte  man  djl  als  constant  vorausgesetzt,  so   würden   wir   er- 
fhalt.en  haben 

n— 1 

2Bxdda:--iBda;'^:^a;^'^hlp^(i-\-p^)   ^   ' 

Setzt    man   a:    —  —  ,  so  2;eht  diese  über  in 

q  ^ 

2Bqn^'^ddq+dp^(l+p'^)   ^      =0. 

Das  Integral  dieser  Gleichungen  stellt  sieh  zwar  nicht  sogleich 
dar,  indessen  kann  man  es  nach  dem  vorigen  Kapitel  finden; 
es  ergibt  sich  nämlich 

«4  1 

Zusatz  6. 
§.1068.^    Obgleich  aber  die  Gleichung 

71—1 

ein  Differential  zweiter  Ordnung  ist,  so  ist  sie  doch  bequemer^ 
als  die  gefundene  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zur  Be- 
stimmung der  Curven,  welche  der  geworfene  Körper  beschreiben 
wird,  wenn  er  im  einfachen  oder  im  umgekehrten  doppelten 
Verhältniss  der  Abstände  angezogen  wird.  Im  erstem  Falle 
wird 

n  =  1  und  IBqhldq  +  dii'^  =  0. 
Setzt    man    d/p   =   wdq,    so   wird,    weil    dp    constant   ist, 

ddq^=^^~^  '- — -\    also  die  Gleichung 

'^Bqhlw  =  wMq. 
Integrirt  man  diese,  so  erhält  man 

—q-  =  — ^   -l-    6   und  w  ==  "  ^  ~ — = — ■■ — . 

Ferner 

p  ^  u^  C  Cx  ~    ^  "•    ^ 

oder  ax  -|-  ßy  =  V^a^—.T^. 
Hier  ist  der   Kürze  wegen   ccC  ^=  a ,  C  =  ß  und  —   RC  ~  ii^ 
gesetzt,  indem  B  selbst  eine  negative  Zahl  ist. 
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Zusatz   7. 
§.  1069.     Wird  der  Korper  im  umgekehrten  doppelten  Ver- 
hältniss   der  Abstände  angezogen,   oder  ist  n  z=i  — 2,   so  wird 
die  Gleichung  der,   im  leeren  Räume  beschriebenen,  Curve 

(1    +   p^)i 

WO  B,  wie  es  sein  muss,  negativ  angenommen    ist.     Integfirt 
man  diese  Gleichung,  so  ergibt  sich 

2Bd,  +'cdp  =  :^^^ 

und  wenn  man  auf's  neue  integrirt 

2B  ^  Cy  =:  Dx  \  V^^H^ 
Diese  Gleichung  so  vvöhl,  als  auch  die  des  vorigen  Zusatzes 
gehören  Kegelschnitten  an,  und  zwar  die  letztere  allein  einer 
Ellipse,  die  erstere  allen  Kegelschnitten. 
Anmerkung  1. 
§.  1070.  Im  vorhergehenden  Kapitel,  wo  wir  die  Bewe- 
gung der  Körper  im  leeren  Räume  behandelt  haben,  haben  wir 
ebenfalls  die  Curven  bestimmt,  welche  ein  Körper  beschreibt, 
wenn  er  durch  eine,  den  Abständen  oder  den  Quadraten  der 
letztern  umgekehrt  proportionale,  Centripetalkraft  angetrieben 
wird;  wir  haben  jene,  mit  den  in  diesen  Zusätzen  gegebenen 
übereinstimmend  gefunden.  Die  Verfahrungsweisen  waren  aber 
wesentlich  verschieden.  Dort  fanden  wir  aus  der  Vergleichung 
von  Kreisbogen  algebraische  Gleichungen,  hier  hingegen  ergab 
sich  aus  der  Integration  selbst  von  freien  Stücken  eine  alge- 
braische Gleichung  zwischen  den  Coordinaten.  Diese  Methode 
ist  nun  in  den  beiden  eben  besprochenen  Fällen  weit  bequemer, 
allein  sie  leidet  an  andern  Mängeln.  Für  eine  andere  voraus- 
gesetzte Centripetalkraft  wird  man  nämlich  nach  dieser  Methode 
gar  keine  Differentialgleichung  der  beschriebenen  Curve  auf- 
stellen können,  was  doch  nach  jener  directen  Methode  immer 
geschehen  kann.  Diess  ist  jedoch  mehr  der  Mangelhaftigkeit 
der  Analyse,  als  der  Methode  zuzuschreiben;  indem  wir  zwar 
der  im  vorhergehenden  Kapitel  angewandten  Methode  zufolge 
wussten,  dass  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

n  —  \ 
IBxddx  -  iBddx^  =r  ^^+5  Jp2   (1  j^  p2)      2 

die  Integralgleichung 

«^  1 

.T«+5^p2(l_|_p2)-2-    ^    Cf(^   ^    Q 
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angehöre,   wir  aber,  diese  keines^vegs  aus  jener  hätten  ableiten 
können. 

Anmerkung  2. 
§.  1071.  Die  umgekehrten  Aufgaben ^  weiche  in  Betreff 
dieser  Kräfte  gestellt  werden  können,  sind  durch  den  zweiten 
Zusatz  bereits  gelöst,  in  welchem  aus  der  gegebenen  Curve, 
dem  widerstehenden  Mittel  und  der  Geschwindigkeit  in  den 
einzelnen  Punkten  die  längs  3IP  und  3IQ  gerichteten  Kräfte 
gesucht  VTerden,  welche  diese  Bewegung  hervorbringen.  Es 
sei  die  Curve  A3IB  etwa  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  C 
liegt  und    dessen   Radius   ^C  =  a   ist.     Der   Widerstand   sei 

=:  —    und  die  Geschwindigkeit  constant,  also  v  =  b     Es  wird 
alsdann  x'^  +  y'^:=^a?  und 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man,  da  hier  5  in  Betracht  kommende 
Grossen  vorhanden  sind,  nämlich 

PiQ,R,v  und  die  Natur  der  beschriebenen  Curve  oder  eine 
Gleichung  zwischen  cc  und  3/;  wenn  drei  derselben  als  gegeben 
angenommen  werden,  die  übrigen  beiden  bestimmen.  Man  kann 
daher  10  verschiedene  Aufgaben  bilden,  nach  der  Zahl  der 
Combinationen  zu  je  drei  aus  5  Elementen.  Um  jedoch  nicht 
zu  sehr  bei  der  Entwickelung  derselben,  aus  denen  nur  wenig 
für  den  Gebrauch  abgeleitet  werden  kann,  aufgehalten  zu  wer- 
den, wollen  wir  nur  Eine  von  ihnen  lösen,  wonach  aus  der 
gegebenen  Centripetalkraft  die  in  einem  Mittel,  welches  im 
doppelten  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  widersteht,  be- 
schriebene Curve  gesucht  wird. 

Satz  129. 
Aufgabe. 

§.  1072.  (Figur  108.J  Ein  Körper  bewegt  sich  in  einem 
Mittel ,  welches  im  doppelten  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten 
widersteht  und  es  ist  P:  Q  =  MP :  MQ,  oder  was  dasselbe 
ist,  es  wird  der  Körper  durch  eine  beliebige  Kraft  gegen  das 
Centrum  C  hingezogen;  man  soll  die  Curve  ÄMB  bestimmen, 
welche  der  Körper  beschreiben  wird. 
Auflösung. 
Es  sei,  wie  im  vorhergehenden  Satze,    CP=:x ,  PM:=y, 
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Mmz=:ds,  y'=:])x,  Vv  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  M,  q 
der  Exponent  des  Widerstandes  und  jR  =  -.  Da  nun  P\  Q 
=  y:x;  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

2vxddp  +  ivdpdx  +  a:dvd2y  +  ü^^  =  0  (§.  1065.). 
Dividlrt  man  diese  Gleichung  durch  vxdp ,  so  geht  sie  über  in 

9  ^^^  j_  1  ^-^  4.  ^^  j_  ^^'   0 

dp  ~x         V  q    ~ 

und  man  erhält,  indem  man  nun  integrirt, 

eJ 'i .x'^vdp'^  =  Ads^   oder  v  =  „^-  ^         ^.ijg^. 
Wenn  man  aber  die  Gleichung 

Qds'^^'lvddx^rdvdx  +  ""-^^^  =  0  (§.  1064.; 

mit   ^        multiplicirt,  so  erhält  man  durch  Integration 

e^  9  .  Qdx  + 


f 


^*^    9  .  Qdx  -\ j-^ =  U. 


/■ 


Substituirt  man  in  diese  Gleichung  den  oben  für  v  gefundenen 
Werth ,  so  ergibt  sich 

und  wenn  man  endlich  diese  differentiirt,  unter  der  Vorausset- 
zung, dass  dx  constant  sei,  so  erhält  man  als  Gleichung  der 
gesuchten  Curve 

/*ds 

e^  9  .Qx^dp^  :=:  iAdx^dp  +  2Axdxdd2). 

Zusatz  1. 
§.  1073.     Diese  letztere  Gleichung  ist  von  der ,  für  den  lee- 
ren Raum  gefundenen   (§.  1066.)  nur   darin  verschieden,   dass 

pds 

e^  9  .Qx^dp^  statt  Qx^dp^  darin  vorkommt,  indem  wir  dort 
hatten 


/ 


«■^ + .^' = »■ 
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Zusatz   2. 
§.  1074.     Hätten  wir    das  Element   dj^  als   constant  ange- 
nommen, so  würde  sieh  die  Gleichung 

e*^    5  Qx^dp*^  =  4:Ada:^—2Axdd.x 

1 

ergehen  haben.     Setzt  man  hier  .r  =  -— ,   so  geht   sie  über  in 

z 

/äs 
.     iQdi)'^  ^  ^Az'^ddz, 
Zusatz   3. 

Jlf  f^u 

§.  1075.     Ist  die  nach   C  gerichtete  Centripetalkraft  — -^ 
^  ?!!a+i^,  so  wird 

fn 


n—1 

2 


Wir  erhalten  daher  für  die  gesuchte  Curve  die  Gleichung 

und  wenn  man  die  Logarithmen  heider  Glieder  einander  gleich 
setzt: 

r^  +  2log^/p  =  log(2J/«)  +  {n  +  2)[ogz  +  logcM^ 

-"^  log(l+2>2). 

Differentiirt  man  diese,  so  ergibt  sich,  weil  dp  constant  ist, 

ds (n  +  2)  dz    ,   dh  (n  —  ljpdp 

q  ~z  '^  ddz  H  p2 

Es  ist  aber 


Zusatz  4.  

iü/C— Vl+7>'^ 
^.1076.    Bei  denselben  Annahmen  sei  qziz  —  —' — — ^^ 

**  '  a  az 

so  wird  die  Gleichung  des  vorhergehenden  Zusatzes 


u  Vrfz^  +  pUz\^ z^ dp''  —  "Ipzdpdz  _^{n^-2)dz  ^dH 

%  V^l  4-79^  ^  _^     ^^^ 

^_  (n  —  \)pdp 
~~~l  +  ^"~ 
Euler's  Mechanik.  I.  26 
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Setzt  man   mm  %  r=z  c^       ,  so  erhalten  wir  endlicli 


(/i+3)w<^^PH 


VU-p^      ■ 

ddu  +  2ududp         {n  —*  1)  pdp 


du  +  u'^dp  l  +  p2 


Anmerkung. 
§.  1077.  Ich  bezweifele,  class  man  diese  DüTerentialglei- 
chung  zweiten  Grades  in  irgend  einem  Falle  auf  eine  vom  er- 
sten Grade  zurückführen  könne,  was  wir  doch  oben  (§.  1005.) 
gethan  haben,  wo  wir  die  Centripetaikräfte  nach  unserm  Plane 
betrachteten.  Im  w'iderstehenden  Mittel  scheint  daher  diese 
Verfahrungsweise  weniger  nützlich  zu  sein,  wenigstens  in  den 
Fällen,  wo  n=l,  oder  zziz  —  2  ist.  Da  also  in  dieser  vSache 
kaum  noch  irgend  etwas  zu  liofTen  ist,  so  verlasse  ich  hier 
'  die,  im  widerstehenden  Mittel  und  in  einer  Ebene  stattündende, 
Bewegung  und  gehe  zur  Betrachtung  der  nicht  in  einer  Ebene 
erfolgenden  Bewegungen  über,  wo  die  Kraft  des  Widerstandes 
mit  den  absoluten  Kräften ,  welche  den  Körper  antreiben,  ver- 
bunden ist.  Man  wird  hierbei,  wie  leicht  einzusehen  ist,  nur 
wenig  zur  vollständigien  Erkenntniss  bringen  können  und  ich 
werde  mich  desshalb  damit  begnügen,  die  allgemeinen  Regeln 
aufzustellen,  nach  denen  man  bei  jeder  gestellten  Aufgabe  zur 
Gleichung  gelangen  kann. 

Satz  130. 
Aufgab  e. 
§.  1078.  (Figur  109.)  In  einem  beliebigen  ^viderstehen- 
den  Mittel  wird  ein  Korper  durch  drei  Kräfte  angetrieben,  von 
denen  die  eine  tangential  ist,  die  Richtungen  der  beiden  an- 
dern aber  normal  auf  der  Richtung  des  Körpers  und  in  zwei 
gegeneinander  normalen  Ebenen  auf  einander  normal  wsind;  man 
soll  die  Bewegung  des  Körpers  und  die  von  demselben  be- 
schriebene Curve  bestimmen. 

Auflösung. 
Aus  den  Endpunkten  31  und  m  des  Elements  Jim,  wel- 
ches der  Körper  beschreibt,  fälle  man  auf  die  feste  Ebene  JPQ 
die  Perpendikel  31 Q  und  rnq  xmd  in  dieser  Ebene  aus  den 
Punkten  Q  und  q  auf  die  Linie  AP  die  Perpendikel  QP  und 
r/2>.  Man  setze  nun  JP™:r,  PQ  ^  y ,  QM-=.%  und  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  in  M  :z-.  V  ^'.     Ferner  sei  die  Tan- 


Hosted  by 


Google 


eines  Punktes  im  widerstehenden  Mittel.  403 

gentialkraft  =  T,  die  eine  normale  5  deren  Ricbtüng  in  der 
Ebene  Mq  liegt,  =z'N  und  die  andere  normale,  deren  Rich- 
tung normal  gegen  die  letztere  Ebene  ist,  —  31.  Endlich  sei 
die  Kraft  des  Widerstandes  =  V,  Diese  wirkt  nicht  auf 
die  beiden  Normalkräfte,  sondern  vermindert  nur  die  Wirkung 
der  Tangentialkraft;  N  und  M  bleiben  daher  unverändert  und 
statt  T  muss  man,  um  die  Wirkung  des  Widerstandes  anzu- 
geben, T — F  setzen.  Die  Wirkungen  dieser  drei  Kräfte  ha- 
ben wir  bereits  oben  (§.  803.)  bestimmt  und  wir  haben  nur 
statt  des  dortigen  T  hier  T —  V  zu  setzen.  Wir  erhalten  dem- 
nach, für  die  Bewegung  im  widerstehende^  Mittel,  folgende 
Gleichungen : 

dv  =  (  7^—  F)  V^d^Td^d^, 
Ivdydzddy  —  Ivddz  (dx'^  +  df)  =z  N(  dx'^  +  dAf  +  dx^^i 

—  Ivdxddy  ^  M(dx^  +  dy^  i-  dz^)  Sf  dx'^ -^  d^y'^)    (a.    a.   ().)• 

Eliminlrt  man  hieraus  v,  so  erhält  man  z^ei  Gleichungen  zwi- 
schen den  drei  Coordinaten  x,  y  und  z,  weiche  die  Natur  der 
gesuchten  Curve  ausdrücken. 

Zusatz  1. 
§.  1079.     Die  zwei  letzten  Gleichungen  ergeben,  v^enri  man 
aus  ihnen  v  eliminlrt,  die  Gleichung 

ddzjdx'^^dy'^)  _  dydi^  ^  N^d^'^  +  dy^^^d^ 
dxddy  dx  31 

Diese  gilt    eben   so  für   ein    beliebiges    widerstehendes   Mittel, 
als  für  den  leeren  Raum  (§.  804). 

Zusatz  2. 
§.  1080.     Man  ersieht  aus  dieser  Gleichung,    wie    die  Be- 
wegung des  Körpers   beschaffen  ist,    wenn    entw^eder  N  oder 
M  verschwindet.     Setzt  man  nämlich  iV  ~  0,  so  wird 

Es  ist  aber-^ — -^^^-— —  die   Tangente    des   Winkels,  welchen 

Vdx'^-Ydy'^ 
das  Element  Mm  mit  Qq  bildet;  dieser  Winkel  ist  daher  con- 
stant,   und   es  hat  Q3I  =:  z  zur  Projection  der  beschriebenen 

■Curve    auf  die   Ebene   ÄPQ   oder    zn   BQ  ^  j   Vd^Td^'^ 

ein  gege])enes  VerhäUnlss, 

26  * 
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Zusatz  3. 
§.  1081.  Ist  die  Kraft  M  =  0,  so  wird  ddy=:0  und  da- 
her die  Projectioii  BQ  eine  gerade  Linie.  Die  ganze  vom 
Körper  beschriebene  Curve  wird  demnach  in  einer  Ebene  lie- 
gen, welche  auf  der  Übene  APQ  normal  steht  und  diese  in 
der  Linie  BQ  schneidet, 

Zusatz  4. 
§.  1082.     Aus  der  Gleichung  des  §.  1079*  erhalten  wir 

ddz{da^'^  +  dy^)=  dydxddy  +  Ndxddy  ST^^^^^ 

Da  nun  aber  ferner 


-- Ivdxddy  =  m{dx^\ diß^  dz'^ }  Sdx"-  +  dy' ; 

so  ergibt  sich,  indem  man  beide  Gleichungen  mit  einander  mul- 
tiplicirt, 

--  Ivdxddi  (dx^  +  dy'')  ==:  Mdydz  { dx''  ~hdy''  +  dz^  ]  V7lxH^~^" 
+  Ndx  { dx''  +  dy-"  +  dz"-  ]l  \^dx''^dy\ 

Zusatz  5. 

§.  1083.     Wenn  also 

^^  +  NVTTTWTdr^  -  0 

ist,  so  wird  der  Körper  sich  ebenfalls  in  einer  Ebene  bewegen. 
Es  wird  qämlich  alsdann 

ddz  =  0  und  dz  =^  ccdx, 
mithin  die  Projection  der  beschriebenen  Curve  auf  eine  Ebene, 
welche  in  AP  auf  APQ  normal  ist,  eine  gerade  Linie. 

Z  u  s  a  t  z  6. 
§.  1084.  (Figur  110.)  Die  Ebene,  in  welcher  die  beiden 
Elemente  Mm  und  jn^i,  welche  der  Körper  beschreibt,  liegen, 
wird  hier  auf  ähnliche  Weise  wie  im  leeren  Räume  bestimmt, 
da  ihre  Lage  nur  von  den  Coordinaten  x,  y  und  z  abhängig 
ist.  Ist  nämlich  SMR  die  gesuchte  Ebene,  welche  die  Ebene 
APQ  längs  der  geraden  Linie  OR  schneidet;  so  ist 

j^^  _  zdxddy — ydxddz 

dzddy  —  dyddz 

tg  POR  ^  dzddy  — dijddz 
dxddz 
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und  wenn  man  den  Winkel ,  welchen  die  Ebene  SMR  mit  der 
ÄPQ  bildet,   durch  i  bezeichnet, 

tg/  zz:  ^  -^-.^fdx^ddi^^Md^  .g    ^^. 

QV  dcjcddy  ^^' 

Zusatz   7. 
§.  1085.    Es  ist  daher 

pQr>  V^dx -  ddz^  -{-(dzd dy  —  dyddzY^ 

divddz 

und  so  tffi  zz:  -— —  secPOR, 

^  ddy 

Zusatz  8. 
§.  1086.    Im  Fall,  dass  die  Kraft  iV verschwindet,  haben  wir 

dcc 
ddz :  ddy  =  dydz :  dcc^  +  dy^ ,  also  tg  POR  =z  -y—  oder 

POR  =z  RQS,, 
indem  alsdann  QV  in   QS   fällt.      Es   wird   ferner   in    diesem 
Falle 

dz 
tgi  r=  -— ■ ,  also  der  Winkel  i  constant. 

V  dx'  +  dy  ■*- 
Endlich  findet  man  in  diesem  Falle 

j^.  ady+ydy  —  a'^zdz 

dx 

Zu s  atz  9. 
§,  1087.  Im  Zusatz  1.  wird  das  Verhältniss  von  ddy  zu 
ddz  durch  die  Normalkräfte  N  und  31  bestimmt  und  wenn  man 
daher  statt  der  erstem  die  ihnen  proportionalen  Grössen  setzt, 
so  wird  die  Lage  der  Ebene  RMS  durch  Differentiale  erster 
Ordnung  bestimmt.  Alles  dieses  gilt  eben  so  sehr  für  ein  wi- 
derstehendes Mittel,  als  für  den/  leeren  Kaum  und  es  muss 
daher  das  hier  Gefundene  mit  demjenigen  durchaus  überein- 
stimmen, was  wir  im  §.  796.  gezeigt  haben. 


Satz  131. 
Aufgabe. 
§.  1088.     (Figur  111.)    Ein  Körper   M  wird  in  einem   be- 
liebigen widerstehenden   Mittel   durch   drei   Kräfte  angezogen, 
von  denen  die  eine  die  AR  parallele  Richtung  Mf,  die  zweite 
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die  Richtung  Big,  ])arallel    der    in    der  Ebene  APQ  gelegenen 
Ordinate  QP  und  die  dritte   die   Richtung  ßlQ^   perpendikular 
auf  die  Ebene  APQ  hat;  man  soll  die  Bewegung  des  Körpers 
und  die  von  ihm  beschriebene  Curve  bestimmen. 
Auflösung. 
Es  haben  x,  y,  z  und  v  die  Bedeutung  des   vorhergehen- 
den Satzes,  ferner  sei   die  längs  31  f  ziehende   Kraft  =  P,    die 
längs   3I(jf    ziehende  —   Q,    die  längs  IHQ  ziehende  =:  R  und 
die  Kraft  des  Widerstandes    im  Punkte   ßl  =.  V.    Die    erstem 
drei  Kräfte  zerlege  man  in  drei  andere,  deren  Richtungen  mit 
denen   des  §.  1078.  übereinstimmen,   alsdann   erhalten  wir    die 
Gleichungen 

T~  — -  Pdx—  Qdy  —  Rdz   jy__--Pdxdz~-Qdydz-^R(dx''-}-dy-) 
Sfd^'^^d^W'     '      ""  VJdx'  +  dy  ){dx^^~-\-  dy'  -t-Tz"^") 

V  dx^-^dy- 
wo  die  Beziehungen  wie  §.817.  sind.  Substituiren  wir  diese  Werfhe 
in  die  Gleichungen   des  §.  1078.,  so  erhalten  wir  die  folgenden : 

dv  =  ---Pdx  -  Qdy^Rdz—'vVdx^'  -^dy'  +7S^, 
2vdydzddy'-2vddz (dx^ -f  JT)    --,    _  Pdxdz  -^  Qdndz 
dx^  ~{-dy'^-{-dz'  ^  "^ 

^  E{dx--\-dy-) 

und      -,  Z  ■  V — ^^-~- ^=:  Pdy—Qdx, 

dx--+dy-'-\-dz'^  ^ 

Eliminirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  v ,  so  erhält  man 
zwei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  x ,  y  und  z,  welche 
die  Natur  der  beschriebenen  Curve  ausdrücken.  In  diesen  Glei- 
chungen ist  das  Element  dx  als  constant  angenommen. 

Z  u  s  a  t  z  1. 
§.  1089.  Die  zwei  letzten  Gleichungen  stimmen  vollkom- 
men mit  denjenigen  überein,  welche  wir  in  §.  817.  für  den  lee- 
ren Raum  geiunden  haben;  alles,  was  aus  ihnen  folgt,  gilt 
also  sowohl  im  leeren  Räume,  als  im  widerstehenden  Mittel. 
Der  ganze  Unterschied,  welcher  zwischen  beiden  Bewegungen 
stattfindet,  hängt  daher  von  der  ersten  Gleichung  ab. 

Zu  s atz  2. 
§.   1090.     Aus  der  Yerlindung  der  zwei  letzten  Gleichmi- 
gen  entspringt  die  Proportion 

ddy.ddz  ~  Pdy—QdxiPdz  —  Rdx. 
Man  kann  daher  statt  der   zweiten   Gleichunsf,   w^elcli^e   zusam- 
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mengesetzter  -als    die  übrigen  ist,   indem  man   mittelst   dieser 
Proportion  dd?/  eliminirt  und  reducirt,  die  folgende  setzen 

''Ivdxddz  r^  r  r,  j 

^    >  i  ^  ^rn-o  "  Pdz.~Rdx, 

oder  auch  die  unmittelbar  aus  dieser  PropQrtion  folgende  Glei- 
chung 

Pdyddz  —  Qdxddz  =z  Pdzddy  —  Rdxddy, 
welche  v  nicht  mehr  enthält. 

Zusatz  3. 
§.   1091.     Mittelst    dieser  Proportion   erhält  man/  zur    Be- 
stimmung der  Ebene  RMS,  durch  Differentiale  erster  Ordnung 
ausgedrückt : 

AQ  —  Pydx  +  Pzdy  -|-  Qxdz  —  Qzdx  -\-  Rydx  —  Rxdy 

Qdz  —  Rdy 

_  VjPdz  ~  Rdxr  -I-  (Rdy  -  QdzY  ,g  g,^  . 
^  Pdy^QtW  "         ^^*     '   '^' 

Zusatz  4. 
§.  1092.    Wenn  von  den  Kiäiten   P,    Q  und  R   zwei   ver- 
schwinden,  so    muss  die  Bewegung    des   Körpers    nothwendig 
in  einer  Ebene  erfolgen.     Ist  etwa  PzzzO  und  Q=0,    so  wird 
ddy  =:  0.     Ist  Q  =  0  und  /^  =  O,  so  wird 

dzddy  ■=■  dyddz  oder  (?i-logrf^  —  log^Zz,   d.  h.  dz:=^ady* 
Beide  resultirende  Gleichungen  deuten  an,  dass  die  Bewegung 
in  einer  Ebene  erfolgt. 

Zusatz  5. 
§.  1093,     Sind  P,   Q  und    R  den  Coordinaten  x,  y  und  z 
proportional,   so   wird  der  Körper  beständig  nach   dem  Punkte 
A  hingezogen  und  die  Bewegung  daher   in  einer   Ebene   erfol- 
gen ;  diess  ergibt  sich  auch  aus  den  Formeln.     Da  nämlich 
AO:=.{i  und  die  Proportion  des  Zusatz  3.  in  ddy\dd% 
■=z  xdy  —  ydx\xdz  —  zdx 
übergeht;  so  erhalten  wir 

xddy       __       xdd% 
xdy  —  ydx       xdz  —  zdx 
und  wenn  man  integrirt: 

log  {xdy  —  ydx)  =  Const.   +   log  {xdz  ~  zdx)  oder  xdy —ydx 
=  a  {xd^z  —  zdx) 
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und 

tiddx  =  ddy, 
woraus  die  Wahrheit  der  Behauptung  folgt. 

Zusatz  6. 
§.  1094.     Verschwindet  die  Kraft  P,  so  erhalten  wir 

ddr.ddz^  Q : R,  R=  -  .^-^f^^^  und 

^ 2vddy 

^"*~"'~  dx^  +  %2  _|.  ^/^2- 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  P,  Q  und  R  in  die  Gleichung, 
durch  welche  dv  bestimmt  wird,  so  ergibt  sich 

Ist  also   der  Widerstand  V  =  - ,     so  ergibt   sich,    weil 

c 

Sf'dx'^  +  dif  +  dz^  =  Mm  =-.  ds> 

dv        d,(ds^)         ds     ,  ,       /  ads'^\        s        , 

et .  ß     ~^  ds^ 

V    := 


dx^ 

Zusatz  7. 

§.  1095.    Verschwindet  die  Kraft  R,  so  erhalten  wir 

^w      rti      n  2vdxddz 

ddy:ddz  =  Pdy^Qdx:Pdz,P=^-^^^^j^^^^j^^^ 

2v  {dyddz  —  dzddi/) 

""""^  ^  "^  Jd^^^^Td^ydz' 
Es  wird  daher 

2vdx^ddz  +  2vdy^ddz  —  ^vdydzddy 

dv  =  (dx^  +  dy'^^dz'^)dz  ~^ 

und  wenn  wieder   F  2=  —  ist, 
c 

s 

log^,  =  log  «  +  log  [^^)  -  -  und  ^  =  —cnr-- 
Auf  ähnliche  Weise  ergibt  sich,  wenn   Q  verschwindet 

ae     ^  ds^ 
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Anmerkung. 
§.  1096.  Auf  diese  drei  Kräfte  P,  Q  und  E  kann  man 
alle,  beliebig  zu  erdenkenden,  Kräfte  zurückführen.  Es  mag 
daher  eine  beliebige  x\ufgabe  gestellt  werden,  so  lassen  sich 
immer  zwei  Gleichungen  darstellen,  welche  die  Natur  der  be- 
schriebenen Curve  ausdrücken.  Von  diesen  wird  aber  die  eine 
eine  DiiFerentialgleichung  zweiter,  die  andere  eine  dritter  Ord- 
nung sein,  indem  man  nämlich  den  aus  der  Gleichung 

'^vdxddv  _..  ,  ^7 

sich  ergebenden  Werth  von  v  differentiirt  lind  das  Differential 
statt  dv  in  die  Gleichung 

dv  ^  ^  Pdx  —  Qdy~  Rdz—VSfd^d^d^ 
substituirt. 

Satz  132. 

Aufgabe, 
§.  1097.     (Figur  111.     In  einem  gleichförmigen  Mittel,  wel 
ches   im   einfachen   Verhaltniss    der   Geschwindigkeiten   wider- 
steht,  wird   ein  Körper  beständig  senkrecht   gegen   die  gerade 
Linie  ÄP   gezogen;   man   soll    die    Curve  bestimmen,   welche 
derselbe,  wenn  er  beliebig  fortgeworfen  ist,  beschreiben  wird. 

Auflösung. 
Setzt  man   wie  bisher  AP  =  x,  PQ^-y ,  QM.=  z,   die  Ge- 
schwindigkeit m  M  :=:  ^v,  den  Exponenten  des  Widerstandes 
=  c  und  die  Kraft,  welche  den  Körper  \u  M  längs  BIP  zieht, 
=:  S\  so  wird 

F=:^i    P=.0,Q=-7.=^=undß:::.-^^ 

Wir  haben  also  QiRzzzy.z  und  so  ddy:ddz=^y:z  oder 

yddz  ' —  zddy  =  0, 
d.  h.,  wenn  wir  integriren 

ydz  —  zdy  ==  adx. 
Ferner  haben  wir,  weil  P  ==0  ist, 

ZiVd'ds             w  1) 
dv  =:  j -^.z=  ds  (§.1094.),  wo  wieder 


deren  Integral  ist 


(h  =.   \dx'^  +  dy^-\-ih^; 
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~~        Acclx'^ 
Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung   Q  —  >— ^  — ..  ^-  , 

so  erhält  man 

ddy  (6  —  x)^ Si/d.x 

'2cdx  '  \/~^,2  -j-'~^2' 

Setzt  man  nun  z  =^  pi/ ,  so   erhält  man,   zur  Bestimmung   der 
beschriebenen  Curve,  die  zwei  Gleichungen 

^cSdx"^ 
'ip-dp  ==  adx  und  ddij  {b  —  .r)*^  =:  —  —r.— — : — -- • 

V  1    I  p^ 

Zusatz  1. 

§.  1098.     Aus  der  Gleichung  2  V'cv^  |^  ih  - x)   erhält 
man  das  Element  der  Zeit 

'Sf  V  h  —  X 

und  die  ganze  Zeit,   in  welcher   der  Körper   durch  horizontale 
Bewegung  längs  AP  fortgeführt  ist,  oder 


f=2  V^   Jog  (^)- 


Die  horizontale  Bewegung  stimmt  also  mit  der  Bewegung  des 
Körpers  in  demselben  Mittel  durch  AP  überein,  wenn  er  durch 
keine  Kraft  angetrieben  wird  und  wenn  seine  Anfangsgeschwin- 
digkeit in  A  = 7—-  ist. 

2  V  c 

Zusatz   % 
§.  1099.     Diese  Eigenschaft  der  Zeit  iindet  nicht  nur  statt, 
wenn  der  Körper  längs  MP  angetrieben  wird  und  daher  Q  :  R 
'=■  \j  \  r;  sondern  sie  gilt  stets,  wenn  nur  P  =  0  ist.    Diess 
folgt  aus  §.  1094. 3  wo  nur  P  zn  0  gesetzt  \vurde. 
Zusatz  3. 
§.  1100.     Die  fortschreitende  Bewegung  des  Körpers  längs 
AP  wird  demnach  verzögert  undkann  nicht  über  eine  bestimmte 
Grenze  hinaus  fortgesetzt  werden,   welche  letztere  aus  x  ^=.  b 
folgte  wo  V  ■=.  0  wird.    Die  Zeit,  in  welcher  er  bis  zu  diesem 
Punkte  gelangt,  ist  ==  00. 

ß  e  i  s  p  i  e  l. 
§.1101.    Wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  Kraft,  welche 
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den   Körper   gegen  AP  hinzieht,   den   Abständen   MP  propor- 
tional otler 

sei.     Zur   Bestlmauing   der   Curve   haben   wir   daher   die   Glei- 
chungen 

fddy  (f) — ^)2z=z—  ^cydx'^  und  y'^d.p  =  adx. 

Setzt  man  in    der  ersten   y  =:   ^/"4^,  so  geht  sie  über  in 
du^uHlx- 


in  welcher  sich  die  Veränderlichen   von  einander  trennen  las- 

q 
sen,  indem  für  u  =  ^TIT^'  dieselbe  in 

fdfj  dx 

übergeht.  Man  erhält  hiernach  q  und  daher  auch  u  durch  x 
ausgedrückt,  hierauf  ferner  y  und  hat  so  die  Projection  der 
beschriebenen  Curve  auf  die  Ebene  APQ.  Da  nun  ?/ als  Func- 
tion von  X  gefunden  ist,,  erhält  man  p  aus  der  Gleichung 

_  adx 

und  so  endlich  z  -=1  py  ebenfalls  als  Function  von  x.  Man 
kann  daher  die  ganze,  vom  Körper  beschriebene,  Curve  con- 
struiren. 

Zusatz  4. 
§.  1102.  Wird  6  zn  0,  so  verschwindet  zugleich  die  längs 
AP  fortschreitende  Bewegung  des  Körpers.  Dieser  wird  sich 
daher  in  einer  Ebene  bewegen,  welche  in  ^1  auf  AP  normal 
ist,  indem  er  gegen /l  im  Verliältniss  der  xlbstände  hingezogen 
wird.  Die  in  dilesem  Falle  vom  Körper  beschriebene  Curve 
kann  man  nach  §.  1012.  u.  f.  bestimmen. 
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Bemerkung  des  Herausgebers. 


In  der  nun  beendeten  Uebersetznng  des  I.  T heiles  der 
Mechanik  musste  ich,  um  mich  möglichst  streng  dem  Wortlaut 
des  Originals  anzuschüessen,  mich  bisweilen  weitläufiger  aus- 
drücken, als  ich  von  freien  Stücken  gethan  haben  würde.  In 
den  folgenden  Anmerkungen  und  Erläuterungen ,  über  deren 
Zweck  ich  mich  im  Vorworte  ausgesprochen  habe,  war  es  hin- 
gegen mein  Bestreben,  mich  so  kurz  als  möglich  zu  fassen 
und  jedes  entbehrliche  Wort  zu  vermeiden.  Zur  Erklärung  der 
so  entstandenen  üngleichförmigkeit  in  der  Abfassung  beider 
Abschnitte  schien  es  mir  angemessen,  diese  kurze  Bemerkung 
voranzuschicken. 
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Anmerkungen   und  Erläuterungen 


zu 


Leonhard  Euler's  Mechanik 

oder 

analytisclier    Darstellung     der    Wissenschaft 
von  der  Bewegung. 
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Anmerkungen  und  Erläuterungen. 


Zu  §.  40.  (Figur  2.).    öa  MN=AM^  und  n  <  1 ,  also  etwa 
n  —  — ,  wo  p>l  ist,  so  Avird  i.aeb  der  Bezeichnung  in  der  Figur  y=z 

V  

V^x\mA-A  =— V  T'-r   bezeichnet  alJsfemein  die  trisrono^ 

dx       p   T    xv—^    (Ix 

metrische  Tangente    des   Winkels,    welchen   die    Tangente    an 

der  Curve  mit  AM  bildet.     Für  x  =:  {)   wird  also    -y~t^^  und 

dx 

so  AB  senkrecht  auf  AM ,  damit  die  Zeit  endlich  w-erde.  Bil- 
det hingegen  AB  einen  spitzen  Winkel  mit  AM ^  w-as  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  ;?  <  1,  also  7Z  >  1  ist;  so  wird  die  Zeit  der 
Bewegung  durch  A3'l=c^    (§.  38.). 

Zu  §.  162.  (Figur  21.).  Der  dem  Punkt  A  entsprechende 
Krümmungshalbmesser  AO  muss  so  beschaffen  sein,  dass  die 
Peripherie  seines  Kreises  (des  oscuiirenden)  durch  die  drei, 
einander  unendlich  nahe  liegenden  Punkte  B' ,  A  und  D  gehe. 
Der  Winkel  BAD,  welchen  die  Verlängerung  von  B' A  mit 
AD  bildet,  ist  derjenige,  weichen  die  beiden,  in  A  zusammen- 
treffenden, Tangenten  an  i?  und  Z)  miteinander  bilden  und  der- 
selbe oder  auch  sein  Sinus,  was    wegen   der    geringen  Grösse 

gleichgültig  ist,  ist  —  —Tl  "^  "äjV    ^^^'^^^^  i^t  ebenfalls  wiegen 

der  geringen  Grösse  der  Seiten  und  Winkel,  Bb^^ABmwBAD 

AB. AD     ,        .^       AB. AD 
oder  AO  r- 


Zu  §.  211.  u.  f.  Nach  den  neuern  Bestimmungen,  wie  sie 
Hansen  in  Schumachers  Jahrbuch  von  1837  gegeben  hat. 
sind  die  Werthe  dieser  vier  Zahlen 

2836;  245:   109:  ItX) 
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und  in  §.  214. 

28,360;  2,450;  1,090  und  für  den  Mond  0,163. 
Zu  §.  267.     Setzen  wir  die  kleine  Grösse,  um  welche  ?^  +  1 
grösser  als  0  ist,  =  q>  so  haben  wir  n+1  =:  0'{^q  =  q  und 

go    t;  =    ^"^TJi^q  (§•  2Ö4.).     In   C,   wo   y=:0  ist,   wird  daher 

V  —' , 

welcher  Ausdrück  endlich  bleibt,    so  lange  nur    </>0  ist,    wie 
klein  auch  q  übrigens  sein  möge. 

Setzt  man  ferner  e^  =  1  +  ^^^^  +  y-^  +  \-^  +  ^^^*  =  V^ 
so  hat  man 

X  =:   log^ 
also    -^  rrr  1  +   1    +    ^  +  --^     +   etc. 

log;//       ^  1.2        1.2.3 

Setzt  man  nun  in  der  ersten  Gleichung  ^=00  ,  so  ist  nothwen- 
dig  auch  y=zQO    und  für  diesen  Werth  aus  der  letzten  Gleichung 


00  1      I       QO         ,       GO 


2 


■  1  +  f^  +  T^  +  etc. 


logco  '    1.2    •    1.2.3 

Es  ist  demnach  00   unendlich  mal  grösser  als  logx  • 

Zu  §.  271.     Für  n  =2  — 1  wird  die  Kraft,  welche  den  Kör- 

per  nach   C  hinzieht,  =  — ,  also  in  C  selbst  =  ^:=:  od.     Die 

y  i) 

Geschwindigkeit  des  Körpers  in  demselben  Punkte  wird  allge- 
mein bestimmt  aus  v  ■=.  flog  (~  j,also  in  C  v~ f log  f~j  =  f 

log<»,.  Ans  §.  267.  folgt,  dass  logoo  kleiner  als  <3d  sein  wird, 
man  darf  sich  also  nicht  darüber  wundern,  dass  bei  der  grös- 
sern ihn  in  C  anziehenden  Kraft  der  Körper,  trotz  seiner  un- 
endlich grossen  Geschwindigkeit,  nicht  über  diesen  Punkt  hin- 
ausgeht. 

Zu  §.  285.  Es  sei  die  Zeit  des  Niedersteigens  zu  dem 
einen  Mittelpunkt,  t  =  l7t\^2f,  die  zum  andern,  T=z^7tV~2F, 
so  wird  t:  T  —  S^J :  VR    Nach   §.  264.  ist  ferner  die  Kraft, 

welche   der   erste  Mittelpunkt  auf  P  ausübt,  =  ^LZl?  z=:  ^  und 

die  Kraft,  w  eiche   der   zweite  Mittelpunkt  auf  denselben  Punkt 

ausübt,    —     "7^.-.    =  K',   mithin  k:K  ^=^  F\f.     Verbindet   man 

beide  Proportionen  mit  einander,  so  ergibt  sich 
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Zu  §.  294.  Man  kann  sich  von  der  allgemeinen  Gültigkeit 
dieser  beiderseitigen  Werthe  überzeugen,  wenn  man  in  der  all- 
gemeinen Reductionsformel 

/x'^da:     __  ^  ^^-1  Vi  — .^2       m  —  l    Px'^'-'^da: 

für  m  die  speciellen  Werthe  setzt  und  dann  die  Integrale  zwi- 
schen den  Grenzen  rt^  =  0  und  ^  =  1  nimmt.  Man  erhalt  auf 
diese  Weise  die  folgende  Reihe  von  Werthen: 

0  ü  0 

etc. 
r^    xdx       _  ,         /»i  xhlx     _2       /'^_^^^^_2_^  pfp 

O  0  0 

Auf  diese  Integrale  kann  man  aber  leicht  das  in  §.  290.  enthal- 
tene zurückführen.  Wir  wollen  diess  z.  B.  für  m  =  3  und  m 
=  I  zeigen.    Aus 


/^~    V/ 2a^^-^  /"^     y'^^-^dy 

^V  T  2m  f  1^7  2  2 

(2m— l)/*2m-l     Ö        ß2m-l_,y2m-l 

i  __!_ 

wird,  wenn  man  y^"^—^z=zz   und  a^m—i  :--  ^  setzt: 

^27n— 1  r 

t-^-d,^ 


2 


/^  %    _  62^2 (2m— 1)       /^^       h         '  b 

\^2.-i     ,  V^-W 

und  für  m  =  3 

/"rf^    ^62V"2.5    r^         b      b 

6M/W    /"^  _W_fJ_  _  2J  aS 

Für  m  =1  wird 

Euler's  Mechanik.   I.  27 
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?!^  1 

P  dy  __6gV2.4    r*        6       6 

V— logz 

0  ° 

—  2TiZr . e—^''  und  ^'^ — \og%  r=i  t ,  so  geht  ]f  =-7:=:  /  — p--r~=::; 

V  /t/    V  — 'lo 


gz 
in  t  — ^  -/  e-^'^dt  über.    Da  ferner  für  2^z=0,  — r-  =  0, 

also  r  =  QO    und  für  z  ::=  1,  — ^  =  1,  also  r  =  0  wird,   so  er« 


halten  wir  für  die  ganze  Zeit  des  Niedersteigens 

'X  '0 

/OD  _ 

e-'^'^dt  z=.  l  S^Tt  werde,  ist  im  Berliner  Astro~ 
0 
nomischen   Jahrbuch  für  1834,  Seite  267  u.  f.,  wie  auch  in  La- 
croix,  Traite  elementaire  de  calcul  diiferenti^l  et  integral,  pag, 
638  gezeigt. 

Ans  der  allgemeinen  Reductionsformel 

/  {—Xo^x^Hlx  =z  a:(— log^)w+  n  i  {—lo^xy^-'^dx. 

=  x{ —  log  x)"^ + nx  ( —  log  xy-  ^  +  n  ('72  —  1 ) 

( — log^)"~2^a;  etc. 


/< 


erhält  man,  indem  man  die  Reihe  immer  weiter  fortsetzt,  wenn 
n  eiae  positive  ganze  Zahl  ist,   alle  Glieder  bis  zum  letzten 

n{7i—\)  (?2— 2) ....  {ii'~{n~\))x{—-\ogxY-^=:^-n .  {n—'i){n--'2).,.A.x, 

Für  ^  =  1  wh'd  die  ganze,  auf  der  rechten  Seite  stehende  Reihe, 
unmittelbar 

^  7^(7^~l)(7^-2)....l, 
weil  logl  '=.  0  ist.     Für  .r  =  0  aber  wird,   indem  wir  —  loga- 
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:;=  ty  also  X  =  e—^  ■=  —  =:  ^^^ 


1  +  -f  +  |~^  +  |-2  3  +  ®*^'  ^"  ^"^• 


setzen , 


in 

1 


1+    1     I         1         .  1  ,        1 ,  i  , 

^n  "^  ^«-i~t"  1.2  i«-2  +  '  •  •  1.2...(72-1).^"'~  1.2.../Z  "^  L%.,{n^iy'" 

Für  ^  zz:  0  ist  aber  t  =:  er)  ,    mithin   verschwinden  im   Nenner 
alle  Glieder  bis  zu  dem  --r--^ = —  einschliesslich,  das  fol- 

gende  wird  coDstant  =— r^r — —  nnd  alle  fokenden  werden  =00  s 
1 . 2 . . . .  ?^ 

mithin  für  cc  =.  0  ^ 

.t;(— log^)«  =  —  r=  0 
nnd  so 


/ 


^(  —  \ogx)^dx  =  1.2. 3....  71. 


Der  Werth  auf  der  rechten  Seite  ist  das,  dem  Index  n  entspre- 
chende Glied  in  der  Reihe 

1;  1.2;   1.2.3;  l.?.3.4;  etc. 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  auch  für  n  ^=  -—igelten  lassen; 
so  ist 

da; 


/* 


V^—  log^ 

das  dem  Index  = — J  entsprechende  Glied  in  derselben  Reihe. 
Dieser  letzte  Schluss  kann  nur  in  so  fern  gelten,  als  wir  da- 
durch das  letzte  Integral  mit  der  Reihe  in  Beziehung  gebracht 
haben;  dass  dasselbe  aber  wirklich  dem  Gliede  vom  Index  = 
—  l  entspreche,  muss  besonders  bewiesen  werden  und  diess 
hat  Euler  in  der  erwähnten  Abhandlung  zu  zeigen  gesucht. 
Um  hier  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  müssen  wir  auf  jene 
i^bhandlung  verweisen. 

Zu  §.  307.    Von  einer  Gleichstellung  zweier  Integrale  kann 

/dz 
-  einln- 

V  -— log;: 

tegral,  dagegen  V   2J  /  — -  die  Wurzel  aus  einem  solchen 

2T* 
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ist  Nur  für  die  bestimmten  Grenzen  0  iincl  1  geben  beide  den- 
selben Wertb,  woraus  durcbaus  nicht  folgt,  dass  sie  auch  all- 
gemein für  jeden  Werth  von  %  einander  gleich  sein  müssen  • 

Zu  §.  318.    (Figur  32.)     Der  Krümmungshalbmesser  ist  all- 
gemein 

dy\ 
Im  vorliegenden  Falle  ist  nun 

also,  weil  w  >  0  und  w  <  1,  wie  auch  ?^  — 1<0,  für  y  =  0: 

^  __  Q  ^^^  ^L^  =  00  .    Es  wird  daher  der  Krümmungshalbmes- 
dy  dif 


ser  =  —  —  u. 

00 


Zu  §.  341.     Die    Gleichung  v  =  constans    folgt   auch   aus 

der  allgemeinen 

dx  ds  sdv 


welche  für  .t=ä',  2i\so  dx=ids  ergibt:  d^'ü^O  oder  i;z=: constans. 

1  ?/? 

Zu  §.  396.  Aus  jn  >  0  folgt  1-  »?  <  I,   j— ^  >  1  und  -—^ 

>0.     üa  nun  ■      /      J       1       /  /-w»— — ™^ 

so  wird  für  '?/=0  so  wohl  i>=r:0,  als  auch  -y-  =  0  und  es  wird 

dy 

daher    die    Scale   der,    den    Geschwindigkeiten    zukommenden, 

Höhen  die  gerade  Linie  ^C  in  C  berühren. 

Zu  §.  397.     Setzt  man  in  der  Gleichung 

m, 

c .  k  "*-i 


m<l,  also  m  —  1  negativ,  so  geht  dieselbe  über  in 

♦"  1 — m 


c.k    ^-^^ 'U  6'^-^/^"»  —  (1— m).-y 

__JL_  *""    l  ^^ 
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d,  h.  dieselbe,  welche  wir  in  §.  387.  für  diesen  Fall  gefunden 
haben.  Das  Resultat,  welches  wir  daher  hierfür  die  Zeit,  un- 
ter der  Bedingung,  dass  m>l  sei,  erhalten  werden,  gilt  also 
auch ,  wenn  m  <  1. 

Zu  §.  426.     Um  den  Ausdruck 


v^f'°< 


V  e  ~^  {c  -gk)  —  gk^  \fgl/  ^ 


zu  vereinfachen,  multipliciren  wir  jeden  der  Brüche  hinter  dem 
Logarithmenzeichen  im  Zähler  und  Nenner  mit  dem  Zähler,  so 
erhalten  wir: 

log  (\Vc+V^]^\ 
\        c  —  gk        / 


Zu  §.  431.    Aus 

(   250fi/ 


;?:  =  2k  log  /^ ^— ^    —  '>^^0  ^  V',^/: 


folgt  nämlich 

-250t  tl   f 
,2F—  i±l 


e 


V^_  %^i  ^ 


-152  t 


4  Tg  -250t t      S 


2e         '  l+e 
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und  so 

X  ^   250^^^— 2/dog '(■<  ^ 


\e 


Zu  §.  432.    Es  wird 

\\     .  "^  7    {Jb       .     Oß        ,      Oß      oc  . 


/y»«a  /Y>0  /yt 

tAj  tX.  et/ 

1    P        1      F^ 

-öT  ■ p=   etc. 


\k        \k        ivT 

=s  ~— =  —  - — tttt:.  i TTTT,  etc. 

V^^      ^k^fk      mk'^V^k 

Ferner 


^^HV"i-^ 


/er  i(=:^~_£:^  +_^:^  etc 


x^S'x  xSf, 


2 


/7^2   A/     /y. 

-\-    ^    ^  -^    pfp  .  ^     etc 

■^ö^^V^F^  

.  __  ^fx         X      .      X    V/?      ,      x'^  ^"x        . 

. .    — .    -L . -|_ .     etc  • 

s^k     27^      viksfk    imk'^sfk 

Zu  §.  453.    Um   die  Reihe   für   t'  zu  erhalten,   setzen  wir 

\-B.xl^-  Cx^-i-  D.xi  +  ^^i  +  etc, 
woraus  zur  Bestimmung  der  Cceflicienten  Ä,  B,   C>  D,  E  etc: 
die  Gleichungen  folgen: 

J2=^,  '1AB=-^^,  2AC+B^=^^,  2AD  +  -2BC  = 

Es  wird  demnach 

J2  ^    1   oder  J  =    -L,, 

k  V^k 

B  =z  ^    ^        1  l  1 


53 '212  4;^V-y^  2^,k\^k 
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+ 


=  +  j 


\^k     __     _  

■^  1 6Ä3      16Ä3  ^  -  ■  253F  V^/r       '  2* .  3Ä%AF  ' 


2     ^ 


24A4  '  2.%Ä* 
1  1 


\-- 


25 


2     U20Ää     28.  A*      2w.32ä5  ^ 
Wir  haben  daher 


79 


2i^32.5.ä4v"ä 


l  I 


$ 


J 


1 


5<^|  ^ 


^1  ^ 


^ 


fcO 


Dil     CO 


1^ 
b9 


^1      |.>4)!0J     5^11^1 


5, 


03 


a      + 


?^|S^ 


+ 


^ 


J 


5^ 


^ 

s 


^1 


«1 


s^l^ 


fcS      bS 


•f 


et) 


^ 

<, 

^1  s^i 

tvS 

bS 

^ 

5?- 

^ 

^ 

?^ 

^1      " 

+ 

t<^ 

C!1 

Ol 

W 

bS 

?, 

5 


^1 
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Ferner  erhalten  wir  (nach  §.  432,) 

i     +     I     +     i     +     1     +     1     ■* 

C«|  Wi    y=)  k«     *-l  ^-      <t|  tO    Ml  HJ      CJi|  kO     K)|  1-     W|  tO   ^^  .^^^^ 


"l  "l  "l 


^1 


?^l  ^         Ä-i^  ?MH      ^IH       ^1^      ^'^     ^ 


?MH  -^^l 


^1 


5^ 


.^1 

^  II 


_L_       o^i 


I 


CO 


+ 


^ 


^is 


^   +  ^H 


^1 


5^  U^ 


^ 

^ 

^l 


<,ri 


+ 


^  ■ 


-f 


^tUi 


+ 


■^J 


8 

^     I 


l>3 


fcO   I 

CO  I 


fcOl 


.^ 


5^1 


CO 
^11 


-^ 
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Nimmt  man  diese  Glieder  zusammen,  so  erhält   man  die  Zeit 
der  niedersteigenden  Bewegung  durch  x,  oder 

_^.  __  2VJ"    ,   X  Sfx'  ,     x'^S^'x  x^^fx 


Ammk^Sfg 
T^VL  §.  454.    Nimmt  man 

V^.^=:  A,t  +  B,t^  +    C.f«  +  etc. 
an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B»    C 
etc.  die  Gleichungen : 

1  4       .     4^    ,         ^5  n     4C   ,     A^B 


^9         Vy      l20Ä2\r^  V'^      24^2  v^^ 

23040Ä4y^^ 

also   A^^,  B^^'q  .  -J—     ^Z 
4  4       120/^2v^^        210 

"""        2iM5.^2' 

'28 '2^5. 15.^2  5  "~~15. 229.^4 
Zu  §.  457.    Dieses  Beispiel  habe  ich  wieder  durchgerech- 
net, dabei  aber  nur  fünfziffrige  Logarithmen  angewandt;  meine 
Resultate  weichen  bald  mehr,  bald  weniger  von  denen  im  Ori- 
ginal ab.     Ich  erhielt 

L^Z  ^1^41058;  _^^^i^-:.0,01194;  .^^r=f 
4  V/^  ' 'l^^A^.Ji^\'k  '229.15.Ä^\rA: 

=0,00076.    Demnach  wird 

\^x 


=  1,40540,  Sfx  —  2108,1  und  x  =  4444,1  Fuss. 
=  0,9253 --- 0,0161  =  0,9092;   ö  =:  r'-  r  =:5",46  und 


250^  Sfg 

V~k 

t  =  t' +  t—Z4:"ßO;  also  die  Zeit  der  niedersteigenden  Bewe- 
gung r' =  W, 73  und  die  Zeit  des  Aufsteigen«,  t  =  14",27. 
um  die  Höhen  zu  finden,  welche  den  Geschwindigkeiten  zu- 
kommen, womit  die  Kugel   aufzusteigen  anfing  und  niederzu- 
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i&teigen  aufhörte,    wandt  ich  die  vollständigen  Formehi  v':=z  gk 

{e^^l)x\\\Av'=gk{\'--e'^^)  (§.450.)  an,  denn  die  Reihen  (§.456.) 
würden  die  Berechnung  von  10  Gliedern  erfordern,  um  die 
Einheit  richtig  zu  erhalten.    Es  wird 

X  X  ^ 

log    6^  =  0,85778; log (e^—l)=ii 0,79292;  log  (1-e     /7)==:9,93513 

und  log  gk  zzz  6,35218;  also 

V  =  13967  Fuss  und  v'  =:  1938  Fuss. 

Um  zu  untersuchen,  oh  der  gefundene  Werth  von  x  hinreichend 

genau  sei,  setzte  ich  ihn  in  die  vollständige  Formel  (§.450.). 

-|^=:arc.tg.y"j_  1  ^  ,^g  jy"j  +  \r,f_i|  • 

Es  wird  alsdann 

^^A[T^I      =0,39646 

arc.tg^J_l     —  68«J',8    =1,1891    in    Theilen 

des  Radius, 

log^^f  =  0,42889 


•»sV'« 


=  0,39646 


logBr.    \S[S-^^S-\\    -0,71400 

loghyp.jy^f  +  y~,f„lj    -  1,6441 

also 

-•*sf  5I7  +  '»S  !f;+  fH;!  =2,8332  =-^f. 
Oben  hatten  wir   gefunden     .     .     .     .    2,83316.- 
Zu  §.  458.    Es  wird  nämlich  (nach  §.  218.). 


6^2  '^    '2ik^ 

5^2  ^3 


=  2V"5r^    j  1  +^+g^  +  -^  etc.    j 
und  daher 

t=.    +    .'=:4V^   +  tH4^+?£!^ 


k        ~^      24Ä2 
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^    "~32P~  ^*^' 
Zu§.460.  Wir  hatten  hier  1;=  13967  Fuss  =  13967000  Scru- 
pel,  mithin  die  Zeit  des   iViif-   oder^Niedersteigens  im   leeren 

1        _  3737 

Räume  =  TZy^Vv  =     T^F"  =^  ^^  Secunden  (§.220.)  und  beide 

Zeiten  zusammen  z=i  60  Secunden. 

Zu  §.  464.    Ist  k  sehr  gross  und    j    fast     verschwindend 

a 

klein,  so  kann  man  e^r=l-|-  7;  setzen  und  erhält  so 

na 
_  -     log   ^ ~77^^1)a     ,       .-  ) 

Vw  — M — ^- — w+2  y 


+  ■((5: 


« 


4)a+Ä' 


3 


etc. 


Da  aber  A;  sehr  gross  ist,  so  wird  7 — — tt r-7-  sehr  klein 

und  man  kann  die  höhern  Potenzen  gegen  die  erstere  vernach- 
lässigen; so  dass 

n«  -  ""^  _-      _  (n^l)a^        {n  ^  1)^  a^ 

^^  -^  {n'-l)a  +  k  -'''  k  ^  U^ 

-   +  etc. 


A3 

Zu  §.  471.    Setzt  man  in 

wo  Ä  sehr  gross  sein  soll, 

V  •±^  Ax  +  Bx'^^ 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  A  und  B  die  Gleichungen 

—  =:lund   —   r=     —    ^  o^rf'  '^^^^  il  —  (jr und  1?  =  —   7777' 
^^  ff  ^g^Vk  ^\k 

Es  w^ird  daher  sehr  genähert 

'2x  \^gx 
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Zu  §.  472.     Ist  V  ">  gH ,  also  Vv":>g^li ,  so    wird    dv 
_~  .^ (jix  übergehen  m 


Vk 


dv  =: 7=:= (ix. 


Es  nimmt  also  v  ab,   wenn  x  zunimmt.     Dieser   Fall  ist  aber 
imaginär,  weil  v  nicht  grösser  als  g'^k  werden  kann. 
Zu  §.  501.    Es  wird  nämlich 


/-'-='/---'■--¥«-"- 


dx 


k^  ,  x^ —  h^ne^'  ,x 


^As.^•"-^ 


+  n(n~l)Ä2  /  e^x       '^  dx 


=  ke^  ,x^  — -  «ä2  e^  x     - 


-      n— 2 

+  w  {n  —  1)  k^e^  X       -—  etc. 
Zu  §.  502.    Für  7^  +  l  =  4oder7^=r3wird  z.  B. 

X  XX  X  X 

Ce^xHx  =  kei^x'—^k'^e^x'^  +  ^.^k'e^^x  --3  .2kJ^e~^' 
Ebenso  für  7^  +  1  =  5   oder  ti  =  4 

X  X  X  X  X 

PeKxHx  =:  ke^,x'^  —  ^.k^e^x'-\-4:,Zk'e^.x'^  —  4  .  3.2^4^^  ,  x 

+  4.3.2.lÄ^e^. 

ddv  Tix^ — ■" 

Zu  §.  505.    Für  n  positiv  wird   nämlich  -^—2  =— -— -tt^— , 

,     dleli;         .      nf^         ,  ,         -^  ,,  ■  kxn 

für  w  negativ, -^^  =  +  -^— '    ^^  erstem  Falle  also  1^  ™  ^ 

ein  maximum,  im  zweiten  1;  =  — ^  ein  minimum. 
Zu  §.  508.    Aus  der  Gleichung 

a  a 

e"'^  ka         ß^^.Ä^        ^2 
c  =   --  j? — - -^--t: — •  +  --7-  erhalten  wir 
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a 


e\        1    +  7^  +2P  +  6P+^*^- 
j  also  für  a  =.cc 


L______=o. 


0   +  ^  +  Qo  4-Qo  +etc. 

_r  1  1  k^ 

Ferner  e    *^= — —:=.—  ~  0  und   so   c   —  -^  • 

Zu  528.     Es    scheint   mir   nicht  unpassend,   die   in   dieser 
Auflösung  enthaltene  Integration  der  Gleichung 

da: 2hfrdr 

X         fr— h  —  '2h  fr  ^ 
hier  noch    einmal   etwas  ausführlicher    darzustellen.    Man    hat 
die  bekannten  Integralformeln: 

a   +   b.x    \~  cx^         2c       ^   ^     '  ^         2c 

r     dx 

J   a  -\^bx^cx^ 

,    P        dx 

und   /  — TT — i ^ 

J  a+ox-\-cx^ 

,  ^        .  — —  arc.  tff.   {     ^        — -  )  ,  wenn  Aac  >  6^ 

]  1  ,      /6  +  2c.T  --  \^62_:.4a^^ 

iV62  _  4ß^      öV,.6    f  2ca:  +  V62ll4f^^.->^  ^ 

wenn  4«  6'— ^2. 


\        6  (2a  +  6:r)' 

Für  den  ersten  Fall  ist  hier  Sh^f  >  f^  oder  Sk  >  /*;   demnach, 
wenn  man  wie  im  Original  cc  und  ß  statt  A  und  /  einführt 

dx                rdr  ,      ^ 

o  =  —   +  -^ ö r— ö  und  so 

X      *   p  —  lar  +r^ 

C=log..  +  41og(i3-2«,-+r-)  +  |.    ;^^.^^ 
/--2a  +  2r->| 
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=  4  log..^  +.log  (ß^2.  ^  +  ^,).  +  -^^f^^ 


arc.tg.  ^r^=3^~p^  ^  ^^s  iT'^  —  2«^-^  V^'^  + 1^^-^^  + 


a 


V^|3-«2 


/V  V   —   c^^  \ 

Für  o:  =  0^  wird  aber  v  =.  c  und  C  =  log  V  c  +    ATßZZT'i 

f^  « 

arc.  tg,  ^   =:  log.  V  c   +    yyzT^  *  ^  ^• 

Vollständig  also  erhalten  wir 

log  S[~c  +  lj^=fzr^  .  I  71-  ==:  log  Y  i;  --  2(v.r  V^  +  ßx^ 


a 


Für  den  zweiten  Fall  haben  wir  Sk  <^  f  und 

=^Uog(-VX-i-/^^2V^Y^) 

.  /     J_    ,0.  ff-~ifhr^srw=ml\ 

+  2  V~/-2_  üf   ■   V  /  --  4//ir  +  V  /;2  _  8ä yy 

oder  i  log  (-:^^  VF+AV^  -2/.;^^)=^  Y  /ÜLsä^ 

Wl     F=: 7/= 7:^=_-r:=    1    -j-    Const. 

Da  aber  für  x  ^^,  v  ~  c  wird,  vollständig 

■        fv        X   Sl'v  ^^~\         4/        T"" 

^^"  U-  2^VT  +  2A-J  -  V  7^-81- 

oder  

t;  X  V  V         x^ 

^"~  27V^J^     '¥^ 
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Für  den  dritten  Fall  ist  Sk:=zf=zm'^,  also 

IT  +  F^rTW^  ^  ^  '"'^  ^""^  "^^  "*"  '  ^""^  (^  -  A  +  2Ä/r^) 

"^    4Ä/'    •  -~f{2h~fr)    -^  ^''"^^* 

oder  weil  Ä— /r +  2/i/V^=A  (l^SAr +  16ÄV^)  ==Ä(1— 4Är-)^ 
und  für  ^  =  0,  i;  =  c  wird,  vollständig 

Die  der  zurückweichenden  Bewegung  des  Körpers  von  C  ent- 
sprechenden Gleichungen  erhält  man,  indem  man—  \^k  statt 
V^i^  und  also  auch  •—  ß:  statt  a  setzt  Die  den  drei  Fällen 
entsprechenden  Gleichungen  sind  demnach: 

wenn  8A- > /,  ?,  7r-arc.tg.  i^^^  ^^^^^-^J  ^  -    ^— 

log   i/""^  +  "^(^^  V'^  +/^^', 


c 


wenn8/.<A-+    ^-^^   + -g^- 


4  V^/'Ä-t;  +  ^Vf~-a:  Vf—  Sk} 


( 4  Vßv  +  .T  V"^  -f  x  STf—  8/4 

wenn   öä  =   f ,    los  f  ■ 7^-=. —  i  =r  — -^ . 

Zu   §.    529.      Wäre   nicht  4  V^It7  >  x,  so  könnte  entweder 
4  V^^v^ro^oder  4  V^/i;i;    <   ^  sein.    Im  erstem  Falle   würde 


X  1,       /^4  V  A:t;--^-\ 

_.T  +  4V-r  =^  """^''^  t     4  VIT    J  =  -  ^   "•«'•den ; 
also  könnten  nicht    beide    einander   gleich   sein.      Im    zweiten 

Falle  würde TT7T~     ~  —    -rrr=?^  ^^"d  zugleich 

-x\iS  liv  x—iSkv 
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^'^  V.  -JYTT  )  =  ^'^  l — lyw)  =  "^'^"''- 

'Wäre  in  C  die  Geschwindigkeit  V^v   =  S^c,   so      würde 
beim    Anfang     der     zurückweichenden    Bewegung 

—  X  ~  X 

negativ; 


also  keine  Gleichung  möglich.     Für  S^v  ==  0  wird  hingegen 
log  I  -jr==    )  negativ,    weil  .^  <  4  S^lcc    und 

=  —  l,  also  kein  Widerspruch  mehr. 
Zu  §.  533.     Im  Original  ist  von  der  Gleichung 

arc.  tg  r^^^^l 
/  ^  u  -{-  ax  -^ 

der  Ausgang  genommen,   allein  es  nuiss  offenbar,  wie  in   der 
üebersetzung,  u  —*,  ax  statt  u  -\-  ax  gelesen  werden. 

Zu  §.  535.     Diese  drei  geometrischen  Reihen  sind  respec- 
tive : 

Tc  —  y       __  y         —  71  —  y 

e    ^   .V2^;  e    ^  V2/b;  6      ^  " .Vife;   etc. 

—  (7t— 2)  Tg— y         

...  c  ^  .  V^2/c; 

y  —TT — y  —  2  TT— y 

c~^.V27b;  e~^~.V27c;e      "^~".V"2/b;    etc. 

—  (n—  1)  Tg  — y         

...  e  ^  .V^2A'; 

V^^/c     (c  ^    +  c     ^S  ;  V  2/b.   (e"^+  e       ^      C   ;  etc, 

(       —  {n—  \)  71— y  —  ( 71  ~  2  TT  —  y 

...Sf^c    \e  ^  +  e  ^ 

c/ds^ 
Zu  §.  564.    Aus   der  Gleicbung  —  ^~ff~  =  ^*  ~  gy  l^olgt 

—  5^  ^  ^  2  (c— ,/72/)  ^i     Aus   ds'^  =  dx'^    +    dy^    folgt 

aber,  wenn  «/^  constant  ist,  dsdds  i=  dyddy ,  mithin  geht  die 
Gleichung  über  in 

dds                      gdy  .     .  .  \   * 

—f-     ==  —    zr?" \  oder,  weil  dx  constant  ist,  in 

ds  ^{c—gy) 
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Cddf\ 


^^^  C^ J  ^  ^""^    ^^  ""  ^^^  ~  '^-^  ^'"^  *^^  V 


c 


Zu  §.  565.     Um  die  Punkte  auf  AB  zu  erhalten,  in  denen 
die  Curve  ADB  diese  Linie  schneiden  wird,  setzen  wir  in  der 

Gleichung  y  =   —j- ^,2  .  '  2/  ^=  ^  "^^^   erhalten  so  die   bei- 
den Werthe  cc  z=z  0  und  cc  =  — ^— ?  von  denen  der  ersteredem 

9 
Punkte  Ay  der  zvveite  B  entspricht,     üie  Zeit,  während  deren 

der  Körper  sich  oberhalb  AB  befindet,  wird 

__       ^ AB 4^  V"c  ^ 

Zu  §.  569.    DE  wird  ein  maximum,   wenn  dy  =0,   also 
—  —    /,»  "  ===  u  oder  ^  =  — --  ist. 


4^2c 


^ 


Zu  §.  578.     Für  Ja?  =z  constans  erhält  man  aus  ds'^^=^dx^ 

•\-  dy^,  dsdds  =  dyddy,  mithin  geht  der  Ausdruck  des  Krüm- 

ds^  ds"^ .  dii 

mungshalbmessers   r  =:  —  y— ry- iiberinr*=i: —-    ~r~T]'    ^^® 

dx  1 

der  Gleichung  ^,=:         ,      -  erhält  man  aber,  wenn  cZs=con- 

X^dxJ 

,       ^  (ZCZ.T  fZ^Ä  i^dS^^  ,  7  7,  777 

stans    ist,    -7-2"  "=  —  T~2    •   vT"  I     ^"^^  dxdds  =  —  dsddx 
und  so 

d(^a' 

Vergleiche  Grunert's  Archiv  für  Mathematik,  Band  IX., 
Erstes  Heft,  Pag.  60  u.  f. 

Zu  §.  587.     (Fig.  55.)    Für    rechtwinklige  Coordinaten   hat 
man  den   allgemeinen  Ausdruck  des  Krümmungshalbmessers 

ds^      

dxddy — dyddx' 
Um  Polarcoordinaten  einzuführen,  setzen   wir  den  Radius 
Eulcr's  Mechanik.  I.  28 
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Vector  =  Q  und  den  Winkel,  welchen  derselbe  mit  einer  festen 
Axe  bildet,  =  v;  alsdann  wird  bekanntlich 
dx  =  Q  smv  dv  —  cosi;  dq,  dy  =  q  cost;  dv  -f  sini?  dq, 
ds^  =    Q^dv'^   +    dq'^ 
und  wenn  man  v  als   urveränderlich,   also  dv  als   constant    an- 
nimmt: 

ddx  =  q  co^vdv'^  +  2  ^mvdqdv  —  cos fricZ^  und  ddy 
=z  ~  q  ^invdv'^  +  2  cos  vdqdv  +  sinv^Z^/^. 

Führt  man  diese  Werthe  in   den  obigen  Ausdruck   von   r    ein, 
so  ergibt  sich  nach  kurzer  Reduction 

_  ds^ 

^  "~"   q^dv'^yidqMv—qdvddq' 

Um  die  hiesige  Bezeichnung  einzuführen,  müssen  wir  y  statt  q 

d'CC 
und     —    statt  dv  setzen  und  haben  so 

y 

iids^ 
r  = -~ 


dx^  +  '^dip'dx  —  ydxddy 

Setzen  wir  den  Winkel  DCM  ~:  v,    also  MCm  ~  dvy   so  ist 

dx  =  ydv  und,  da  dv  constant  ist 

, ,              ,    j           dvdx 
ddx  "=.   dydv  -=z  -^ . 

Ferner  folgt  aus 

pdy  ^:==-  dx  yy'^—p'^ 

pdd.j=ddx  V'p^^   +   dx.  ^^^^--  ^  dydp 

^i^ä^      yd^_dpd^_ 

y  p  dy  ^  ^ 

und  daher 

dx^  +  'Idy'^dx  -  ydxddy  =  dx^  +  2dyMx  —  dxdy'^ 

__  y^^^^'^    ,    ydxdpds^ dsMp 

p        ^        pdy  dy 

indem 

ds  =  ^  =  S^d^+d^, 

Wir  erhalten  daher  endlich 

j  o  dy  ydy 

^        '   ds^dp  dp 

Zu  §.  601.    Setzt  man  ^  ACM  ==:  w  und  MCm  —  dw,  so 
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ist  Mr  =  ydiv,  y  sin  w^=z  und  y  cos  «o  =:=  vT;  also  Mr^=:ydw 

==  ^  dz  -  -'  dx=.  -  yf_±_^M. 
y  y  \fy^—x^ 

^    .    ;t^  =  arc.  sin.  ^«.  =  a,  folgt  sin  a 

VI  —  u"^ 

—  4^  ^t  ^  P       du  , 

—  u,    ig  u    =z    ■—•  und   so    /  77===   —    arc.    tg. 

VVT=^-'  *  

Allgemein  hat  man  aber  arc.t2:.iS= 7,-=^  log   |  -^^; — r==     |^ 

wir  erhalten  daher 

/     -7^==^  —    -::=::;     OSJ    f  ,.  7=:-     i   •      EbcnSO 

.  ,  p    X  dZ         ^  .     ^z->w  ;i 

""V  V^^^  ^  '  ""•  ""•  UJ  =  2"V^  X 

,ogr^^;^3+i^i, 

also 

log  r^r=i7^+ü^::Ei-^  ^  log  ri:3E?!±^:^^-|' 

+    Const. 
Für  M  =  0,  werde  Z  =  C;  alsdann  erhalten  wir  vollständig 

V.  V.32  ^  z^  —  Z  VZTi  J  ' 
Um  aus  dieser  Gleichung  den  Werth   von   u   herzuleiten,    sul> 
trahiren  wir  auf  beiden  Seiten  1 ,  so  entsteht: 

1) 


[{ V j2 _  (72  _  c  vz:]}^-.  {Vj2_  ^2  _^_  ^^"rria 


v"^2  — c^+ev— 11^  SVj2_,2:2~zV~^i] 


z=   -^  der  Kurze  wegen. 


28* 
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Man  kann  aber  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  eine  andere 
ableiten,  indem  man  sie  reciprok  ansetzt  und  alsdann  die  Nenner 
rational  macht.  Thut  man  diess  und  zieht  die  Wurzel  aus,  so 
erhält  man 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  in  1)    so  erhält  man 

M 

I    i    ______        4 

m 


und  u 


I— {  vi2zrc2+  cv"iiT}^  { V32— Z2 --zvirri^^j 

2.J^^V3T. 
Diese    Gleichung   wird  reell,    wenn   l  eine  rationale    Zahl    ist. 
Setzt  man  nämlich  der  Kürze  wegen  \^A^ — C^^yund  yA^ — Z^ 
=:  f,  so  wird  der  Zähler 

-  (y -  c\r~-1^a  +  z  sr^^  ^  (y+  cv^~T/ 

(j  _  Z  V-l/  =2AyJ  (ö'-ö;  V^  -1  etc, 

d.  h.  einer  Reihe  von  Gliedern,   w  eiche   alle  den    Factor  t  — -1 
enthalten,  so  dass  man  mit  diesem  heben  kann. 

Zu  §.  607.    Schreibt  man  nämlich  die  Gleichung   (§.  605.) 
folgendermassen : 


so  kann  man  diese  auf  ähnliche  Weise   in   Bezug   auf  Z,   wie 
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obige  in  Bezug  auf  u  auflösen  und   erhält   alsdann  mutatis  mu- 
tandis  die  im  Texte  stehende  Gleichung. 

Zu  §.  608,    Unmittelbar   erhält  man,    indem    man    in    der 
Gleichung  (§.  605.)  A  =  —  ^  setzt,  die  folgende 


2^-1 
1 


^X 


1 


allein  diese  lässt   sich  leicht  in    die,  im   Texte  befindliche  um- 
formen. 

Für  die  folgende,    in  Bezug  auf  Z    aufgelöste,  Gleichung 
steht  im  Original  diese: 

i 


Z 


fx 


2  V—  r 

Zu  §.  615.     Es  ist  allgemein  a' =  — -(§.  611.)unddac>   J^, 

a^  >  G. 

Zu  §.  616.    (Fig.  58.)    Ut  AOAC  oder  a'  >  a, 

so  wird  CM  <  C7II/+  CC 
aber         C 31  ^  CA  ^^  CC , 
mithin      CJ    <  CM; 
also  entfernt  sich  der  Körper  vom  Mittelpunkte  der  Kräfte. 
Ist  aber  AC"  s;  AC  oder  a"  <  a\  so  haben  wir 

ClW  <  C'' Jf'  +  CC" 
C"M'=  C"A, 
mithin    CM'  <  C"A   +  CC"  oder  CM' <  CJ; 
in  diesem  Falle  nähert  sich  also  der  Körper  jenem  Mittelpunkte. 
Zu  §.  631.    Aus^  = 

\   'I  +  -TAT"  ^*  ^     4«V  -^ 


Hosted  by 


Google 


438  Änmerkimgen  und   Erläuterungen, 


V^^T^  -  2. 


^  +        kaP-cf 

also 

ady  Sflc.f —  J  dg 

Zu    §.    633.     Setzt    man    der    Kurze    wegen    JC  =  «  und 
CD  ==  ß,  so  wird 

MT---CM-     \.-       ÄD-.CM--^CM^^AC-,CD^ 

_   { (g^  + 13^)  —  (^^  +  z^)  1  (x^  +  :^^)  —  c^^^^ 
Da  nun  ^^  ^  ^2  __  J32  ^  ^1 — ^-fl- ,  ^2  _|,  ß2  _  ^2  _  ;52-::(,2 
—  «- ;.  SO  wird 


\\-=je\^ 


~  AC.  CD  VAÜ'^  —   Ol* 

ZuS.o40.  üersmuswird^:- =    .,    „  ,  „  ^=3^-Ji--^===— — - 
"  y        ^  ißdtß—%jxdydx -\- ißdx^ 


V^y^dy'^ — 2uyMy  (udylydu)  -\- y'^{udy-\-ydu)'^ 


also    — 


Für  u=i\,  nimmt  derselbe   die   Form  tt  an  und  daher  ist  der 
Werth  des  Sinus  unbestimmt. 

Zu  §.  641.    Aus  2!  +  |i  z=  1  und   j2^^2__^,2^   f^igt  (a^ 

—  6^) ^2  --  a2y2_^2^2  „nd  so  ^=ltrf!l!zi^  ~- 
^  y      yi       a^^b'^      ~ 
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=v^- 


Vipv'^+y'^  +  Afivy'^      ^     2       \/^ Af^^  v^  +  y"^  +  ^f  Ivy"^  ' 
weil  a^—fv  =  i2/^+^V"47^^^H^MT7^^~ 

Zu  §.  644.     Aus  y  =  -^^ wird  dy  ^  JJ^ y 

und  fL:0_£-=:  y^^ — ~~  .     Ferner  wird 
^/ze        _        ' dq 


\^(^0"-'' 


Aus  u  =  yVJ^-c^-^^v;^^_^^  f^,^  (,,j2^  cV^^-'^^f 

^4^  

=  //2  (j[2  _  (72)  oder  2^2 J4  ^  2  6\^^2 Vl[^^2  +  C^  J^  _  ^^^^^ 

=  q^A^-^q^C^  und  CH  wV'"^^"-!^^  :=:  ^V^lZI^. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen  J[ Cr  —  «  —  — — -/ und   DG   ■=.  ß 

==  — .,  so  wnd 

aber    Vci^^^^—.  ^  -tttit-^^^ ^—  75 ^  crn^ S'    ^'^^ 

C(t   der  halbe   Abstand  beider  Brennpunkte.    Ferner   der   Pa- 
rameter  =  -i— rm-— — — , 

Zu  §.  645.     Setzt  man   in   §.  274:  q-=zEC,   b~a,   h^=.c 
und  71  ~ — 2,  so  wird 

EC  -  — ^t =z_i^^__. 

L  ~   ^        /^ — ac 

Zu  §.   647.     Setzt  man    in   der    Gleichung   f^%^  =:  ^-^ 
—  iact^if^ — ac)  (§.  644.),    um   den  Anfangspunkt   nach  A   zu 

verlegen,  i  =  ^ ,' •  —  r,  so  geht  sie,  für  c  —  '—  5  über  in 

z^  =  4aT,  die  bekannte  Gleichung  der  Parabel. 
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Tax  §.  651.    Man  kann  hier  noch  den  dritten  Fall  hinzufü- 
gen, dass  6rC  =:  0  wird   oder   C  in   den  Mittelpunkt    G  fällt, 

wenn   c  =  Jr- . 

Zu  §.  655.    Für  c  =  0  wird  nämlich  «  =  Ja  und  |3  =  0. 

Zu  §.  656.    Aus  V  :=::(r  —  ^^y(^-y^    erhalten    wir,    weil 

ay 

ea^sTe^-el 


un 


d  \fc 


if% . Ml 1  (E-y) 

=.—4X5:  — (§,6520,.^^^^ 

E4^\^E'^--EL  E^VE^--EL 

2/.— -2 

_p{E--'y){2E-~L4:'2VE^^EL} 
"~  y{E±\^E^—EL]'^ 

=:  P(E-y)\^E'-*L±^V~W^^=lEL\  ^PJE-^tj) 
2/ 1 2J^2  __  EL  ±  lE^fE^^-EL  ]  % 

Es  ist  cos  MCP  =  -  =:  C^-———  =  ^      Ar 

E±\fE^-EU 

_  {2yE  -  JgL)  { i;  j:  V£^ -- ^X) 

22/  V^E^Z^EI]  V^£2"=7EL4:E  ! 

2%-E.li^ 


_    2£2/  •-  EL  _  ^         -"  /• 


22/ \rE^-EL      22/  ^ E^-E  .  ^^ 


^E~ 


fi 


^f^FJ^^-iEs'^vy'^P 
_  £  P-'ls'^vy ^  P-Is^vy 

Zu  4  657. 

Für  f^^vy  wird  nämlich  £  positiv     und  DH  reell, 
„    P<,vy  .  ,,  „         £  negativ      „     Diö^  imaginär, 

„    p^ivy     „  „         £  :=  QO         ,,     DH  :=^  ^, 

Zu  §.  660.  Zunächst  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  in 
der  Reihefolge  der  §§.  ein  Sprung  im  Original  stattfindet,  in- 
dem auf  §.  659.   gleich  §.  666.  folgt.     Ich  habe  diesen  Fehlei 
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\^354936 

Zu  §.  662.    Da  P  =  227512  und  allgemein  v 

so  wird   c  = 


nicht  beibehalten,    sondern  ihn  berichtigt,  was   ich  etwa  vor- 
kommender Citate  wegen  bemerke. 

Zu  §.  660.  Setzt  man  die  Kraft  der  Sonne  im  Abstände 
t,  d  h.  des  Erdhalbmessers,  =  S,  die  Kraft  derselben  im  Ab- 
stände 477 .  t  =  S\  so  ist 

S:S'  =z  477^:1. 
Wird  aber  die  Anziehung  der  Erde,  im  gleichen  Abstände  wie 
die  Sonne,  —  T  gesetzt,  so  haben  wir 

S:T  =  227512:1; 
mithin  S'  =  7\  weil  477^  =:  227512. 

Nach   den  neuern   Bestimmungen    nmss  statt  der    letztern 
Zahl  gesetzt  werden  354936  und  daher  auch,  statt  477  die  Zahl 
596. 

Ey 
227612.  AF _  227512. 2 JF _  227512. (Jg-Z>) 
E,AC     "~    2. ACE  {E  +  1))E 

Beim  Nachrechnen  mit  den,  im  Original   für  die  einzelnen 
Planeten  angegebenen,  Zahlen   fand  Ich  die  Werthe  von   c  et- 
was verschieden;  nämlich 
für  den  Merkur  c  =  9,278;  die  Venus  c=  7,512;  die  Erde 
c  =  5,312;  den  Mars  c  =  2,995;   den  Jupiter  c  =  0,9615; 
den  Saturn  c  =  0,5153. 
Ich  habe  ausserdem  die  Rechnung  mit  den  neuern  Daten  wie- 
derholt,  welche  ich    der  bereits    erwähnten   Abhandlung  Han- 
sen's    entnommen   habe.     Nach    derselben  ist   die   Masse    der 
Sonne  =  354936,  wenn   die  der  Erde  =  1  gesetzt  wird.     Fer- 
ner ist  die  halbe  grosse  Axe  der  Erdbahn    12027mal  so  gross 
als  der  Durchmesser  der  Erde,  oder  die  grosse  Axe  der  erstem 
48108mal   so  gross,  als  der   Halbmesser   der  Erde.    Aus    den 
dortigen   Angaben    der   grossen   Axen   und  Excentricitäten  der 
Planetenbahnen  habe  ich  dann  die  Werthe,  wie  im  Original,  in 
Halbmessern  der  Erde  ausgedrückt  und  dann  nach   der  Formel 
_  354936. (jE;  —  />) 
^^        {E  +  D)E 

gerechnet.     Hiernach  hat  sich  ergeben ; 

für  den  Merkur  £  =  18622,  D=:3829  u.  c=:  12,599,  V"c  =  3,549 
„  die  Venus  £==34798,  Z)=  239  „  c= 10,061;  \^c=: 3,172 
,     „     Erde      £  =  48108,  />=  808    „  c=  7,134;  V^c=  2,671 
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für  den  Mars  £=73302,  i>r=:6833  „  cr=^  4016;  V^c=r 2,004; 
„  „  Jupiter  £==250295,  i)  =  12055  ,,  c=  1,288;  V^c^U35; 
„    „  Saturn  £  =r  458895,  i)  =  25767  „  c=  0,691;  V^=: 0,831 

Die  Werthe  von  V^c  in  der  letzten  Rubrik  bezeichnen  die  line- 
aren Geschwindigkeiten  der  Planeten  in  ihren  Sonnennähen 
ausgedrückt  in  Erdhalbmessern. 

Zu  665.   IL    (Figur  64.)    Axxs   der  Gleiehung  y  =  —-^ 

folgt  auch  yt  ~  (a — ?/)  6.  Schlägt  man  daher  aus  C  mit  C31 
den  Kreisbogen  MQ  und  errichtet  in  Q  das  Perpendikel  QB, 
welches  die  Tangente  AD  in  B  schneidet;  so  ist  3IQ  =  yt, 
AQ  =  a^-^y,  tgBAQ  =  0;  also  MQ  =  BQ. 

Zu  §.  665.  III.    Um  aus  der  Gleichung 


den  Werth  von  y  herzuleiten,  haben  wir  zunächst 
Quadrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhalten  wir 

2fVV— (ffts 


oder  g-^jd  -  l)^ ,ß^ aV^^     _ (5 _ i) ^2 j A^'d^i^li^) 
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also  1   ^^«'^     ^^^    tVr(a^-A^)"(a^-6A^)-ft^+^A^i 

Zu  §.  665.  IV.     Statt  der  Gleichung  t  =      ;il,.:__  arc.sin. 
I  (7%/  -_ — ^  I  -f  Const.  kuimen  wir  schreiben —^ — 

=  arc.shi.  f  —  j  +  Cofist. ,  wo  V     ^  "^^    =:  D  gesetzt  ist. 
Für  y  =  a  wird  aber  t=0,  also  0  =r  arc.  sin  I  —  1+ Const. 

also  voHstandie -7== =  arc.sin|  —    |  —  arc.  sm  I  —  I. 

Allgemein  ist  aber  arc. sin.  cc  —  arc,sin.|S=:  arc.  sin.{a  \^l~ß^ 

—  ßVT^a^},  mithin -hier 

-1 ^.^—zzrarc.sin.  ]  —  \   1^-——  -- y   1 - 

r^arc.sin.  (^  *  Va'^  — ii^j— V^^i^^^"^!-)) 

Aus  GLiGN=  S^öh^-a'^ihVTM^t  GN  =  -^lA^  rrr  ^ 

V^^A2-~a2 

-  ^^^      arc.  sin.  r^  \^a^- i>^-i>  V^^-"^' 


c.  sin.  r/>  Y  g--  i^^-/y  Y  r—^^^ 


also 


V  M2-a2  V  «3/ 

,i„f,.^i^!E^%sinGi==i^:=.^^^^ 

Ray  =  DSfxt^-'U^—DSfy'^—U^, 

und  R^a'^y'^  —IRDaySfliF'^^Ü^  -V  B'^aP-  ^  D'^y'^  oder  y  :=: 
aPR  V^^^Z.  1)2  _  ali2  sflZrBß. 
ctPR^—D^ 
Zu  §.  667.     Das  Element  der  Zeit,  welche  der  Körper  zur 
Durchlaufung  des  Bogens  A3I  braucht,  ist 

dT  =   —E^M=.z=:  =  J^^  ^^ 

a  M     2    ^'^         «2 


«3/% 


■vfV^ 


2 


,  mithin 
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.2 


.^.  -|-  Const;  also 

Zu  §.  671.    Da  ^/cZ^-  -  ~^^^t.,  so  wird  ds^=:y^dt'^ 

und  ^  Z3 -/!  -/!+/:!.  ^  r(^^-^^).^/^+  Ä\  also 
T^T  __    d^^    ahydy  V^2  ^y, «%  V^2 

+  Coust.  und  0  =:  i^^A^!y;^J +  Coiist. 

mithin  endlich 

rp  ah  (a  —  y)  \^2   2a(a^y)0. 

Zu  §.  673.    Nach  §.  665.  111.  wird  3^  =  oo ,  wenn 
c       hV2      «^(ö-l)  — {V^ö(a2— /t2)_  V"^2Zrgpj2  ^  0 


oder   -^^_  ^  log( ^,.,-zri  )  ^''  ^-   ^   = 


I02  (  — =r^:::i= — --;,=-:;rr^    1    angenommen    wird. 

Ist  ^<1,  so  wird  t  imaginär,  also  existirt  kein  Ort,  in  welchem 
2/=:a).     Ist  ^  =  1,  so  wird  t  =  — logO=:roo  ;  allein  in  diesem 

^2  f-a 

Falle  hahen  wir  ö  :=:  —.  =:z  l,    also  c  =  -^ö-  ^^^d  so  die  Curve 

eine  logarithmische  Spirale  (§,  665.  I.). 

(Figur  65.)  Errichtet  man  in  C  ein  Perpendikel  CG  auf 
AC,  welches  die  verlängerte  Tangente  AB  in  G  schneidet,  so 
wird  CG  =  a&  (§.  665.  IL).  Macht  man  nun  das  verlängerte 
Perpendikel  CD,  d.  h.  CE=:CG=a8  und  zieht  EF^AD,  so 
wird  EF  die  Asymptote  sein,  welcher  sich  die  Curve  MA  be- 
ständig nähert.  Fällt  man  nämlich  von  M  das  Perpendikel 
3IJS  auf  CD,  so   wird   NC  ==  MC  cos  MCN  ==  ysmCt-\-  ®)  y 
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wenn  t  und  0  homogen  in  Secunclen  oder  in  Theilen  des  Ra- 
dius ausgedrückt  sind.  Wir  erhalten  dalier,  indem  wir  den 
Werth  von  y  substituireii ,  allgemein 

und  für  t  =■  —0  oder  if-|-(9  =  0,  wo  y=-<X)   wird,  NC  —  a@. 
Zu   §.  675.     Führen   wir  zur  Bestimmung  der  Constanten 
C    die    Werthe    ?i=l,     y  z=:  a,  q  =  —  und  r:=zi  in  die  ge 
fundene  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir; 

V¥  _     _    _  sl"^ 

2  V_l  =  (_  VI-T)  '         { ^1— C2—  CV-1  ] — ( V-l )  ' 
IstV  -^    gerade    und  von   der  Form  4»?  +  2,    so  wird   (  — 

i^=T)^     "^     =(^=T)'      "^  =-1;   also21^-l=2CV=T 
Y  ^Ili  gerade  und  von  der  Form  4m +  4, 

so  wird  (-VZ^y  =(^^=T)  =  +  1;  also  2-^^-1 

=  — 2CV— T  oder  C  =  — 1.   Ist  ^    —-ungerade  und  von  der 

Form  4w+l,  so  wird  (--1^-1)         '^    ==:— (VHI)  "^    =:=  ~ 

V"=^l;  also  24^^  =-2Vr=rc2.^III  und  C  =  0.     Ist-end- 


und  C  =  +  1.     Ist 


lieh 


4/  !___    ungerade    und    von    der    Form    4/i-|-3,    so    wird 

\f^  i/"^  __  _ 

=  2^1— C^  ^^    und   C  —  0.     Da  nun  ferner  ^1— tt«  = 
^^if^^l^y — 1^  so  wird,  für  V    -~—  gerade  oder  ungerade, 

__      __  v^ V"^ 
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VIi;  oder  2r  =  {zi-|-V"^-i:ij^      ^    ^^j^^^V^zT^ZTip 
Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  der  Gleichung 


\Vl-C2_cV_i 


2V"-1 

\[z  _     ys 

indem  man  die  eben  gefundenen  Werthe  von  C  substituirt, 

u  = 

"       y^     71        ^ ^       y      y        ' 

2V— 1 

,  iTH  iTIZ 


Zu  §.,  676.     Für  l/  ^^  =  2  erhalten  wir 

«  =  2^  j  { «  +  1^^^?^P+  {a-  V^=^]^  j  =  J 
oder  2^?/  =  4a2__22/2. 

(Figur  66.).    Da  allgemein  TM.-^-  =  z  und  hier   ^~  = 

■        ^  ^'^    "  (4a2  _  ^2^  ^  (4^,2  _  ^2)-^  (2^2  -  ^2) 

und  TMz=z<x)  ,  wenn  da^— z^  =  0  oder  z  =  2a,  in  welchem 
Falle  der  Zähler  vom  TM  =  16«^  wird;  wogegen  für  2a^— z^ 
~  0,  der  Zähler  ==:  0  werden  würde. 

Für  z  ~  2a,  wird  aber  -r-  =—  =  0,  weil  .r— —  co;  also 
fix        X 

die  Asymptote  im  Abstände  2«  parallel  mit  AM. 
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Zu  §.  679.     Aus 

du        _  adyV~k''^^—a^+^ 


folgt  für  k  :=  a,  wo  6'  =  0  ist,  ^/m  =  0,  also  u  =  constans. 
Da  aber  allgemein  cc^=uy  und  für  y=:a,  x^==^a,  also  a=:ua 
wird;  so  muss  2^  nothwendig  zzr  1  werden. 

Für  kzzzcc    und  7i  +  l>0  folgt  aus  derselben  Gleichung 

du      ady 

tTH^  "^  2/1^— «2-1-2/2' 

Nun  ist    /  ^-^  zrr  —  arc.  cos.  u\    ferner    weil    allgemein 

I -  —  =  — ^  arc.  tg.    I  -- —      ^^  I 

/    xV-a+ßx  +  yx'^       Vci  K.2VaV'--a  +  ßx-i-yxO 

ist, 

f—^^ =.  arctg.  r^JTl^l  > 

also  arc. cos. 2^  =  arctg.  |  ---  —    §  +  Consi 

VV^-a^  +  2/^J 

Aus  arc.  tg.  a  :==:  ;9  folgt  arc. cos.c<=  ■  '  --,  mithin  haben  wir 

T  1  4-p2 


arc.  COS.  ?/ ~  arc.  cos.  |      3/       ^^    |    -f  Const. 

Für  y  •=:  a,    wird  x  :=:  a  und  m  =  —  =:  1,  demnach 

arc. cos. J   =:  arc. cos. 0  +  Const.;  Const.  =  — ^tv 


arc.  cos.  r/  3zarc.  cos 


C^o  -  '.'■■ 


u  :=z  sin  1   arc.  cos.  _J/^ZIJ^  |. 
Da  aber  aus  arc.cos.  (Y=:p,  folgt  sinp  =  V^l  —  o;^ 

w  =  V  1  —  '^-^^^^ —  =   —  oder  uy  =:  a:=  x  und  für  y=.a,  xr=:a, 
1  y-  y 

also  ua^=a,  mithin  wieder  u=l. 
Aus  der  Gleichung 

m — ^       m — -2 ^  

22/""2-^_i  :::^  |  i^/"i_w2  _,.  ^VZ?!        2    .(Va'^»-^  _  (;2  ^    CV"-!} 


;  V  1— W2„,,1/^_lt     2     j4^,t"*-2  -  C2   -  Cl'^-l 
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folgt  für  M=:l  und  also  ?/"« 

»1 — «2 

w — 2) 

d.  h.  wie  §.  675.     C  ^  0  oder  rrr  +«~^ 
und  so 

m— 2  m—2         m—^     ni—i      

7«— 2  m— 2     m — 2       

4:{^^„^,-i2z:i}-T-.(^zii)-T-ß-2-  Y-^\ 

und 

m— *>  m--2  wi— 2  wi— 2 ffl— 2 

%~2-    =«      2       j„+4^„2_lS     2      ^„       2    ;„_'rj,2_lj       2    . 

Zu§.  681.  Für  m=:0  würde  c~      .    ,  ,,  ,.      —   t-^~\ 

~  /"  log   ('—  \  :=z  cci,  weil  k^=^Qc , 

Für  m  negativ  wird 

7^:'«  — a"* 

C  =:r:   : -.   =z   qq  . 

Zu  §.  682.    Die  allgemeine  Gleichung  ergibt  für  n  =  — 2 
oder  m=:l 

4^-i_.2a-i=:a-i^  it^  + V"^l2Zri }-i  4- }^^„|^^i2lll 

3/  '^     "  ^,2„(^2„l)  2^^ 3^' 

(Figur  67.)    Aus   2a  =  ^  +  3^  und  ^^zrf^M^   folgt  9« 
=^  +  V^^+5^^  oder  z2=4a(« — cc),     Diess   ist   die  Gleichung 
einer  Parabel   AP,   deren  Axe  AC ,    Scheitelpunkt  A,   Brenn- 
punkt C,  Abscisse  AM  =z  AC —  C3I  =:  a  —  cc  und  Ordinate 
PM=  z  ist. 

Zu  §.  687.     Setzen  wir  in  der  Gleichung  (^2  _|_  ^2)2  ^  tt2^^.2 
—  a%2,  ^  =  0;  so  erhalten  wir 

T^{z^  +  a^)  =r  0, 
woraus  man  nur  den  Werth  z  =  0  benutzen  kann ;,  indem  die 
beiden  andern  2;  =  +  a  V — 1  imaginär  werden.  Dasselbe  gilt, 
wenn  man  cc  =  a  setzt,  indem  alsdann  aus  der  resultirenden 
Gleichung  2^(2^ +  3«^)  r=:  0,  5;  =  db  «V^ — ^  imaginär,  also  nur 
2  —  0  als  reeller  Werth  folgt. 
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Zu  §.  696.     Bezeichnen  wir  die  zu  suchende  Normalkraft 
mit  N   und   die   Tangentialkraft    mit    1\    so   haben    wir  z.  B. 
cc.AM:N:T  --  A3I:Aa:Ma,  woraus  iV  und  T  folgt. 
Aus 
a.Aa  +  ß.Bb  i-y.Cc  ^  {a  +  ß+y)Oo  und  -^a.Ma  +  ß.Mb 
^y,Mc  =  {a  +  ß+y).3Io 
folgt  nämlich 

{a.Aa^\-ß.Bb  +  y,C<i]'^-i-{  —  a,3Ia-i-ß.Mb-\-y,Mc}^ 

=^  (c<f  +  ß  +  y)2,M02. 
Zu  §.  703.     Da  iS.MRSco  MSTcoBlTV,  so  haben  wir 
3IR:3IS  =  MS-.MT  =  MTiMV  =  ^/äuZ^,  also  Mß  :  MV 
==■  cW^idx^  und  weil  MR  =  r^ 

71/17  rdx 

Zu  §.  711.  (Figur  75.)  Es  seien  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  des  Punktes  Jl/,  in  Bezug  auf  die  grosse  Axe  als  Ab- 
scissenaxe  und  den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt,  z  und  ^;  so 
wird 

,/2    =   Z^+.t2,     22   ^   ^    (ö^-^^)     und     ^i?-=:-^.^. 

''  '    a^  dx  a^    % 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  verlängerte  Tangente 
TM  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  mit  a,  so  haben  wir 
^  d%        1  f  ^      t     ^     '  — zdx-\'xdz  ^^ 

—  zdx  +  xdz  dz 

sin«    — ♦       ^  mrrr: 

oder 

xdz — zdx 

Substituirt  man  aber  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  dx  =r 

—  -nr—  >  so  erhalt  man 
b^x 

^             V"a4z2_|-6%2 
Aus  2^  =  ^  (a^_^2)  und  iy2::i=:22+  .r'^  folgt   aber   "^  +  ^ 
=  1,  ^^  =  — ^^ — j--^  und   2^  ::-   — ~ 7s^>  demnach,  wenn 

ß2  __  ^2  f^2  —  ^2 

Euler's  Mechanik.  I.  29 
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wir  diese  Werthe  in  die  letzte  Formel  von  p  substitiiiren,  nach 
kurzer  Reduetion 

ab 


P 


Zu  §.  712.     (Figur  76.)    Bebalten  wir  die  Bezeichnung  der 

vorhergehenden  Anmerkung  bei,  setzen  aber  ausserdem  FC  = 

V^a^  —  6^  =  ae,  so  wird,  wenn  w^ir  CT,    das  vorige  p,  jetzt 

p'  und  CM,  das  vorige  ?/  jetzt  y'  nennen,   hingegen   nun  FM 

=  */  nnd  FT'  —  p  setzen : 

,   ,          .                  ab  -{-  bex 
p  ^=z  p'  ^  ae  sin  a  =  -7: —  , 

indem  wie  oben 

b^a;  bx  ,  i 

sm  u  =  — -■' =  -     ■   —   wird. 

Aus  der  bekannten  Gleichung 

F2i)!/2_f.FM2==:2.  CM2+2.FC2  oder  7/H(2a— 2/)2=2/H2a2c2 

=  2i/'2_^9a2— 262 
folgt  aber  «^  +  b*^—-y'^  =^  2ay  —  ^/^  =  yCia-^y);  ferner  aus 
7/2  =  z2  + (ae-|-:i:)2^  ^^  ::!=  2^  —  a;  daher  erhalten  wir 

p  =  -jJl=  und  ;,2  ^  ^2L. 
^/^if{2a-y)  'ia-y 

Setzen  wir  nun   die   grosse  Axe  2a  =  A  und  den  Parameter 
—  =  i;  so  wird  6^  =  J^L  und  daher 

4p2  =  :^2/ 


ae 

__i      UL„  „  _  ^ 


Zu  §.  716.     Da  T  =  i^ae  ^^^  ^  ^  2^^Areae^  ^^  ^.^^ 


T:t  =  -i—  :  -JL^  oder  clfi:y0'i  =  t^:  T^. 
Ferner  P:n  =  liSlE..IldlK  -  JL  -IhSE  _  fi  cV^ 

oder  P:n  =  £P:2EJ^ 

Zu  §.  723.    Nach  §.  589.  ist  v  =^~;  hier  aber  ist  »  = 
C®  =  «^^  und  h  =  «,   also  .  =  -fijL  oder  «  =  J^^ 
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Zu  §.  724.  Aus  Mn  iMv=:il:w  folgt  3Iv  —  3In  :Mv  =  w 
—  l:w,  d.  h.  weil  Blv-^Mn  ^  nv  und  BIv  =:  '^I^isUnv  — 

fcBÄ.  f™»  u.  |J,=  IJ  =^, ..  I  „eich  a.„ 

Element  des  Winkels,   welches  die  Bahn  beschreibt,  während 
der  Körper  den  Bogen  A' 31'  zurücklegt.    Wir  haben  daher 

j^^ä,AtA — ., 

Wir  haben  ferner  noch 

it?  —  l:]  ™  nv\Mn  ~  tiCviMCn. 

Zu  §.  727.  Es  wird  A'CA  r=  Oi;^!)-/'^!^  ==  (t,,--!) 
fM^l  :=:  (iv^l)  TM'Cni'  =:  (m-^l) .  A' CM[. 

Zu  §.  729.  Für  w  =  ~1  wird  nämlich  «ü^ — 1  =  0  und 
«I?  — l:lr=r-^2:l  (§.  724.) 

Zu  §,  730.     Für  tc?>l,  also  auch  t{?2>  1  und  iv'^  —  1  posi- 

tiv  wird  /^  =  — 5^—  +  - — ^~^-~~^ ^  um  so  grosser,    le   erös- 

phly  2/  o  '   j      » 

ser  w  ist;  umgekehrt  wird  für  w<l,  w^  <  1  und  tv'^ — 1  nega- 
tiv P  desto  kleiner,  je  grosser  w  ist. 

Zu  §.  731.  Für  t(;  =  0  wird  e^~- 1:1  =r.  —1:1  (§.724.). 
Ferner  ersieht  man  aus  c  =  0  unmittelbar,  dass  der  Körper 
sich  nicht  von  der  Linie  CA'  entfernen  kann. 

Zu  §.  732.:  Es  wird  für  «;  =  +7z,  V^z=.-— -  und  Üir  w 
cf  ^  np 

:::=— .7,     y^^— .    lerner  ist  allgemein    /   — —   :=z  — 

np  t/     ^^ 

2 

—^,  also  für  w  ^=^  -{-n  und  t^  =  —  n  identisch;    daher   ist  es 

auch  P  in  beiden  Fällen. 


Zu  §.  738.    Es  wird  nämlich  die  Winkelbewegung 

V2^  180« 


=  A'CB'  +A'CA  =^-  1800+-^^'^''^ ~~^^''''^'-  ^-.ISO^^rlSOQx 


V~2a2c— C" 


Y  2a^c 


Zu  §.  742.     Nach  §.  724.  ist  A'CA  =z  (w-iyA'Cßl'  und 

29 
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da  AiCM  =  A'CA  +ACM^(to-  i)A'CM'  +  A'CM'  =  wX 

A'CM';  so  wild  A'CA  =  ^^^  A'CM 


sr^Lp-i-c  SfE 

Für  A'CM  —  360"  wird  ACA  =  ^^~y'^^.  360». 

Zu  §.  743.  IstP=g)(»/),  so  wird  £=9  («),£+ A-E  =  g)(«+z)  = 
£-1-^2  =  £  +  F.z(§.  741.),  mithin  F=^. 

Zu  §.  745.  Aus  '^y  >  ^,  folgt  V^f^  >1,  alsolSOOx 
y^g>1800;  aus  ^  <^  folgt  180«  ^"^  <180o,  end- 
lich wird  für  ^  =  '^,  I8O0  VT^,  :=.  1800. 

Zu  §.  746.  Aus  180^  =  180  ^^^  folgt  nämlich  ft^  ^ 
t=:  _S[  yi^d  ^^logP=  '^g.V+  Coiist  oder  P  ==  a?/  w*  und  —  = 

1  — 3iU^ 

Zu  §.  750.    Aus  ^,==^' ==:-!- folgtw  +  3==0und>i^ 
^  ^"        3/'         2/'  V^w+3 

=:  00,  Wie  auch   ■  ^  ==  oo  .    Ist  aber  ^ — —  ~  -r-r^  oder  n-\- 

3  +  o:  =  0  also  n  +  3  =  —  ^^  so  werden  beide  Winkel  --z 

V — ^ 
3600^  - 


und  —TT nnasinar 


Zu  §.  760.    Es  ist  allgemein  r  ==:  ^^i^  (§.  587.),  aber 

^         4(^-,^y)2  VjX^/       4(J-^) VJ2/-2/2' 

ÄSfÄL.dy  AVAL 
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Eben  so  wird 

da  =  ^ und  da  ferner  zdz:=:L  —  (A—-y)dy 

^       HA-^z)  VAz  ^  z2  ■     y       J^  J 

2(A'-y)y^       '2z(A"^z)'^        ,  2y(A---y)^ 

A  A  A 

_2(A  —  z)z^ 
A 
Hieraus  erhalten  wir 

— 2vy  (A  — •  y)  dy  +  -       "^ZML-  ydv 


Avdy— ydv  (A  — y) 

—  2w(J  — «)<??+ ?i^^^^^-  zdv 

A  A 

Avdz—^zdv  {A  —  z) — Avdy  —  ydv{A—y) 

""         2zdz(^  — z)  ~"         ~%f{A'-'y)dy 

Avdy  +ydv  ( J  ■ — y) 

"~        2{A^y)^ 

Zu  §.  761.    Es  ist  VP  =  snbtg.  =:  -- ^'  und  da  PC=r^, 

F(7=  -^^^7^^^.     Da  aber  A^i^Ocvo  FCT\   also   VP.PQ 
dz 

=    VC-.IC  oder  — -j~  :  q  =  ^- -.p  ;  p  =  ^^^^ 

Zu  §.  765.     Aus  t;'  =  "iÖ^-^^^^^  fo^t  unmittelbar 
^  ,  dv  {vß'p'^ -^  q^)   .   ^vtc^pdp    ,   ^vwp'^div    ,  %jqdq 

-        — p 

und  da  aus    ^^  ~  ^*  —  p^,   ^6^^  =  ydy  —  /jcZ;?   folgt,   wenn 
mwü  qdq  eliminirt: 

,  , dv (w^p^+y^)    ,  2 (m)^-— l)up(^y)  _   2  {m^~\)vp'^dy 

^'^-'         ^^2  -^  ^3      — 

,   2vp^wdw 
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Aus   Ce  =  — ^E^=  folgt  nämlich  d,C0^—^E^^ 
-I-        'i^f^ydp  ,         Py^^^^        ^c?pl/  j  w^pdp  -j-  p^tvdw  -f  y^^  j 

w  (tü^  —  1)  p^  dy  +  tvi/^  dp  +  pq^ydw 

Aus  MniMv  z=z  l:w  folgt  ^Iv—BlniMn  =  lü  — 1:1,  also 

^  ii?  q 

und  ^=  ;^=  (!£=l)£f?2.  =.  ^„Cv  =  d.PCB 
Cn      CM  qy 

^  (tv  —  l)pdy 

Zu  §.  766.    Aus  z  =  ty  folgt  dz  ==  tdy  +  2jdt  =  ^^"^ 
+  2^%  odercZf^  ^-^|2/,  und  weU  a^=.^ry^Z:^^y^^TZ:l^, 

qy  mß  -^  ^ 

dt  ==  — %  t/  V  1  —  ^2  dy ,  also  — tt — ~ — — —* 

Zu    §.    767.       Aus    i;    rr:   ^    folgt    dv    --n.    -  ^^^  Ulld  'Ivdp 

^  p^       ^  p^ 

==  ^pdv  =  ^^     weiche  Werthe   in    die   Formeln   für  P 

V 
und  ö  siibstituirt  werden    müssen,   um   die   hier  angegebenen 

Ausdrücke  nach  kurzer  Reduction  zu  erhalten. 

Zu  §.  780.     (Figur  85.)    Nach  der  einfachen  oft  gebrauch- 
ten Formel  -^^n  sind  die,    den  Incrementen   von  AL  und  BM 

-Vi; 
entsprechenden ,  Zeitincremente 

tvS^'dr'^ '\- iW  1      p  V^cl^+d^ 

! :r4— —         und         i— ;=? 

6Ve  aVc 

welche  einander  gleich   sein  müssen.    Nach  der  Figur  85  wird 
es  aber  anschaulich,  dass 

Iw.S^df^'Ydt^  =  d.Are-dACL  und  Jp  V^S^M^^^ 

=  d.AveaBLM  und  so 

d .  Area  A  CL  ___  d ,  Area  BLM 
h^fe  aS^c 

woraus  durch  Integration  die  Gleichung  im  Satze  folgt. 
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Zu  §.  784.  Man  wird  x  und  z  gegen  X  und  Z,  oder  auch 
üß^  und  z^  gegen  A'^  und  Z2:  vernachlässigen  können ,  wodurch 
man  aus 

r2  =  {X-xY  =  X'^-^Xx  und   /^  ^  (Z— 2)2  ^  JJ^^-'lZz 

durch  Addition  erhält 

62  =:   F2— 2(A"a:+  Zz)  oder  2  =  l^—^— ^i?:?. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von   z  in  die  Gleichung   der  El- 
lipse 

a^%^\li^x'^  ^  a^h^, 

so  erhält  man  aus  derselben 

^  a2A2-|-A2Z2  "^       ~  4a2A2:f-4A2Z2 

und  so 

—   a^A(  F2  -^  62)  jb  ahZ  Via^X'^  +  4/^2Z2ir(  F^^-  b^)^' 

Substituirt  man  hierauf  diesen  Werth  von  x  in  die  obige  Glei- 
chung für  Zy  so  erhält  man 

_  A2Z (F2 - 62)  J- gA AV4a2Ar:p 4Ä2Z2ir(F^ 
s  2«2XH2Ä2Z2 

Zu  §.  785.    Mittelst  der  vier  Gleichungen  x'^^z^  ^  a^,  r^ 
+  t2  ==r  62,  r  =  A— ^  und  t  r^  Z—z  erhält  man  r2  +  ir2  r=  62 
==  A2_j_ 2:2 -1-^2 +22—2 A^—2Zz==:  F2  4-a2^2A^— 2Z2;  und 
Y'^—p  —  '2Xx  .2        /2       2 

Z   =   -J^ ~.    wo  /2   ==:    Ö^—a^. 

Substituirt  man  diesen  Werth    von  z   in   die   erste   der  obigen 
vier  Gleichungen ,  so  erhält  man 

^ ,.  _  m^  ..-42!^!ziü^/!L^  =  0;  also  2. 

^  ( F2 >-/2)  Adh  ^  V4a2  F 2  J:^'^2Z72y2 
F2 
Setzt  man  diesen  Werth    von   2x  in   die  obige  Formel  für  z, 
so  ergibt  sich 

(  F2-./2)  Z^fX  V4a2F2— (F2-/'2)2 

Ferner  wird 

2Zr-'2A<  =  2Z(A-~^)-~-2A(Z-z)  = 


z  I2A  -  (F^-D-yji^^^^^^^^^-c^^"-/^)^! 
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Zu  6.  789.    Wir  bähen  allgemein  jP  =:  — ^  (§.  592.)  und 

v  =  ^  (§.  589.).    Im  vorliegenden  Falle  ist  aber  h^r  ^  p 
V 

f  f         '•Ica^       ^c  f 

Zu  §.  792.  Nach  §.  744.  wird  ^  ==  -^  +  ^|  oder  P  ^ 
tJ!^^^  also  .^P  ^  ^^h±p^  cly  unä'^l  4^^. 

Zu  §.  793,     Aus  ^  =:  4  +  ^  oder  P  =  hy  +(^  folgt 

rfP  =  M2/+  4£Ö  _  W*;    also  RZ.y  =  hychj  ^-  ^fl 

und  ?y£?P  ==  hl/dl/  +         o~ ^  4-"- 

Es  wird  also  P^/^/  <^ydP,  oder  die  Bewegung  der  Absiden 

rückläufig,  wenn  '^—^^~~  <    tV ^V  _^  JJLJJ:  oder  ydz<,zdy,  d. 

z  z  2 

h.  indem  man  a  statt  z  setzt,  wenn  ady^ydz. 

Die  Bewegung  wird  hingegen  rechtläufig,  wenn  ady<^ydz  ist. 
Zu  §.  796.     Ausser  der  im  Original  angegebenen  Figur  87. 
habe  ich  die  87,  «c  hinzugefügt,  welche  perspectivisch  die  auf- 
geführten Grössen  andeutet. 

Zu  §0  798.     Da  ^^ct#r;z# Ebene  Mv^Qt]  und  gQ^^n,  so 
w^rd  auch  0^  =  q^i  und  qB  =  ^ri. 

Zu  §.  800.     Es  wird  tcq  =  y  +  dy  -^  d{y  -{-dy}  ™  y  +  2dy 

-\-ddy,  ^ft  =:  z  +  dz  ~i^  d(z-{-  dz)  =:  z-\-'2dz-\-ddz, 

Qg  =:  '^{pq—QPf'\^P^  —  Vdx^Td^ 
qQ  —   Vp7t'^-\-{7CQ~~qp)'^  —  \fdx^^{dy-\-ddyy^  = 

Srd^^dynMyddy^rddy^  ^  STdxHdy^  +    ^^^^ 
,e  ^  ,^^  -  ^0  ^  ^  -^Ä=. 

V^^.T'2  +  %2 

V'^Z^+TSrf  ddy)^  +  (dz+ddz^ 
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=  Sf7lx^  +  %^ + ST^  +  2  {dycmj  +  dzddz)  +  ddf^Tdd? 

^  r——~ —- -—  dyddi/ -ir  dzddz 

Hierbei  ist  die  zweite  Potenz  von  ddi/  und  ddz  stets  vernach- 
lässigt worden. 

Zu  §.  801.     Es  ist  rn  —  mq  =  z  i-'2dz-~{z  +  dz)  =  dz 

j       (dz-i-ddz)(dx'^+d,y^) 
nv  "  rn—rv  —  dz—^      \      /  ^  /  ^ 

dx  ^-t  dy^-t  dyddy 

dzdyddy — ddz  {dx'^  -(-  dj^  y,     ,    dzdy  ddy 

~d^^^ilf^^ dyddy  ~        ^        "^  dx'^^diß' 

(Figur  88.)     Ist  mr'  perpenclikulär  auf  der  Verlängerung 

von   nv,  so  wird 

sin  nmv  ==  sin  {nmr'  —  vmr')  =  sin  mnr'  cos  vmr'  —  cos  nmr'  X 

,  7ir^  —  vr' 

sin  vmr    =  qr ■. 

mn.mv 

Da  nun  qr  =  S^dx^  +  dy^>  nr'  =  nr  -^  mq  =  dz  und  rr'  =; 

(dz+ddz)(dx^+:dy^)      , 

vr  —  m»  =  ^   ,  ' — r — T^^r-^9  also  rir  —  i^r'  = 

'  dx^+dy'^+dyddy    ' 

ma;=r  Y  (t;r — mq^'-^-qr'^  = 

(^^-^  +  %^)  S^dx'^  +  %2  +  cZi^  +  2  (cizddz  -f  %^Z%),         .   ,   . 

" ■ 7 — jr— - — -r.  ^  ;;    z  -7-^; — '- !  SO  wirci  s\j\.nmv 

dx'^^dy^-Y  dyddy 

_  ^ Sfdx^  +  %^  i  difdzddy  —  (/f/z  {dx'^  +  <:?7/^)  j 

(dxHdy'^)  Vdä^d^Tdi^  V^d^^+djf  f TZx^-f  2  {dzddzTdydf^j 
dydzddy  —  cZ^'^  cZc^z  —  dy'^  ddz 

Zu  §.  802.     Es   ist  r^  =  rit  —  qiz  =  — ddy  und   wegen 
jLQqp  ~  Srg,    QqiPp  =:  rgißg  also 

sm  VW711  =:  ^—^    — 

dx  ddy 

dxddy 

§.  806.  Zieht  man  ^n':i^TQ-#QE,  so  wird,  weil  ?i|Li:j:j:7l!fjß 
und  nn'i^3IQ  ist,  /^.nn'^csD  3IQR  und  daher  nn'  -.rg  —  Qi)!/ 
:  Qß  oder  rn  —  tJiüf.r^  =  QMiQR,  indem  7in' •=:zrn'- q(i. 
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Zu  §.  817.     Da  Mf^Pp^Qq'   und  Mi^Qq,    so  wird 
Z  fMi  ^  qQq'   und    Z.  3Ifi  =    Qqp.       Die  Kraft   M  =  — 


^___ ist  nesativ,  "^veil  hier  A'  die  entaesjensjesetzte  Rieh- 

Sfdx^\df  ^ 

tung  der  Linie  mt  (§.  796.)  hat. 

Zu  §.822.    Für  P=0  wird  zunächst  R  =    ZLA^^ri^^l 
^  dz 

—  2i;  {dyddy  +  dzddz)    ,    ^adyddy 

__       dcc^  +  dy^dz^         "^  "~~(/^~~ 


6/^ 


Zu  §.  828.    Zur  Integration  der  Gleichung 

wenden  wir  die  allgemeine  Integralfoiniel  an: 
dx  —  1 


/; 


y(2/i  +  m  — 3)    r  dx 

«(m  — 1)      J    .'^:"^-2(o:  +  y:^;2)w• 

Die  gefundene  Gleichung 

z  ^  =  ay — 15  V^2cf  —  y^ 
lässt  sich  auf  die  folgende  rationale  und  geordnete  bringen: 

{a^  +  ß'^)y'^'—'2ayz-\-z'^'-^2cfß^  =  0. 
Vergleichen  wir  diese  mit  der  allgemeinen  Gleichung  vom  zwei- 
ten Grade 

ay'^  +  byz  +  cz^+hy  i^ez+f  ^  0; 

so  ist  hier  offenbar 

also  die  gesuchte  Projection  der  Curve  eine  Ellipse.    Für  y=zO 
wird  nun  z  =  ßS^^cf,  also  der  eine  Durchmesser  =2/^  V^^cf; 

ferner  für  z  =  0,  ?/  =  +  und  der  andere  Durchmes- 

Ser    =r    -^^^.rrrr^. 

Va^+ß^ 
Zu  §.  829.     Die  Differentialgleichung 

2abdp  ^2       ^9 

""p"^""  """  '     (l+^2)i 
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wird  mittelst  der  allgemeinen  Formel 

/dx       _ _^ x^ .       2/^—3       p        dx    __ 

integrirt.     Die  zuletzt  gefundene  Gleichung 

lässt  sich  auch  schreiben  f^r^=^Cz-\r  Dij^^ab'^ ,  indem  V^^/^+z^ 
gleich  dem  Radius  r  ist.  Wir  haben  alsdann  die  bekannte 
Gleichung  der  Kegelschnitte,  in  Bezug  auf  die  grosse  Axe  als 
Abscissenaxe  und  den  einen  Brennpunkt  als  Anfangspunkt,  von 
welcher  linearen  Gleichung  z.  B.  Gauss  in  seiner  theoria  mo- 
tus  corporum  coelestium  ausgeht. 

Zu  §.  834.  Setzt  man  die  hier  gefundenen  Werthe  von  P, 
Q  und  R  in  die  Gleichungen  des  §.  817.,  so  erhält  man  un- 
mittelbar : 

dv  -  -Vi^dx+ydy±zd^_  ^^^^^ 

2v  I  dydzddy  —  ddz  jdx'^  +  d'i(^)  \  __  __      Vxdxdz Vyd/ydz 

'~       d^\diß\dz^  ~     v^^sq:^^:^^     V^Hp+z^ 

Fzj££i^_j_  ip^(,;^2_,.,^  2)  ^,,a       2vdxddy_ 
^   y^^2  _[-  ^2^  ^2  ^     •'  ^  6/a;*H%^+^z^ 
V{xdy  —  3^^/^) 

Aus  der  letzten  folgt  unmittelbar 

Y  ^      ^vdxddi/  V^x^  +  ;?y^ + z^ 
{xdy — ydx)  (dx'^-\-dy^-{-  dz^) 
Substituirt   man    diesen  Werth    in   die   zweite,    so    ergibt  sich 
nach  einiger  Umformung 

,-j^ 2v  { ddy  (xdz — zdx)  —  ddz  (xdy — ydx)  ] 

'     "  {xdy~-ydx)idx'^+  dy"^  +  dz^)       " 

und  wenn  man   die  Werthe  von    V  und   W  in  die  erste  sub- 
stituirt: 

dv  __  dy  ddy -{- dz  ddz  xddy 

2v         dx'^ -{- dy^ -\- dz'^         xdy — ydx 
welche  integrabel  ist,  weil  für  da:  =  constans 
d{dx'^-{^dy^+dz^}  ■==■  ^{dyddy^r dzddz]  und  d{xdy — ydx) 
=  xddy* 
Zu  §.  837.     Um   die  Gleichung  x^dp^  —  1a^fxdxddp-\^ 
ia^fdxMp  zu  integriren ,  schreiben  wir  sie 
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und  erhalten  so  unmittelbar 


C 


2aY 


Nach   §.   834.   wird    dxddy  V^cc'^-^ry'^^z'^  :  ddy  {oodz  —  zdx) 

11   r     I              1    \           T7    T17           V^^NNNF^      ^ 
—  ddzixdy—ydx)  ■=.  V:  W  = -^—^ :  -  , 

also  fzdxddy  ^=^  gddy{xdz  —  zdx)  —  gddz(ocdy—ydx) 
oder  ddyiddz  =  g^^^y — gydxigxdz — hzdx,  fi=^f+g  gesetzt. 

Die  Zeit  wird  nach  Zusatz  1.  r=*^i£i£i^IZ^^  und  da  y^px 

a\  a 
dy  ■=.  pdx^  xdp,  also  xdy — >ydx  =^  x'^dj),  dieselbe 

j  x'^dp 

a  V^a 

Zu  §.  840.     Unmittelbar  wird    P —^- rr.  „_L^  log  (^ 

=  C+  V~-l  log  I  V^c^— ^2  _^  y-^i  1^ 

Zu  §.  848.  Aus  7?^  =  V  1— i-  lolfft.  dass  ^  desto  näher 
=  1,  also  m  desto  kleiner  wird,  je  weniger  /  von  g  ver- 
schieden ist.     Je  kleiner  aber  m,  desto  grösser  wird  — ,  des- 

m 

to   grösser   also    die   rechtläufige  Bewegung.     Für  f^^-g,  wird 
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m=:0,  also  =  oo   und  es  kann  der  Körper  nie  wieder  ei- 

m 

nen  Knoten  erreichen.     Für  />  </ oder  ^>1,  wird  m  imaginär 

9 
und  daher  gilt  derselbe  Sehluss. 

Zu  §.  850.     Ich  erhalte  einen  andern  Werth  für  igt,  indem 

für  dz  —  Q  nach  ö.  837.  tff^  =  -^^^ — ,^        IK-  Da  nun 

g{xdy~ydx) 

_______________  cd'v  c^düc 

\^dx^+  diß"  +  — ^  und  xdy—ydx  =  — ,    wie   auch 

(§.  849.);  sq  wird  tgi  =  — — —  =  — r^=r  ,     m- 


dem  —  =  ^      '^  r=:  ?n^. 

Zu  §.  852.     Ich  erhalte  daher  das  in  diesem  §.  aufgeführte 
Verhältniss  der  Tangenten  beider  Neigungswinkel  umgekehrt 

1800 
m 

Zu  §.  866.     Die  Gleichuns;  dv  =:  — 7 kann   man 

^  °  ds  q^ 

umformen  in  die  folgende 

ds  €f^ 

oder  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  -j-^ — -„  multiplicirt, 

2^-(m-i)  _^ —    dds  —  v~^dv  — 


CfJ.  2m-2->.  fj^  2m-2 

(??2-  1)  J6-2^-l 


und  wenn  man  integrirt: 


6Zs2^"-2 


Zu  §.  874.    Es  wird 

'^  '^       Mdy  ^      2dpdx  '^         Mp 

_  er/ (14-/^^) 

2/rfpV~TTp^ 
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Da  TJun  1+P^  und  V^l+/?2  positiv  sind,   so  muss  man  für  dp 
und  p  einen  negativen  Wevth  annehmen,  damit  V^t;  reell  werde. 
Zu  §.  875.    Für  ft==0  und  t;  =  l  haben  wir  nach  §.  868.  die 
Gleichung 

1=1,  ^l/=f^  =  0,   also  C  = 
,e   «..1    ,o(.-:-l,  =  -.H  lg -..*,„   (*  +  <?!), 

weil  2/  und  di/  negativ  sind. 

Y^  .  ,  ds  —  dy  ds^  —  dy^  da^  , 

Ferner  ist  — z — ^  =:  -7 — ,  ,    ,   ^  .  =.  -. — j-r. — ■  ^  ^  und  so 
dx  dx  {ds  +  dy)        dx  {ds  +  a^y) 

Zu  §.  878.    Nach  §.  866.  haben  wir 

,    2vdds v^  ds 

ds  q^^ 

also  hier  für  m  =  i  und  </  =  c 

7     Ivdds  ___  dsyv 

Nach   der   hiesigen   ersten  Gleichung  ist  //  := 

V     ^  und  so  nach  der  zweiten 
dyds  _ 

j          'Hvdds       dsVv      .  ,. 

fZv  =  — — :-  wie  vorhin. 

ds  ^c 

Nach  dem  Integral  am  angeführten  Orte  haben  wir  daher 

,  ,—  ,  dx-^    P  dx  ,    ds    f^  X     ,  ,  ^ 

Vv  ==  —  4  ~, — 7    I   — =r  =  —  l  —r~  i  — :=+const.    I 

dsVa  ^ds  ,  4/-—  .  1 

~"   "9T~  —  9ri  V — '  iwdem  const.  =:  t  a  gesetzt  ist;  also 

./—       ds{Vac — x) 

Zu§. 883.  Da^y  =:=  ^ gV^.a^dx         ^  ^      £V~£ 

^{^vVFc~'X~-'2vVFc)dx  .   , 

X^^ jz=z — ,    so  wird 

2vy  bc  —  x 


^vddy    _ 
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und 

0  =  'Ige  log  (2v  V^6c)  +  C, 
,  ax    ,    qx  \^~c      Ol      ^     2a^  V^^^*     "^ 

also    7/    =    ^--    +  i-^^ Trrrr  —  2örC  log  I    rrrrr— |. 

0/2  0.3  ^4 

Zu  §.  890.    Da  allgemein  log(1-f  w)  =  2^+  —  +---  +-~ 
-|-  etc.,  so  wird 

^  /y.2  \2;3  ^4 

i  :: — r: — 7~r-^  »  T~T7rräT:2  +  ^^^* 


2V5c  ^  2.46c      3.86c^53      4.16626'2 

Zu  §.  893.     Für  r/  =  0  wird  i;  =  &t  ^f  c -^  x  S^b^  ^  ^^^^ 

für  v  =  0,  ^  =  2 V6c  =  AE, 

Die  gleiche  Dauer  der  Wanderung  durch  AM  und  JP  folgt 

ferner  daraus,  dass  für  </  —  0,  i  =  /   — —  =  /  -^. 

Zu  §.  894.     Es  wird  i^MTR  =r  J^,  also  QTz^z\    '^^ 


— 4y'  "~^^ 

=  —  ^-^.     Aber  aus 
d% 

2^^^  2cr/  +  -2^1-.  +  2^c  log  2\^5Z.-2^clogz  folgt '^^-^^ 

-?£^"  und  daher  QT  .=  2ryc  -  -^i^^^-. 

Zu  §.  895.  Setzt  man  ER  =  y  und  ilffjß  -=.  x' ,  so  wird 
ßT  =  subtg.  z=.x'  .  ^^,  =:  2f/c,  also  c??/'  =  2^c  .  -^  und  ;^/' 
=  2^c  log^'. 

Zu  §.  898.     Ist  2m  —  27z  +  l,   also  t!— - —   =  n   gleich  ei- 

ner  ganzen  Zahl,  so  wird  q  :=:  j  dp (\ -{- p*^)^ ,  also  integrabel 
und  algebraisch. 
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Für  2/n  =  — 2w  wird  — ^ —  = g— -  und  f/   ^ 

r ^^^  ^         integrabel. 

(1  +  p^)^ 
Zu  §.  900.     Um  die  Gleichung 

,  ddp 

da:  = — 

zu  mtegrireu,  setzen  wir 
V^l-|-p2_p=z:jc,  woraus  /?  =  "^^  '  ^  ^+P       "2%~ 

^^  ^  ,    il-\-^^^l^_  folgt.     Wir  erhalten  daher 

,      i      dn        ,    ^Ztt  )         j 
dx^'-US-j^-^-^A    und 

X  =  1«  ) ^4q^  +  -~-^zrl  oder 


m 4_  _______ 


2^  - "Lfi 4_ _. m^^ 


Ferner 

P     j  ,     \    P     dTt  p  d% 

oder  4y  =   — J^ :  — 

(2  +  2g){Vl+p'^—p]    g 
_ 9^ 

2--2g' 

(2-2,^){Vl+p2_,^yj     ^-" 

Für  </  ~  1   wird  o;  —  ^r~3  +  ~"^    d.  h.    algebraisch,    wogegen 
,      (    Pdn  Pdrc) 

■=.  —  -Tn—x  —  4^  ^0^  '^i  also  transcendent 
wird.    Für  q  •=:  ''1  wnd  hingegen  2cc  —  -r—^  —  «  log  tt,  transcen» 

'^  ^  '       •  47C^ 

dent  und  dagegen 
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%  =  3^3  +  ~  algebraisch. 

Zu    §,    907.      Da   die    Gleichung    der  Parabel   in    diesem 
Falle  ist 

so   wird    '^xda:  =  pdi/,   2da:^  +  2ccddx  =  pddy   und  Mocddx 
-\^^xd^x  =  pd^y. 

Nach  der   Voraussetzung   ist  abet   ^Z^^   constant,  also  ddx 
==  0  und  d^x  =  0 ;  mithin 

d^y  ■=.  0,  (ZcZ^/  = und  72  —  0. 

Zu  §.  922.    x\us  der  Gleichung  cH'^  =^  a2:i;2_|_^2^.2  f^igt 

oder  CQiAC=  ACCT, 

Zu  §.  931.    Für  n  ^  2  wird  a^  :=^  -  ,  ^3LrJ£  oder  —  = 

ci  a  X 

a 

Zu  §.  932.    Für  m  =  \  erhalten  wir 
i         vh  g-i  i  2(7i2— -7^)    ^^ 

^^  =  S  =  2-K.^-.A(n+l)CQ^  °''^^  ^=^Kril^-  ^^- 
Zu  §.  935.    Im  Original  ist  hier    ein  Sprung  in    der  Reihe 
der  Paragraphen;  ich  habe  die  gehörige  Reihefolge  hergestellt 

Zu  §.  935.    Für  n  =  2  wird  T  ==  y  ^NP^Sf^lP^ 

V  MP.NP 
Aus  der  zugehörigen  Gleichung 


t:a=z  a:t ""^  ^  a:t-  Ql\ 

c  V  x^^rc^ 


«2^2    --   ^^y  —  ^^2   Q^QY   X^  —*  -^X  -\-  ^—^    =  0, 

r  P 


folgt  aber 

^^_=— f  +  s[W~^  ""'^ ^'^ = ^  =  %  - 

Kftt.  _^,  also  iVP.JiP  =  'i^',  d.  h.  constant. 

Zu  §.  936.    Aus  (/"^  =  -j — ,    ,  ^ ^ — — — ^--^--__,  in 

welcher  zuletzt  so  wohl  MT ,  als  auch  CQ^^oc   werden,  erhält 
man,  weil  2m ^ — ^l>m — •!,  auch  cj=^qc. 

Euler's  Mechanik  I.  30 
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Zu  §.  941.    Es  wird  R  =  -«-f^.-  -— ^    ^  _ 

gj^  -  3^%  ^_|W_  3P(.-x)      i,h  habe  diese  Ent- 

Wickelung  hier  vorgeiiommen ,  weil  im  Original  —  ^—t-:    stand. 

ZuJ.  942.  Im  Punkt  4  ist  a^  ^  AP  =  0  und  y  =  PM 
—  0,  also  V^i7=  0,  /2  =t)  und  ^  =  0.  Im  eisten  Quadran- 
ten, wo  der  Körper  aufsteigt,  ist  y  =  PM  und  a— «^  =  CP 
positiv,  daher  R  negativ. 

Zu  §.  943.    Es  wird  in  M  der  Widerstand 

p^    /*%    __^f(a  —  cc)  __  f^a—x)        ^fja—x) f.CP 

ladx  lay       "       "lay  lay       ""       AC.PM 

Im  ersten  Quadranten  ist  CP  und  Pill  positiv,  mithin  R  ne^ 
gativ;  im  zweiten  Quadranten  ist  CP  negativ  und  PM  posi- 
tiv,   daher  R  positiv.     Im  Punkt   A  ist    CP  ■=■  CA  und  PM 

f  f 

=  0,  mithin  — /t  =  ~^  =  oo    und  P  =  -jjw/i^^-  —  i^  =  oo . 

Zu  S.  945.     Aus  ————  =  — —  folfft,  weil  dyddy=^dsddSf 
dxddy  y  ^      -j 

—  a^dx:='^-T-xds^  oder  — 'a^dx-^rn  =  vdy  und  hieraus,  weil  dx 
dds  ds^       ^  ^  ' 

eonstant  ist,  durch  Integration 

^^  =z  Uß+lb'^  oder  'laUx  ^  dsiy'^^b'^) 

und  ia^dx'^  =:  {dx'^  +  dy'^)  (y''+ö^)% 
mithin   CZ3,  =.  äx\rj^;^Y+^'  und  ^  =  ^^^^f+gg. 

Zu  §.  946.     Aus  der  Gleichung  dv  =     "^  y^  ^  —  Eds 


ds^ 


folgt 

dv.dx^ 
ds^ 

IvdxUds 

-    d.      '^'\ 
'^    ds' 

df^ 

dx^ 


^^^~^^^<S) 


^rfA-2-A^ 


also  wenn  man  inte2:rirt 
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'^         J      ds 


und  V 


fds^^  ~    ds^  '^         J      ds  dx'^ 


_d^    fRdx^ 
dx'^J       ds 


Zu  §,  957.  (Figur  102.)  Setzt  mau  in  der  nebenstehen- 
den Figur  DE^^,  DC—'E,' ,  ME=rj  und  AC=h,  ausserdem 
wie  im  Texte  AP-^zx  und  P3I=:y;  so  haben  Wir ^  wenn  Z>C 
die  Axe  der  Parabel  ist 

Tf'  =z  p'g  und  /i^=p^^ 

Aber  'Y]  =  h  —  x,  l  =  i'  ~y  =  — -y, 

y  \  oder  j)y:=z2hx  —  ^^,  wofür  im 

Texte  ^ 

bif  =  fx — x'^ 
gesetzt  ist. 


Zu  §.958.     Setzt -man  P  ^ -i^^  +  ^°^^^  —  g    oder   Aaß 

^^x^l-\-a^ 


c 


.  1  rt  ,  o^  V  1  +  a'^ 


so  vvnd  4:aß:=zq  und  — i—  z=z  -L  zzz -, 

Nimmt  man  als  Gleichung  der  Curve  an 

2/  n:  ax  —  ßx'^' — "yx^  —  dx^, 

so   wird  ^^   =  d'—'^ßx — oyx'^ ~  ^dx^  und  -^^  :=-  —  2^  —  Öy.r 

~.121t^;  also 
P_  4ff/9  4-  \1ayx  +  24ad^^  __  4c//9 -f  12aya- +  24a(^^^ 


"^  '  ~  1   I  .y  V'l+^  ,      cißx'^      ,  (l+a^).T^ 

''  ^       c        ~    c^IT^         2c2' 

=  //• 
Wir  haben  daher 

Infi  -    a  oder  ^   -   _£  -  -l^i^ 
_  g  V"r+^  —  g{\~Vci^y^ 


nay  -  .:L^^T^     „      y 


c 


nbc 


30* 
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Zu  §•  Ö59.    Da  die  Geschwindigkeit  wegen  der  ungeheure» 

8 

Kraft  sehr  gross  sein  muss   und  \  v  = .  2       ^  ^^  muss 

a  und  auch  6  r=  «  (1  +  «^)  ebenfalls  sehr  gross  sein.  Ferner 
wird,  weil  der  Widerstand  in  diesem  Falle  sehr  gering  sein 
wird,  c  ebenfalls  sehr  gross  und  es  wird  demnach  d  im  Ver- 
gleich mit  Y  verschwindend  klein. 

Zu  §.  960.    Ist  i   und  Vb     bekannt,    so    folgt    aus    VT 
=  • r  X  a  =1  cos  i  V^b  und  a  =  ~r~  =  tff  i,  also  ist  auch  der 

cos«  CIO)  ^ 

Werth  von  ^=  AB  zu  berecbnen. 

Zu  §.  963.    Aus  J  =  s  folgt  «-  =  g  =  j^. 
Setzt  man  in  der  Gleichung 


%£Lil_Z_?!^  _  (1  _  3e^)2  =  0 


g^  =:  i  oder  1  —  2£^  =  0,  so  wird  die  Function  von  s  auf  der 

linken   Seite  =  —  ~   für   e'^  =  J  oder  1  —   Ss^  =  0   wird  sie 

gc     . 

also  liegt  ein  Werth  von  £^  zwischen  {  und  ^.     Bringen  wir  die 
Gleichung  auf  die  rationale  Form 

366£4  +  ßgce^  ^  2ibB^  —  ^gcs  +  46  =  0 

und  setzen 

c2  —   t    p 

t    — ■  2        ^> 

wo  e  nothwendig  ein  sehr  kleiner  Bruch  sein  muss;  so  erhalten 
wir,  indem  wir  die  hühern  Potenzen  von  e  vernachlässigen, 
.1  .^  1  3e  ,  1  e 

^  2  \^2        2  V^2  V^2       V^2 

Substituiren  wir   diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung,  so   er- 
halten wir 

6(/c  b  V^^ 

^ - (12^+  V2- ^  ^  ^  ^  ^'^^'^=^  ISTTIT^c  ""^^  ^^  ^^^^ 

,      2       1               56V"2~  +  3oc 
nane£^r=  77  — e  = , - — ^^  . 

^  126  V  2   +  6f/c 

Diess  Resultat  weicht  etwas  von  dem  im  Original  ab. 
Zu  §.  965.    Aus  V^T  =:   V  ajrf^)  =   V^<^  folgt  0;  =  0 
und  nach  Zusatz  4.  y  negativ.    Um  die  Gleichung  der  Curve  JM 
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zu  erhalten/ haben  wir  m  Beispiel  2.  c^  —  0  und  3/  negativ,  um 
die  Gleichung  der  Curve  AN  aber  zu  erhalten,  ausserdem  x 
negativ  zu  setzen. 

Zu  §.  966.    Um  die  Summirbarkeit  der  Reihe 

46  +  T26c  +  486c2 ,  +   2406^^    "*"    ^^''' 
leichter  einzusehen,  darf  man  nur  setzen:  2%  = 

,«.  !i .  ■« .  te\  ©' ,  CD* ,  CD' 

4Jt  1    4-    _-     4-  _— ^       + 


c    "^    1.2      ^     1.2.3    *    1.2.3.4^    1.2.3.4.5 
+  etc.  j    -   .r/c^(l  +  f). 

Zu  §.  972.  Da  die  Curve  gegen  ^Pconcav  ist,  ist  nämlich 
ddy  stets  negativ,  hingegen  dy  beim  Aufsteigen  positiv  und 
beim  Niedersteigen  negativ. 

Zu  §.  977.  Sollte  die  horizontale  Bewegung  eine  beschleu- 
nigte sein,  so  würde  du  positiv  und  daher  für  %n  —  1  unge- 
rade, ds  negativ,  für  2?^  —  1  gerade,  ds  imaginär  werden. 

Zu  §.  989,  Die  Tangente  der  Curve  wird  nämlich  da  ver- 
tikal, wo  -7—  =:  0,  d.  h.  wo  c  —  kx=.{i  und  ^  =  t;  ^®**  "^^^* 
wird  aber  y  =z  cc  ,  daher  diese  Tangente  eine  Asymptote. 

Zu  §.  1014.    Die  Gleichung 

dt  V¥f  du 2dt  (1  +  2u) 

f^  \r~c  (1 — t^)    "^ ""  tu(i-]-u)%  V^    ^^v^^rqr^ 

tdu 


\^u-{-  ■ 


.2Vw+^t2  (l  +  2i0   dt 


—  t^  (a  +  w2) 

lässt  sich  folgendermassen  integriren.     Die   linke  Seite  wird  un- 
mittelbar nach  Vorschrift  der  allgemeinen  Formel 

dx  «—1  c  (2n  +  m  —  3) 


/ 


x»"  (a+cx^)^      (w— 1)  ax""-^  (a+cx^)^-^  a  (m  —  1) 

dx 


X 


J  ^^ 


x^-^{a-\cx'^)'^ 
integrirt  und  ergibt  so 


Sf^f  (1  -  t^) 
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Die  i*echte  Seite  lasst  sich  aut  die  Form  — — ^y=^ —  bringen 

\. 2(u-{-u'^)di+t(l+2u)du    .  , 

■  2>  y  u  +  u^ 

Z  =:  a  '\~  ßt  +  yu,  also  dZ  ~  ßdt-^-  ydu  angenommen  wird. 
Um  die  imbestimmten  Coefficienten/«,  ß,  y  zu  bestimmen^  sub- 
stituiren  wir  diese  Wertlie  und  erhalten  so  die  Gleichung 

ßi^'u-\-  u^  dt  +  yt  Vu  +  ul  du-^ia  +  ßt  +  yit)  S^u+u^dt-{^ 

iV  ^*  +  u^ 

=:^2  Vm^I^  (1   +  2m)   dt   —  -r 5  ^^' 

V  ^^  +  ^^^ 

Es  muss  also  sein 

\)    —  a  \fu-\ru^—yu  \fu  +  w*^==— 2(1+220  V«H-^ 

cv^(i+2io       pt^  (H-2?o     r^^ilLtM 

^^  ^^  ^^  +  ^' -- 2VTT"^?  ^  ^M^^TT"^*"^  "^  2  V'mT^^ 
_     t^ 

Aus  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich  o:  rz=  2,  y  =  4  und  wenn 
man  diese  Werthe  in  die  zweite  substituirt  j3  =r  0;  demnach 
das  Integral  der  rechten  Seite 

Z  _    2(l+2i*) 
N  "'.t  ^u  +  It?' 

n    \,^iup     \         22^-fl  CtV¥c   —  Vf{t=^) 

Zu  §.  1016*    Aus  *^^  r^     ____--^_-_L^ 

erhalten   wir 

4  (?/  +  ?^2)  """  8c 

und  wenn  man  nun  auf  beiden  Seiten  1  subtrahirt 


,  et  V2c  —  V/*  (1-/2)1^  ~-  8c 


4  (z*  •-[-  w2)    —  8c" 

Zu  §.  1024.     Offenbar  ist  a  —  sin  CMTund^^cos  CM1\ 

ferner  ^.=:  -»Ä^  ^  — Ä=    -  --     ^.      Der  letzte 

Ausdruck  muss  negativ  sein,   weil  y   kleiner  wird,  wenn  s  an 
Grösse  zunimmt.     Ferner  wird 
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^^^  ^  ~  (n-f 3)  /g/»  ^'^^^^  ^^'^^^  für  Ä  =  0,  2/  =  a  und   /  i^/?^^^ 
=  0  ist. 

Zu  §.  1026.    Nach  §.  383.  muss 

n  n  2« 

(71+3)  «+1  ^  n+A  W^ 

^  t 

-   (7Z+3)  ß 

Zu  §.  1027.     Sollte  der  Widerstand  dem   Quadrat  der   Ge- 
schwindigkeit proportional  sein,  so  müsste  (nach  Zusatz  6.) 

2« 

(V^i;)  =  V,    also   ■ T—i  =  1 

w  +  1 

sein,  was  nur  für  n  z=zqo   möglich  ist. 

Zu  §.  1029.    Man  schreibt  die  Gleichung 

_         2vdp  v^ds 

dv  -^  -J-    =.    -     -^ 

zum  Behuf  der  Integration  so : 

^^2(1— 7«)^/ e 

(vergl.  Anm.  zu  §.  866.). 

Für  m  =:  l  haben  wir  zu  integriren 

dv        2dp    __  ds 

V  p      ~^  q  ^ 

woraus  der  im  Text  angegebene  Ausdruck  ganz  leicht  folgt. 

Zu  §.  1036.     Soll  P  constant  sein,  so  muss  rij-  =0,  also 
n  =:  0  sein  und  es  wird 

(3  (1— m)}!-^  ^1-«               (3ß)  1-"* 
1 
—         (l—my-^i/  _  g ^ 

(3(1— m))!-"»  ß^-^  (3/^)1-^« 
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Zu  §.  1038.    Ist  k  <  1  also  Lz^^  >  0,  so  wird  Tür  2/  =  0 

1  27n— 1       it      1— fc 


i  ~   — ^ — - — ,  ^  , ^ ,  also  endlich. 

1  —  k 

Ist  Ä  =  1  oder  I  —  k  r=z  0,  so  wird  aus  t  :==:  /    —ß=^ 

1  h 


^ (3^+/g;^)^(i-H/2 


J        1±-L 
in  diesem  Falle 

—^  *  C'h  ^  MfE!iz!  log  rii^ 


1  X  1 1 


also  für  2^  r=  0 

Ist  Ä:>1  oder  1 — A'<0  und  daher  ^— 1>0,  so  wird 

0""^ 

\^k 

Zu  §.  1046.  (Figur  106.)  Setzt  man  den  Winkel  BCM 
z=z  t  und  den  Radius  Vector  CM  =  y ,  so  ist  die  Gleichung 
der  hyperbolischen  Spirallinie 

yt  ~  a, 
wo  a  eonstant.  Um  diese  Gleichung  in  eine  andere  zwischen 
y  und  p  umzuformen,  construiren  wir  in  M  die  Tangente  TM, 
welche  wir  ])is  zum  Durchschnittspunkt  E  mit  der  Richtung 
von  HC  verlängern,  fällen  auf  sie  aus  C  das  Perpendikel  CT 
:=  p,  von  M  auf  HCE  das  Perpendikel  31 G  :=;:  z  und  setzen 
ausserdem  CG=:x  und  i\en  Winkel  MEG~a,    Wir  haben  nun 

X  ^=^  —  ycost  und  z  =  ysmt, 
also  durch  Diflerentiation 

dx  =  ysintdt  —  costdy  und  dz  =  y  cos  tdt  -{-  sin  tdy. 
Aus  yt  =  a  folgt  aber  dy  =  — «/c/f  und  wenn  wir  diesen  Werth 

von  dy  substituiren 

^                •    j^^a    I    V cos tdt      j  .7,      ysintdt, 

da:  =  ysintdt  +  v6_^ ,  d^^  —  ycostdt—^ — - —  ; 

.,,.     ,  dz       sint — fcosj^       ,     .  siuif  —  tcost 

mithm  tga  =: j-  := .  .  ^  .   ■    und  sina  =  r— . 

a^       cost-{-tsint  Vl+t^ 
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Ferner  erhalten  wir 

r,^            ,,  z               .    .cost+<sinif 

EG  =  siibtff.   =   7 —  —  -j/sm]^-: — r-~ . 

°  tgd        '^         sint  —  tcost 

CE  ::r:  Sllbtg.  +  ^  =    -t— ^^^ , 

endlich  er  =;?  =  CE  sin  a  ==      '^^      =:  -— J^ oder  /?  = 


«3^ 


Nun  erhalten  wir  ausserdem 

iJ  y 

negativ,  weil  s  von  dem  äussern  Ende  der  Spirale  angerech- 
net und  daher  y  kleiner  wird ,  wenn  s  an  Grösse  zunimmt.  Aus 
der  gefundenen  Gleichung  zwischen  p  und  y  erhalten  wir 

Zu  §.  1066.  Da  jß  =  0,  erhalten  wir  aus  der  letzten  Glei- 
chung (§.  1065.)  d.iv.x'^dp^]  =z  0  und  wenn  man  integrirt, 
weil  ds  constant  ist, 

vx^dp^  =  Ads^. 
Aus  §.  1064.  folgt  in  diesem  Falle 
Pdy  =  -  ^-dydd^^plvdy^  odevfPdy^^"^ 

,   ^,  '2vdxddx-{'dvdx'^      .        P  n.i^—      ^^^^ 

und  Qdx  = — ^ oder    /    Qdxz=: — ^. 

^5^  J  ds^ 

Zu  Svl067.     Um  das  in  diesem   §.   am  Ende  aufgestellte 
Integral  zu  finden,  haben  wir 

Aus  y  ~  px  folgt  dy  =  pdx  +  xdp,  mithin  nach  §.  1066. 

_  4«^J!  :^  /"  A«2,  =   f^^lPj}dJ^^-M^±^M;oheü war 

n—\ 

Adx^        Trw  /*a;«d^^'(l +F^)   ^ 
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Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen   und  setzt  — -  Af^  =  B, 
so  wird 

Bds^         - 


^,r{a:^d^{l+p'^)  2  (l+p^)  +  ^t;"+i(l+2?^)  ^  pdp} 


x^d^y^ 


n~\ 


7Z+1  J  n\\ 


n-~\ 


n  +  l 

oder  ^'»+ö#2(l+p^)    ^   ^^CtZs^,  indem  (7i+l)i5=:C  gesetzt  ist 
Zu  §.  1068.    Die  Gleichung 

cix-\rßy  =  V"a^  —  x^ 
lässt  sich  auf  4ie  Form  bringen 

welche  einer  Ellipse  entspricht,  weil  nothwendig  2/?  ^a^  -f  1 
>  laß  ist. 

Zu  §.  1069.    In  der  Gleichung 

<^Bddq  =  _^e!^  oder  2B  ^  =  --^^ 

wird  das  Glied  auf  der  rechten  Seite  integrirt  nach  der  allge- 
meinen Formel 
P      dx       _    X .      2/1  —  3      p        dx 

und  wir  erhalten  daher,  weil  dp  constant  ist 


2B 


'k  +  C  z= .  ^JL„  oder  <lBdq  +  Cdp  =  -^^ 


Das  Integral  der  letztern  ist  unmittelbar 

2Bq+  Cp  ~  D  +  V^TT/^  oder  2B  +  Cy  =  i>^  +  V"5^+^ 
indem  man  statt  q  und  j[?  ihre  Werthe  setzt.  Es  ist  eine  Glei- 
chung vom  zweiten  Grade,  welche  also  einem  Kegelschnitte 
angehört,  was  für  einem,  ist  ungewiss,  weil  man  die  Werthe 
der  Coefficienten  nicht  kennt. 
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Zu  1071.     Aus  ^2  +  1/2  =:  «2  folgt  xdxYydy  —  0,  dy^ 

^^    ds=.Srda:^\-df-=  ^5^.     Da  nun  r  ==  «,  t;  =  6, 

also  dv  ~  0  und  /2  =  — ;   so  werden  die  Gleichungen  §.  1062. 
c 

Qdy—Pdx  ___  26  ^^^    Qdx  +  Pdy  ^_6 

A        T              i-.ii.              o        ^bcy—abx        .  ^      '2bcx-jr(iby 
Aus  diesen  erhalt  man    P  =  ^ und  Q=^  — — r, ^' 

Zu  §.  1086.     Aus  ^  =  ^i^i-^!  folgt  tg  POR  =   f? 
^  rZd^z  dydz  ^     ^  dx 

dx'^  +  dy'^  _  % ^ 

dydz  dx'^   dy'  _______ 

,    '.             dl/dz  nr\n  dydz         Sf  dx'^^  dy'^ 
^           dx^-\-dy^                           dx^^dy^  dy 
eZz 

also  weil  nach  Zusatz  2. 


c^tZz  =  V^ dx'^ -{■  dy'^ ,  tgz  =  c^  und  z  constant 
Endlich  wird 

An  ~  ^dzddy -~ xdyddz  —  zdxddy-j-ydxddz 
__  _  dzddy  —  dyddz 

(xdz  — '  zf?^)  —^-T^ ^^^^  ""  ^^"^^ 

="  "^       d^+dy^        1  " 

xdx\dz  —  a^zdxdz'^ + ydxdydz  ^c?^'  +  3/%  —  a^zdz 

Zu  6.  1095.     Für  ß  ==  0  und   F  =  -  erhalten  wir 

^  „  Mzdyddy  +  2d^z^d^6Zz  ~  2  { c?^^  +  (Zy^  +  dz'^  }  ddz  __  th 
V.                                           ds^dz  c 
2^z  { dyddy  +  dzddz  ]—2ds^ddz  __  ds  

dz'^,d{ds^)'~-'dsU{dz'^)^  _  ^ 


-CS) 


ds  , 
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also  logv  ~  löga  +  logT-^J  —  -  und  v  =  2j 


dz'^ 


Zu  §.  1097.    Die  Gleichung 


dv  =  ^^y^ds 

ds  \c 


lässt  sieh  schreiben 

. —     dv   dx  OS 

und  diese  wird  iutegrabel  sein,  wenn  .^- —  =  y  und  dy:=^  —  €Lv 

da: 
ist.    Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

y  =:  6  —  :r,  mithin 

Zu  §.  1101.    Aus 

fudx  fudx  1,7  y  arfa? 

t/  =  e*^  folgt  dy  =^  e*^         udx  und  art^/  =6*^        X 

luüx      ,      ^ 

u^dx^  -\-  e  *^         dudx^ 
also  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

fddy(b—x)^  =^--2cydx^ 
substituirt, 

/udx  fudx 

fe  dx(u'^dx+du)(b—x)^=^--2ce^        dx'^ 

oder     du-^-it^dx  =:  — 


fib^xr' 

6 — 'or^  ^    "     ""       b  —  x      (6—^)^' 


Setzt  man  nun  m  =  r-^  >  also  du  ~  ^-^-2~  +  j^^^ ; 


so  entsteht 

(6  ~x)dq\  qdx  +  q^  dx _^     ^cdx 

{b  —  x)^  ""■      f{b^^)^ 


oder 


fdq dx 

^+fy+W~      b—x 
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vom  Mittelpunkte  C  proportional  und  der  Kör- 
per sinkt  von  A  bis  C  herab;  man  soll  die 
Zeit  bestimmen,  in  welcher  er  einen  jeden 
Theil  dieses  Weges  zurücklegt  87 

§.  286.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  dem  Quadrat 
des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  C  umgekehrt 
proportional  und  ein  Körper  sinkt  von  Ä  bis 
C  herab;  man  sucht  die  Zeit,  in  welcher  der- 
selbe einen  beliebigen  Theil  des  Weges  ÄC 
zurücklegt  89 

§.  290.  iiufgabe.  Man  soll  die  Zeit  des  Herabsteigens 
durch  ^Czum  Mittelpunkte  C  bestimmen,  wenn 

die     Centripetalkraft     >^^v--  proportional  ist,  wo 

ci  den  Abstand  des  Körpers  und  m  eine  ganze 
positive  Zahl  bezeichnet  90 

§.  297.  Aufgabe.  Man  soll  die  Zeit  des  INiedersteigens 
durch  ÄC  bestimmen,  wenn  die  Centripetal- 
kraft proportional  ist  -■:f;^zr~>  ^'^^a  den  Abstand 

a    "» 
des  Körpers  vom  Mittelpunkt   der  Kräfte  und 
7n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeichnet  94 

§.  304.  Lehrsatz.  Ist  die  Centripetalkraft  dem  Abstände 
vom  Mittelpunkte  C  der  Kräfte  umgekehrt  pro- 
portional;  so  ist  die  Zeit    des  ganzen   Nieder- 

steigens  durch  AC  ^=^  — tt— '  wo  a,  f  und  ndie 

frühere  Bedeutung  haben  96 

§.  308.  Lehrsatz.  Ist  die  Centripetalkraft  proportional  a» 
und  sinken  mehrere  Körper  aus  verschiedenen 
Abständen  zu  demselben  Mittelpunkte  herab; 
so  sind  die  Zeiten  ihres  Herabsteigens  propor- 

1—71 

tional    a     ^    ,  wo  a  den   Abstand  jedes  Kör- 
pers vom  Mittelpunkte  bezeichnet  98 
§.  314.  Autgabe.     Vom  Mittelpunkte  C  der  Kräfte,  wel- 
cher die  Körper    im    Verhältniss    a«   von   sich 
forttreibt,  wo  a  den  Abstand  des  Körpers  vom 
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Mittelpunkte  bezeichnet,  geht  ein  Körper  längs 
der  geraden  Linie  CP  aus ;  man  sucht  seine 
Geschwindigkeit  im  beliebigen  Punkte  P  und 
die  Zeit,  in  welcher  er  den  Weg  CP  zurück- 
legt 100 
§.  321.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  irgend  einer 
Function  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  C 
proportional  und  der  Körper  steigt  von  Ä  zu 
demselben  herab;  man  sucht  seine  Geschwin- 
digkeit in  einem  beliebigen  Punkte  P  und  die 
Zeit  ^  in  welcher  er  den  Weg  AP  zurücklegt     102 

§.  326.  x\ufgabe.  Gegeben  ist  die  Geschwindigkeit  in  den 
einzelnen  Punkten  des  geradlinigen  Weges  AP, 
welchen  ein  Körper  durchläuft:  man  sucht  das 
Gesetz  der  Kraft ,  welche  durch  Antreibung 
des  Körpers  diese  Bewegung  hervorzubringen 
vermag  105 

§.  332.  Aufgabe.  Gegeben  ist  die  Zeit,  in   welcher  der 
auf  AC  fortschreitende  Körper   den  Weg   AP 
zurücklegt;  man  ^oll  das  Gesetz  der  Kraft  be- 
stimmen, durch  welche  die   Bewegung    hervor- 
gebracht wird  106 

§.  337.  Aufgabe.  Ein  Körper  steigt  so  auf  der  geraden 
Linie  AP  herab,  dass  er  mit  der  Geschwin- 
digkeit, welche  er  in  P  hat,  in  derselben  Zeit 
den  Weg  PM,  nämlich  die  Ordinate  der  Curve 
AM  gleichförmig  zurücklegen  könnte,  in  wel- 
cher er  AP  durchläuft;  man  soll  das  Gesetz 
der  antreibenden  Kraft  bestimmen,  welche  eine 
solche  Bewegung  hervorbringt  108 

§.  347.  Aufgabe.  Gegeben  sind  die  Geschwindigkeiten, 
welche  ein  Körper  im  Mittelpunkte  C  erlangt, 
wenn  er  aus  verschiedenen  Entfernungen  zu 
diesem  herabsteigt ;  man  soll  das  Gesetz  der 
Centripetalkraft  bestimmen,  welche  eine  der- 
artige Bewegung  hervorbringt,  vorausgesetzt, 
dass  der  Körper  diese  versehiedenen  Bewe- 
gungen von  der  Ruhe  ab  beginne  lil 

§.  354.  Aufga;be.  Die  Zeiten,  in  denen  ein  Körper  aus 
beliebigen  Entfernungen  CP  zum  Mittelpunkte 
C  der  Kräfte  gelangt,   stehen  in  irgend  einem 
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vielfachen  Verlialtniss  der  Abstände;  man  soll 
das  Gesetz  der  Centripetalkraft- bestimmen         113 

§.  359.  Aufgabe.  Gegeben  ist  die  Scale  BND  der  Kräfte, 
durch  welche  ein,  auf  dem  Wege  AC  herab- 
steigender, Körper  angetrieben  wird;  man  soll 
unzählige  andere  Scalen  wie  ßvö  finden ,  bei 
denen  der  angetriebene  Körper  in  C  dieselbe 
Geschwindigkeit  erlangt.  Vorausgesetzt  wird, 
dass  der  Körper  seine  Bewegung  in  A  stets 
von  der  Ruhe  an  beginne  116 

§.  363.  Aufgabe.  Gegeben  ist  die  Scale  BND  der  Kräfte, 
welche  den  Körper  bei  der  Zurücklegung  des 
Weges  AC  antreiben;  man  soll  unzählige  an- 
dere Scalen  wie  ßvd  finden,  welche  bewirken, 
dass  der  Körper  in  derselben  Zeit  den  Weg 
AC  zurücklegt  117 

Kapitel  IV,  Von  der  geradlmigeti  Bewegung  eines  freien 

Punktes  im  widerstehenden  Mittel  120 

§.  367.  Erklärung  des   Gesetzes  des  Widerstandes  120 

§.  376.  Erklärung  des  Exponenten  des  Widerstandes        122 
§.  380.  Erklärung  ähnlicher  und  unähnlicher  Mittel  123 

§.383.  Aufgabe.  Ein  Körper  bewegt  sich  auf  der  ge- 
raden Linie  AP  in  einem  beliebigen  widerste- 
henden Mittel,  dessen  Gesetz  und  Exponent 
des  Widerstandes  bekannt  sind,  mit  gegebe- 
ner Geschwindigkeit  im  Punkt  P;  man  soll  die 
Abnahme  der  letztern  bestimmen,  während  er 
das  Element  Pp  des  Weges  zurücklegt  124 

§.  387.  Aufgabe.  In  einem  gleichförmigen  Mittel,  wel- 
ches im  beliebig  vielfachen  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeiten widersteht,  soll  man  die  Ge- 
schwindigkeit des  sich  bewegenden  Körpers  an 
den  einzelnen  Orten  bestimmen  125 

§.  397.  Aufgabe.  Es  bewegt  sich  ein  Körper  in  einem 
gleichförmigen  widerstehenden  Mittel,  dessen 
Widerstand  irgend  einer  Potenz  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist ;  man  soll  die  Zeit  be- 
stimmen, in  welcher  der  Körper  einen  beliebigen 
Weg  AP  zurücklegt  129 

§.  408.  Aufgabe.     Ein   in  einem  beliebigen  widerstehen- 
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den  Mittel  sich  bewegender  Körper  wird  durch 
eine  beliebige  absolute  Kraft  angetrieben ;  man 
soll  das  Increment  öder  Decrement  der  Ge- 
schwindigkeit bestimmen ,  während  er  ein  be- 
liebiges Element  Pp  de^  Weges  zurücklegt  133 
§.  419.  Aufgabe.  Wir  setzen  eine  absolute  Kraft  und  ein 
gleichförmiges  widerstehendes  Mittel  voraus; 
man  soll  die  Geschwindigkeit  des  niederstei- 
genden Körpers  an  den  einzelnen  Orten  be- 
stimmen, wenn  der  Widerstand  dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  proportional  ist  136 

§.  426.  Aufgabe.  Man  soll  die  Zeit  bestimmen,  in  wel- 
cher ein  Körper  im  gleichförmigen  widerste- 
henden Mittel  durch  den  Weg  AP  herabsteigt, 
wenn  eine  gleichförmige  absolute  Kraft  ihn 
antreibt  und  der  Widerstand  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist  139 

§.  434.  Aufgabe.  Ein  Körper  wird  in  einem  gleichför- 
migen MitteV,  welches  im  doppelten  Verhaltniss 
der  Geschwindigkeit  widersteht,  von  B  mit 
einer  gegebenen  Geschwindigkeit  aufwärts  ge- 
worfen und  es  treibt  ihn  eine  gleichförmige 
Kraft  g  nach  unten  zu  an;  man  soll  seine 
Geschwindigkeit  an  den  einzelnen  Orten  be- 
stimmen 143 

§,  441.  Aufgabe.  Ein  Körper  wird  von  B  aus  mit  ge- 
gebener Geschwindigkeit  aufwärts  geworfen 
und  bewegt  sich  in  einem  Mittel,  welches  im 
doppelten  Verhaltniss  der  Geschwindigkeit 
widersteht,  während  eine  absolute  Kraft  //  ab- 
wärts auf  ihn  wirkt ;  man  soll  die  Zeit  bestim- 
men, welche  der  Körper  zur  Zurücklegung  des 
Weges  BP  braucht  145 

§.  450.  Aufgabe.  Gegeben  ist  die  Zeit,  in  welcher  ein 
in  B  aufwärts  geworfener  Körper  wieder  nach 
demselben  Punkte  zurückkehrt,  wobei  er  sich 
in  einem  Mittel  l}ewegt,  welches  im  doppelten 
Verhaltniss  der  Geschwindigkeit  widersteht 
und  eine  absolute  gleichförmige  Kraft  g  ihn 
antreibt.  Man  soll  die  Höhe  BA  bestimmen, 
welche  der  Körper  erreicht,  wie  auch  die  An- 


Hosted  by 


Google 


486  Inhalts'  Verzeichnisse 

Seite 
fangsgesch windigkeit  in  B  bei  der  aufsteigen- 
den Bewegung  und  die  Endgeschwindigkeit 
bei  der  Rückkehr  zu  demselben  Punkte  und 
endlich  die  Zeiten  der  aufsteigenden  Bewegung 
durch  BA  und  der  niedersteigenden  durch  AB  148 
§.  461.  Aufgabe.  Ein  Körper  wird  nach  einer  gewissen 
niedersteigenden  Bewegung  in  O  zurückge- 
worfen und  steigt  mit  der  Geschwindigkeit, 
welche  er  bei  jener  Bewegung  erlangt,  wieder 
gerade  in  die  Höbe  und  wird  wiederholt  in  O 
so  oft  zurückgeworfen,  als  er  beim  Nieder- 
steigen dabin  gelangt.  Man  sucht  die  Höhen 
OA,  OB,  OC,  etc.,  welche  der  Körper  bei 
dieser  Bewegung  erreicht,  wenn  diese  in  einem, 
dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional 
widerstehenden,  Mittel  vor  sich  geht  und  zu- 
gleich die  gleichförmige  Kraft  der  Scbwere 
auf  den  Körper  wirkt  1^3 

§.  469.  Aufgabe.  Der  Widerstand  eines  gleichförmigen 
Mittels  ist  der  Geschwindigkeit  proportional 
und  es  wirkt  eine  gleichförmige  absolute  Kraft 
abwärts;  man  soll  die  Geschwindigkeit  eines 
auf-  oder  niedersteigenden  Körpers  in  jedem 
beliebigen  Punkte  bestimmen  157 

§.475.  Aufgabe.     Ein  gleichförmiges  Mittel  widersteht 
im  einfachen  Verhältniss  der  Geschwindigkeit 
und  es  treibt  eine  absolute  gleichförmige  Kraft 
den  Körper  an;  man  soll  die  Zelt  bestimmen, 
in  welcher  der  letztere    auf-   oder  niederstei- 
gend einen  bestimmten  Weg  zurücklegt  159 
§.  48X.  Aufgabe.     Es  widerstehe  ein  gleichförmiges  Mit- 
tel  in   einem   beliebig    vielfachen  Verhältniss 
der  Geschwindigkeit  und  es  sei  auch  die  an- 
treibende Kraft  eine    gleichförmige;   man    soll 
die  Bewegung   eines  geradlinig  auf  -  oder  nie- 
dersteigenden Körpers  bestimmen  161 
§.485.  Aufgabe.    Es  findet  eine  gleic!  förmige  absolute 
Kraft  statt  und  es  ist  der  Exponent   des  Wi- 
derstandes den  Abständen  vom  Punkte  C  pro- 
portional,   ferner  ist  das  Gesetz    des   Wider- 
standes ein  beliebig  vielfaches  Verhältniss  der 
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GeschwiiKÜgkeit;  man  sucht  die  Geschwin- 
digkeit des,  auf  der  geraden  Linie  AC  gegen 
C  hingehenden  oder  von  ihm  sich  entfernen- 
den, Körpers  in  jedem  Punkte 

§.  4Ö5.  Lehrsatz.  Unter  denselben  Voraussetzungen,  wie 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  werden,  wenn 
mehrere  Körper  sich  aus  verschiedenen  Ent- 
fernungen dem  Punkte  C  nähern,  die  Zeiten, 
in  denen  sie  dahin  gelangen,  im  halben  Ver- 
hältniss  der  Entfernungen  stehen 

§.  500.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  irgend  einer 
Potenz  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  C  pro- 
portional und  ein  gleichförmiges  Mittel  wider- 
steht im  doppelten  Verhältniss  der  Geschwin- 
digkeit; man  soll  die  Geschwindigkeit  eines, 
längs  der  geraden  Linie  AC  sich  auf-  oder 
abwärts  bewegenden,  Körpers  in  den  einzel- 
nen Orten  P  bestimmen 

§.  509.  Aufgabe.  Man  hat  eine  beliebige,  nach  C  ge- 
richtete Centripetalkraft  und  ein,  den  Quadra- 
ten der  Geschwindigkeiten  proportional  wider- 
stehendes, Mittel;  man  soll  die  Bewegung  des 
geradlinig  sich  C  nähernden  oder  von  ihm  ent- 
fernenden Körpers  bestimmen 

§  513.  Aufgabe.  Gegeben  ist  das  Gesetz  der  nach  dem 
Mittelpunkt  C  hinziehenden  Centripetalkraft 
und  ein,  im  doppelten  Verhältniss  der  Geschwin- 
digkeit widerstehendes,  Mittel;  man  soll,  im 
Fall  die  Geschwindigkeiten  gegeben  sind,  welche 
ein  Körper  beim  Niedersteigen  aus  gewissen 
Höhen  bis  C  erlangt,  die  Dichtigkeit  oder  den 
Exponenten  des  Widerstandes  an  den  einzel- 
nen Orten  bestimmen 

§.  520.  Aufgabe.  Gegeben  ist  ein  im  doppelten  Verhält- 
niss der  Geschwindigkeit  widerstehendes  Mit- 
tel und  des  letztern  Dichtigkeit,  oder  der  Ex- 
ponent des  Widerstandes  an  den  einzelnen 
Orten;  man  soll  die  Centripeta] kraft  bestim- 
men, welche  bewirkt,  dass  der  aus  einer  be- 
liebigen Höhe  herabsinkende  Körper  stets  in 
derselben  Zeit  dahin  gelange 
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§,  528.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  den  Entfernun- 
gen vom  Mittelpunkte  C  proportional  und  ein 
gleichförmiges  Mittel  widersteht  im  einfachen 
Verhältniss  der  Geschwindigkeiten;  man  soll 
die  Bewegung  eines  Körpers  bestimmen,  wel- 
cher sich  geradlinig  C  nähert  oder  von  ihm  ent- 
fernt ^  180 
§.  537,  Lehrsatz.  Ist  die  Centripetalkraft  der  wten  Po- 
tenz des  Abstandes  vom  Centrum  C,  der  Wi- 
derstand des  Mittels  aber  der  2/wten  Potenz 
der  Geschwindigkeit,  ist  ferner  der  Exponent 

des  Widerstandes  der  ^^^^  ^ — 11^  ten  Potenz 

m 

des  Abstandes  proportional;  so  stehen  die  Zei- 
ten mehrerer  auf-  und  niedersteigenden  Bewe- 

l~7l 

gungen  im  ten    Verhältniss  der   ganzen 

beschriebenen  Wege  185 

Kapitel  V.  Von  der  freien  krummlinigen  Bewecfuncf 
eines  Punktes^  welcher  durch  beliebicfe  ab- 
solute Kräfte  angetrieben  wird  188 

§.  543.  Erklärung  der  Tangentialkraft  188 

§.  547.  Erklärung  der  Normalkraft  188 

§.  552.  Aufgabe.  Wird  ein  Körper,  während  er  das  Ele- 
ment Mm  durchläuft,  durch  zwei  Kräfte,  die 
eine  normal  und  die  andere  tangential,  ange- 
trieben ;  so  soll  man  die  Wirkung  beider  auf 
die  x\enderung  der  Bewegung  des  Körpers  l^e- 
stimmen  189 

§.  556.  Aufgabe.  Der  Körper  wird,  während  er  das 
Element  Mm  zurücklegt,  durch  eine  beliebige 
schiefe  Kraft  in  der  Richtung  31 C  angetrieben; 
man  soll  bestimmen,  welche  Wirkung  sie  auf 
die  x\enderung  der  Bewegung  des  Körpers  aus- 
übt ^  ^  190 
§.  564.  Aufgabe.  Man  hat  eine  constante  Kraft,  deren 
Richtung  stets  senkrecht  auf  der  geraden  Li- 
nie Aß  ist  und  von  A  aus  wird  ein  Körper 
in  der  Richtung  AH,  mit  einer  gegebenen  Ge- 
schwindigkeit geworfen ;    man   soll   die   Curve 
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AMDB  bestimme«  .   welche   der  Körper  be- 
sehreibt und  zugleich  die  Bewegung  des  letz- 
tern auf  derselben-  193 
§.  578.  Aufgabe.   Ein  Körper  wird  in  Ä  mit  gegebener 
Geschwindigkeit    und    in   gegebener   Richtung 
fortgeworfen,   dabei  aber  beständig  gegen  die 
gerade  Linie  AB  hingezogen,  im  Verhältniss 
beliebiger  Functionen   der  Abstände  von  die- 
ser Linie,*  man  soll  die  Curve  ADB  bestim- 
men, welche  der   so  angetriebene  Körper  be- 
schreiben wird  und  seine  ganze  Bewegung  auf 
derselben  197 
§.  587.  Aufgabe.    Ein   in  A  fortgeworfener  Körper  wird 
überall,   durch  eine  beliebige  Ceutripetalkraft, 
gegen  den  Mittelpunkt  C  hingezogen;  man  soll 
die  Natur  der  Curve  ^üf/ bestimmen,  auf  wel- 
cher der  Körper  sich    bewegen  wird    und   die 
Bewegung  des  letztern  auf  derselben                   200 
§.  60L   Aufgabe.    Man  soll  die  Natur  der   Gurve  AM, 
welche  ein  durch  eine  beliebige  Centripetalkraft 
angetriebener  Körper   beschreibt,    durch   eine 
Gleichung  zwischen   den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  CP  und  PM ,  bezogen  auf  die  feste 
Axe  AC,  bestimmen  205 
§.   611.  Lehrsatz.  Die  Centripetalkraft  Jst   einer   belie- 
bigen  Function   des    Abstandes  vom  Centrum 
C  proportional  und  es  wird  ein  Körper  in  A, 
längs  der   auf  AC  normalen  Richtung  fortge- 
worfen, mit  einer  Geschwindigkeit,  deren  zu- 
kommende Höhe  sich  zu  ^^^C verhält,  wie  die 
Centripetalkraft  in  A  zur  Schwere  =  1 ;  alsdann 
wird   sich  dieser  Körper  gleichförmig  auf  der 
Peripherie  des,  zum  Mittelpunkt  C  gehörigen 
Kreises  AMBA  bewegen  208 

§.  619.  Lehrsatz.  Mehrere  Körper  bewegen  sich  um  den 
Mittelpunkt  C  der  Kräfte  und  beschreiben  um 
ihn  ähnliche  Curven  AM  und  am\  alsdann 
stehen  ihre,  in  den  ähnlich  gelegenen  Punk- 
ten M  und  m  stattfindenden,  Geschwindigkei- 
ten in  einem  Verhältniss,  welches  aus  dem 
halben  der    gleichliegenden   Seiten  und   dem 
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halben  der  Centripetalkräfte  in  denselben  Punk- 
ten zusammengesetzt  ist  210 

§.  631.  Aufgabe.  Das  Centrum  C  zieht  im  directen  Ver- 
hältniss  der  Abstände  an  und  ein  Körper  wird 
aus  A,  normal  auf  AC  und  mit  gegebener  Ge- 
schwindigkeit fortgeworfen ;  man  soll  die  Curve 
AMDBH  bestimmen,  welche  dieser  Körper 
beschreiben  wird  und  seine  Gescliwindigkeit  an 
den  einzelnen  Orten  213 

§.  641.  Aufgabe.  Der  Mittelpunkt  der  Kräfte  zieht  im 
Verhältniss  der  x\bstände  an  und  es  wird  ein 
Körper  in  M  mit  beliebiger  Geschwindigkeit 
und  nach  der  beliebigen  Richtung  31T  fortge- 
worfen; man  soll  die  Ellipse  bestimmen,  in 
welcher  der  Körper  sich  bewegen  wird  218 

§.  644.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  dem  Quadrat 
des  Abstandes  umgekehrt  proportional  und  es 
wird  ein  Körper  in  A  nach  einer  auf  dem  Ra- 
dius ^  anormalen  Richtung  fortgeworfen;  man 
soll  die  Curve  AMDBHA,  welche  der  Körper 
beschreiben  wird  und  seine  Bewegung  auf  der- 
selben bestimmen  219 

§.  656.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  dem  Quadrat 
der  Entfernung  umgekehrt  proportional  und  es 
wird  ein  Körper  '  aus  31  mit  beliebiger  Ge- 
schwindigkeit und  nach  der  beliebigen  Rich- 
tung MT  geworfen;  man  soll  die  Ellipse 
MDB H AM  bestimmen ,  auf  welcher  der  Körper 
sich  bewegen  wird  223 

§.  665.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  dem  Cubus  des 
Abstandes  vom  Mittelpunkte  umgekehrt  propor- 
tional; man  sucht  die  Curve,  welche  ein  belie- 
big geworfener  Körper  beschreiben  wird,  wie 
auch  die  Bewegung  des  letztern  auf  ihr  227 

§.  679.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  ist  einer  beliebi- 
gen Potenz  der  Abstände  proportional;  man  soll 
die  besondern  Fälle  bestimmen,  in  denen  ein, 
nach  einer  gewissen  bestimmten  Weise  gewor- 
fener, Körper  sich  auf  einer  algebraischen  Curve 
bewegen  wird  235 

§.  689.  Aufgabe.  Die  Centripetalkraft  weicht  wenig  vom 
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umgekehrten  doppelten  Verhältniss  derAbstände 
ab;  man  soll  die  Bewegung  der  Ellipse  und 
die  beständige  Aenderung  ihrer  Art,  wie  auch 
die  Bewegung  des  Körpers  in  dieser  veränder- 
iiehen  Ellipse  bestimmen  239 

§.  696.  Lehrsatz.  Wird  ein  auf  beliebige  Weise  gewor- 
fener Körper  gegen  beliebig  viele  Mittelpunkte 
A,  B,  C  der  Kräfte,  welche  letztere  den  Ab- 
ständen von  jenen  proportional  sind,  hingezo- 
gen ;  so  VTird  der  Körper  sich  auf  dieselbe 
Weise  bewegen,  als  wenn  er,  ebenfalls  den 
Abständen  proportional,  gegen  den  gemein- 
schaftlichen Schwerpunkt  O  der  Punkte  A ,  B, 
C  hingezogen  würde  242 

§.  701.  Aufgabe,  Man  soll  das  Gesetz  derjenigen  Kraft 
finden,  welche  beständig  abwärts  längs  einan- 
der paralleler  Linien  illP  gerichtet  ist  und  be- 
wirkt, dass  der  Körper  sich  auf  der  gegebenen 
Curve  AM  bewege;  ausserdem  soll  man  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  in  den  einzelnen 
Orten  31  bestimmen  244 

§.  708.  Aufgabe.  Gegeben  ist  die  Curve  AMB  und  zu- 
gleich der  Mittelpunkt  C  der  Kräfte;  man 
sucht  das  Gesetz  der  Centripetalkraft,  welche 
bewirkt,  dass  der  Körper  sich  frei  auf  dieser 
Curve  bewege,  wie  auch  seine  Geschwindig- 
keit in  jedem  beliebigen  Punkte  31  247 

§.  714.  Lehrsatz.  Eine  nach  dem  Mittelpunkte  C  gerich- 
tete Kraft,  welche  bewirkt,  da«s  ein  Körper 
sich  auf  der  gegebenen  Curve  A3I  bewege,  ver- 
hält sich  zu  der  nach  einem  andern  Mittel- 
punkte c  gerichteten  Kraft,  welche  die  Bewe- 
gung des  Körpers  auf  derselben  Curve  und  in 
derselben  ümlaufszeit  hervorbringt,  wie  der  Cu- 
bus  der  geraden  Linie  cV,  welche  aus  c  pa- 
rallel mit  C3I  bis  zur  Tangente  T3I  gezogen 
ist,  zu  dem  Producte  cM,C31^  249 

§.  723.  Aufgabe.  Eine  Bahn  A'31'B'  dreht  sich  irgend- 
wie um  den  Mittelpunkt  C  der  Kräfte;  man 
soll  die  stets  nach  demselben  Punkte  gerichtete 
Centripetalkraft   bestimmen,    welche   bewirkt. 
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dass  der  Körper  sich    auf  dieser  beweglichen 
Bahn  bewege  252 

§.  736.  Aufgabe,  Es  ist  die  Curve  bekannt,  welche  ein 
durch  eine  beliebige  Centrip et al kraft  V  ange- 
triebener Körper  beschreibt;  man  soll  diejenige 
Curve  bestimmen,  welche  ein  durch  eine  Cen 

C 
tripetalkraft    V  +  -  3 ,  (wo  y  den  Abstand  MC 

des  Körpers  vom  Centrum  C  bezeichnet)  ange- 
triebener Körper   beschreibt  257 

§.  741.  Aufgabe.  Die  Figur  der  Bahn,  welche  ein  Kör- 
per vermöge  einer  beliebigen  Centripetalkraft 
beschreibt,  weicht  wenig  von  einem  Kreise  ab; 
man  soll  die  Bewegung  der  Absiden  bestimmen  260 

§.  757.  Aufgabe.  Man  soll  die  nach  zwei  Mittelpunkten 
C  und  D  der  Kräfte  gerichteten  Centripetal- 
kräfte  bestimmen,  welche  bewirken,  dass  der 
Körper  sich  auf  einer  gegebenen  Curve  AMB 
und  mit  einer,  in  den  einzelnen  Punkten  gege- 
benen, Geschwindigkeit  bewege  266 

§.  761.  Aufgabe.  Ein  Körper  bewege  sich  mit  einer  ge- 
gebenen Geschwindigkeit  auf  der  ebenfalls  ge- 
gebenen Curve  AMB-^meiXY  soll  die  nach  dem 
Mittelpunkte  C  gerichtete  Centripetalkraft  und 
zugleich  die,  stets  auf  AB  normal  längs  MP 
gerichtete  Kraft  bestimmen,  welche  beide  Kräfte 
bewirken,  dass  der  Körper  sich  auf  dieser 
Curve,  mit  der  vorgeschriebenen  Geschwindig- 
keit, frei  bewege  267 

§.  765.  Aufgabe.  Ein  Körper  bewege  sich  auf  beliebige 
Weise  in  der  Curve  ABIB ,  diese  aber  drehe 
sich  inzwischen  um  den  festen  Punkt  C;  man 
soll  die  zwei  Kräfte  bestimmen,  deren  eine 
stets  nach  demselben  Punkte  C,  deren  andere 
normal  gegen  die,  der  Lage  nach  gegebene,  ge- 
rade Linie  PC  gerichtet  ist;  welche  zwei  Kräfte 
bewirken,  dass  der  Körper  sich  in  dieser  be- 
weglichen Bahn  frei  bewege  269 

§.  773.  Lehrsatz.  Ein  Körper  M  bewege  sich  auf  der  Curve 
AM^  indem  er  durch  eine  beliebige  Kraft  um  den 
Punkt  C,  ausserdem  aber  so  wohl  der  Körper 
My  als  auch  der  Punkt  C  durch  eine  gleiche 
Kraft  und  in   derselben  Richtung  angetrieben 
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werden.     Alsdann  wird  die  relative  Bewegung 
des  Körpers  31  in  Bezug  auf  den  Punkt  C  die- 
selbe sein,  als  ob  diese  neue  Kraft  nicht  hin- 
zugekommen war©  274 

§.  780.  Aufgabe.  Der  Körper  M  bewegt  sich  um  den 
ruhenden  Mittelpunkt  L  der  Kräfte  aufder  Curve 
BM ;  man  soll  die  Kraft  bestimmen ,  welche 
bewirkt,  dass  er  sich  in  derselben  Bahn,  welche, 
sich  selbst  parallel,  längs  der  Curve  AL  fort- 
schreitet, bewege  276 

§.  789.  Aufgabe.  Die  Sonne  ruhet  in  >S  und  während  die 
Erde  T  sich  um  sie  gleichförmig  auf  dem 
Kreise  TD  bewegt,  werde  der  Mond  L  so 
wohl  gegen  die  Erde  T,  als  auch  gegen  die 
Sonne  >S  im  umgekehrten  doppelten  Verhältniss 
der  Entfernungen  hingezogen.  Man  soll  unter 
diesen  Umständen  die  Bewegung  des  Mondes, 
wie  sie  von  der  Erde  T  aus  wahrgenommen 
wird,  bestimmen  282 

§.  796.  Lehrsatz.  Drei  Hauptkräfte,  welche  bewirken, 
dass  ein  Körper  sich  auf  einer,  nicht  in  der- 
selben Ebene  befindlichen,  Curve  bewege  und 
auf  welche  man  andere  Kräfte  durch  Zerlegung 
zurückführen  soll,  sind  einzeln  auf  einander 
normal.  Eine  von  ihnen  hat  die  Richtung  der 
Tangente,  die  beiden  andern  eine  darauf  senk- 
rechte und  zwar  die  eine  in  einer  gegebenen 
Ebene,  die  andere  normal  auf  dieser  Ebene. 
Alsdann  kann  keine  von  diesen  Kräften  die  Wir- 
kungen der  andern  verändern  286 

§.  806.  Aufgabe.  Man  soll  die  Neigung  der  Ebene,  in 
welcher  die  beiden  vom  Körper  beschriebenen 
Elemente  Mm  und  mii  sich  befinden,  gegen  die 
feste  Ebene  APQ  und  ihren  Durchschnitt  mit 
dieser  bestimmen  290 

§.817.  Aufgabe.  Ein  Körper  wird  durch  drei  Kräfte  an- 
getrieben, deren  Richtungen  31  f.  Mg  undMQ 
respective  den  drei  Coordinaten  AP,  PQ  und 
QM  parallel  sind;  man  soll  seine  Bewegung 
und  Bahn  bestimmen  294 

§.  824.    Aufgabe.  Ein  Körper  wird  beständig  gegen  die 
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Axe  APf  längs  der  von  ihm  auf  sie   gefällten 
Perpendikel  31 P,  angetrieben;  man  soll  seine 
Bewegung  bestinunen  298 

§.  834.  Aufgabe.  Ein  Körper  wird  in  den  einzelnen  Punk- 
ten M  durch  zwei  Kräfte  angetrieben,  von  de- 
nen die  eine  die  Richtung  MA,  die  andere 
die  auf  der  Ebene  APQ  normale  Richtung 
MQ  hat;  man  soll  die  Bewegung  des  Körpers 
und  seine  Bahn  bestimmen  302 

§  845.  Aufgabe.  Ein  Körper  w^ird  theils  gegen  den  fe- 
sten Punkt  A,  im  Verhältniss  der  Entfernung 
von  demselben,,  theils  normal  gegen  die  Ebene 
APQf  ebenfalls  im  Verhältniss  der  Entfernun- 
gen von  ihr  angezogen;  man  soll  die  Knoten 
oder  die  Punkte  bestimmen,  in  denen  der  Kör- 
per sich  in  dieser  Ebene  befindet  und  ausser- 
dem die  Punkte,  in  denen  er  am  weitesten  von 
der  Ebene  entfernt  ist  308 

Kapitel  VI,     Von  der  freien   krummlinigeii  Bewegung 

eines  Punktes  im  ividersf eilenden  Mitteh        314 

§.  854.  Lehrsatz.  Bewegt  sich  ein^  durch  beliebig  viele 
absolute  Kräfte  angetriebetjer  Körper  im  wider- 
stehenden Mittel;  so  stört  die  Kraft  des  Wi- 
derstandes die  Wirksamkeit  der  absoluten  Kräfte 
nur  in  so  fern,  als  sie  die  aus  ihnen  entsprin- 
gende Tangentialkraft  vermindert  314 

§.  860.  Aufgabe.  Ein  Körper  bewegt  sich  in  einem  beüe- 
bisjen  widerstehenden  Mittel  und  unter  dem  An- 
trieb  beliebiger  absoluter  Kräfte,  jedoch  stets 
in  derselben  Ebene;  man  soll  die  Gesetze  be- 
stimmen, welche  er  bei  dieser  Bewegung  befolgt  316 

§.  864.  x\ufgabe.  Die  antreibende  Kraft  sei  überall  nor- 
mal gegen  eine,  der  Lage  nach  gegebene,  gerade 
Linie  AP  gerichtet,  ein  Körper  bewege  sich 
aber  in  einem  beliebigen  widerstehenden  Mit- 
tel; man  soll  die  Curve  AMB  bestimmen,  auf 
welcher  der  Körper  sich  bew^egen  wird  und  die 
Bewegung  des  letztern  selbst  317 

§.  868.  Aufgabe.  So  wohl  die  Kraft,  als  auch  das  wider- 
stehende Mittel  sind  gleichförmig  und  die  Rich- 
tunsj  der  erstem  wieder  MP,  normal  auf  der 
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gegebenen  geraden  Linie  AP,  ferner  widersteht 
das  Mittel  im   doppelten   Verhältniss  der   Ge- 
schwindigkeit;   man  soll   die   Bewegung  eines 
geworfenen  Körpers  bestimmen  319 

§.  878.  Aufgabe.  Der  Widerstand  des  Mittels  Ist  der  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  proportional  und  BIP 
die  Richtung  der  Kraft,  ausserdem  ist  sowohl 
diese,   als   auch  das  Mittel  gleichförmig;  man 
soll   die  Curve  bestimmen,   welche  ein  gewor- 
fener Körper  beschreibt  und   seine  Geschwin- 
digkeit an  den  einzelnen  Orten  324 
§.  889.    Aufgabe.     Ein   Körper   wird  überall  auf  gleiche 
Weise  abwärts  gezogen  und  in  A  nach  der  ho- 
rizontalen   Richtung    AP   mit    gegebener    Ge- 
schwindigkeit und  in  einem  Mittel,  welches  der 
Geschwindigkeit  proportional  widersteht,  fort- 
geworfen; man  soll  die  Curve  A3I  bestimmen, 
welche  der  Körper  beschreiben  wird  und  seine 
Bewegung  auf  derselben  328 
§.  897.  Aufgabe.  Die  gleichförmige  absolute  Kraft  habe  die 
vertikale  Richtung  if/P  und  das  ebenfalls  gleich- 
förjnige  Mittel  widerstehe  in  einem  beliebig  viel- 
fachen Verhältniss  der  Geschwindigkeiten;  man 
soll  die  Curve  Aßl  bestimmen,  welche  ein  ge- 
worfener Körper  beschreibt  331 
§.  902.  Aufgabe.   Vorausgesetzt  wird  eine  gleichförmige 
absolute  und  abwärts  gerichtete  Kraft  g;  man 
soll  den  Widerstand  an  den  einzelnen  Orten  M 
bestimmen,  welcher  bewirkt,  dass  der  Körper 
eine  gegebene  Curve  BAM  beschreibe                333 

§.  910.  Aufgabe.  Vorausgesetzt  wird  eine  absolute  gleich- 
förmige und  beständig  abwärts  gerichtete  Kraft^; 
man  soll  den  Widerstand  finden,  welcher  be- 
wirkt, dass  ein  Körper  sich  frei  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises  BAMD  bewege  336 

§.  919.  Aufgabe.  Vorausgesetzt,  dass  wie  vorher  die  ab- 
solute Kraft  g  gleichförmig  und  abwärts  gerich- 
tet sei,  soll  man  die  Kraft  des  Widerstandes 
finden,  welche  bewirkt,  dass  ein  Körper  sich 
in  der  Hyperbel  NAM,  deren  vertikale  Axe 
CAQ  ist,  frei  bewegen  könne  338 
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§.  927.  Aufgabe.  Es  sei  NM'M  eine  Hyperbel  von  ei- 
nem beliebigen  Grade,  deren  eine  Asymptote 
CP  vertikal  ist;  man  soll  den  Widerstand  fin- 
den, weicher  bewirkt,  dass  ein,  durch  eine 
Kraft  g  beständig  abwärts  getriebener,  Körper 
sich  auf  dieser  Curve  bewege  342 

§.  937.  Aufgabe.    Es  ist  eine  beliebig  veränderliche  ab- 
solute Kraft  gegeben,  welche  überall  längs  MP 
abwärts  gerichtet  ist;  man  soll  den  Widerstand 
bestimmen,  welcher  erfoderlich  ist,   damit  ein 
Körper  sich  auf  der  gegebenen  Curve  AM  be- 
wege 346 
§.  946.   Aufgabe.    Gegeben    ist   die   Curve  AM  und  der 
Widerstand,   durch  Grössen  bestimmt,  welche 
sich  auf  die  Curve  beziehen;  inan  soll  die  ab- 
solute Kraft  P  bestimmen,   welche  beständig 
gegen   die  Axe  AC  normal   gerichtet    ist    und 
bewirkt,  dass  der  Körper   sich    frei   auf  dieser 
Curve  bewegen  kann  350 
§.  953.  Aufgabe.  Das  Mittel  ist  gleichförmig  und  wider- 
steht im  doppelten  Verhältniss  der  Geschwin- 
digkeiten ;  man  soll  die  absolute ,  abwärts  ge- 
richtete Kraft  bestimmen,  welche  bewirkt,  dass 
der  Körper  in  diesem  Mittel  die  gegebene  Curve 
AM  frei  beschreibe  352 
§.  969.  Aufgabe.  Man  soll   so   wohl  den  Widerstand   in 
den  einzelnen  Orten  M ,   als  auch  die  abwärts 
längs  MP  gerichtete  Kraft  bestimmen ,  w  eiche 
zusammen  bewirken,   dass   ein  Körper  auf  der 
gegebenen  Curve  AM ,  und  mit  gegebener  Ge- 
schwindigkeit in   den  einzelnen  Punkten,   sich 
frei  bewegen  könne  358 

§.  976.  Aufgabe.  Ein  gleichförmiges  Mittel  widersteht  in 
einem  beliebig  vielfachen  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeiten und  es  ist  ausserdem  die,  längs 
der  horizontalen  Linie  AP  fortschreitende,  Be- 
wegung eines  Körpers  gegeben;  man  soll  die 
abwärts  gerichtete  Kraft  und  die  vom  Körper 
durchlaufene  Bahn  finden  369 

§.  990.  Aufgabe.  Es  werde  ein  Körper  in  einem  beliebi- 
gen widerstehenden  Mittel,  durch  irgend   eine 
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Kraft  5  stets   nach  dem  festen  Punkt  C  hinge- 
zogen;   man  soll  die  Curve    AM   bestimmen, 
welche  der  beliebig  geworfene  Körper  beschreibt  365 
§.  1001.    Aufgabe.  Es  ist  eine,  einer  beliebigen  Potenz 
der  Abstände  vom  Centrüm  proportionale,  Cen- 
tripetalkraft  gegeben  und  es  bewegt  sich  ein 
Körper  im  gleichförmigen  widerstehenden  Mit- 
tel, dessen  Widerstand  dem  Quadrat   der  Ge- 
schwindigkeit  proportional    ist;    man   soll  die 
Curve  ABl  bestimmen,   welche  der  Körper  be- 
schreibt und  zugleich  die  Bewegung    des  letz- 
tern auf  ihr  369 
§.  1010.  Aufgabe.   In  einem  gleichförmigen  Mittel,   wel- 
ches   im  einfachen  Verhältniss   der  Geschwin- 
digkeiten widersteht,  bewegt  sich  ein  Körper, 
v^'elcher  gegen  das  Centrum  C  durch  eine,  einer 
beliebigen   Potenz  der  Abstände  proportionale, 
Kraft  hingezogen  wird;  man  soll  die  Curve  AM 
bestimmen,  welche  der  Körper  beschreiben  wird  372 
§.  1018.   Aufgabe.  Die  Curve  ABI ,    welche   ein  Körper 
beschreibt,  ist  gegeben  und  ausserdem  der  Wi- 
derstand in  den  einzelnen  Orten  71/;  man  soll 
die  Centripetalkraft  bestimmen,  welche  bestän- 
dig nach  dem  Centrum  C  gerichtet  ist  und  die 
Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Orten  375 
§.  1029.  Aufgabe.     Der  Widerstand  ist  einer  beliebigen 
Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional   und 
sein  Exponent  in    den   einzelnen   Orten   gege- 
ben; man  soll   die  Centripetalkraft  bestimmen, 
weiche  bewirkt,  dass  der  Körper  sich  auf  einer 
gegebenen  Curve  ABI  bewege  379 
§.  1041.  Aufgabe.    Gegeben  ist  die  Curve  ABI,  welche 
der  Körper  beschreibt    und  die  nach  dem  Cen- 
trum  C  gerichtete    Centripetalkraft;   man    soll 
den  in  den   einzelnen    Orten  M  erforderlichen 
Widerstand  und  die  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers bestimmen                                                        385 
§,1048.  Aufgabe.  Gegeben  ist  dieCurveJiH/,  auf  weich  er  der 
Körper  sich  bewegt  und  die   Winkelbewegung 
um    den  Mittelpunkt   C  der  Kräfte;   man  soll 
die    nach    C   gerichtete    Centripetalkraft    und 
Euler's  Mechanik.   I.                                                            32 
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den  Widerstand  in  den  einzelnen  Orten  be- 
stimmen 388 
§.  1054.  Aufgabe.  Es  ist  gegeben  der  Widerstand,  aus- 
gedrückt dmch  irgend  eine  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit, ferner  der  Exponent  desselben 
und  die  Winkelbewegimg  des  Körpers  um 
den  Mittelpunkt  C;  man  soll  hierdurch  die 
Curve  bestimmen,  welche  der  Körper  be- 
schreiben wird  und  zugleich  die  nach  dem 
Centrum  C  gerichtete  Centripetalkraft  391 

§.  1062.  Aufgabe.  Ein  Körper  wird  in  M  durch  zwei 
Kräfte  angetrieben,  von  denen  die  eine  die, 
auf  der  gegebenen  Linie  AC  normale,  Rich- 
tung MP,  die  andere  aber  die,  ÄC  parallele 
oder  auf  ßC  normale  Richtung  MQ  hat;  man 
soll  die  Curve  AM  bestimmen,  welche  der 
Körper  unter  Antrieb  dieser  beiden  Kräfte, 
in  einem  beliebigen  widerstehenden  Mittel  be- 
schreiben wird  394 

§.  1072.  Aufgabe.  Ein  Körper  bewegt  sich  in  einem 
Mittel,  welches  im  doppelten  Verhältniss  der 
Geschwindigkeiten  widersteht  und  es  ist  P:  Q 
~  3]P:MQ,  oder  was  dasselbe  ist,  es  wird 
der  Körper  durch  eine  beliebige  Kraft  gegen 
das  Centrum  C  hingezogen;  man  soll  die 
Curve  A31ß  bestimmen,  welche  der  Körper 
beschreiben  wird  399 

§.  1078.  Aufgabe.  In  einem  beliebigen  widerstehenden 
Mittel  wird  ein  Körper  durch  drei  Kräfte  an- 
getrieben, von  denen  die  eine  tangential  ist, 
die  Richtungen  der  beiden  andern  aber  nor- 
mal auf  der  Richtung  des  Körpers  und  in  zwei 
gegeneinander  normalen  Ebenen  auf  einander 
normal  sind ;  man  soll  die  Bewegung  des  Kör- 
pers und  die  von  demselben  beschriebene 
Curve  bestimmen  402 

§.  1088.  Aufgabe.  Ein  Körper  Bl  wird  in  einem  belie- 
bigen widerstehenden  Mittel  durch  drei  Kräfte 
angezogen,  von  denen  die  eine  die  AR  paral- 
lele Richtung   ifi/,    die  zweite    die  Richtung 
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Mg^  parallel  der  in  der  Ebene  APQ  gelegenen 
Ordinate  QP  und  die  dritte  die  Richtung  31Q, 
perpendikulär  auf  der  Ebene  APQ  hat;  man 
soll  die  Bewegung  des  Körpers  und  die  von 
ihm  beschriebene  Curve  bestimmen  405 

§.  1097.  Aufgabe,  In  einem  gleichförmigen  Mittel,  wel- 
ches im  einfachen  Verhältniss  der  Geschwin- 
digkeiten widersteht,  wird  ein  Körper  beständig 
senkrecht  gegen  die  gerade  Linie  AP  gezo- 
gen; man  soll  die  Curve  bestimmen,  welche 
derselbe,  wenn  er  beliebig  fortgeworfen  ist, 
beschreiben  wird  409 
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